Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie

ZESTAW 1
1. Wyznaczy¢ dziedzine funkcji:
(a) f(x,y)—\/xsiny, () flz,y) =VI—a?+/y? 1,
(b) f(z,y) = aresin/y — v, (@) fo,y) = V12— 47,

2 —
(c) f(x,y) = ng—fz,;z-
2. Obliczyé, o ile istnieja, granice:
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3. Znalez¢ zbiory punktow ciaglosci podanych funkeji:

(a) f(x,y>={ Vet byl w20
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4. Obliczy¢ pochodng kierunkows podanych funkcji:

(a) f(x,y) = 2?4+ zy + 3y — 1, w punkcie (z0,y0) = (1,1), w kierunku (2,1),

(b) flz,y) = ¥/xy?, w punkcie (9, 0) = (0,0), w kierunku (g, g),

(c) f(z,y) = 2% — y?, w punkcie (x9,%0) = (—3,3), w kierunku (% %)

(d) f(z,y) = sinz cosy, w punkeie (zo,yo) = (0,7), w kierunku (—1, @),

(e) f(z,y,z) = e*¥* w punkcie (29,0, 20) = (—1,—1,1), w kierunku (%, —%, 3).

5. Korzystajac z definicji zbadaé, czy istnieja pochodne czastkowe rzedu pierwszego podanych funkcji we
wskazanych punktach:

(a) f(z,y) = xsin(xy), w punkcie (2o, y0) = (7, 1),
(b) f(z,y) = Va? —y3, w punkcie (xo,y0) = (0,0),

2 +y? ay=0
(¢) fl@y) = { 1, xy # 0 w punkcie (xg,yo) = (0,0).



6. Wyznaczy¢ pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu nastepujacych funkcji:

(a) f(z,y) = 2% — wsiny, (2) f(z,y) = 252" — ysinz,
(b) f(z,y) = 2yF— e Iny, () f(z,) =2, @ >0,

(¢) f(z,y) = (sinz)™v (i) f(z,y) = zyIn(z® + y?),
(d) u(z,y) = f(3xyay2$,$), () u(@,y,2) = f(z,22%y),
(e) f(u,v) =e", gdzie u =In(z? + y?), v = arctg(¥),

(f) f(u,v) =In 45, gdzie u = xsiny, v = zcosy.

7. Obliczyé¢:
(a) skr, gdzie f(z,y) = we,

(b) %ﬁ;ay’ gdzie f(z,y,2) = In(a® + 2y — 2).

8. Napisaé¢ macierz Jacobiego dla nastepujacych odwzorowan:

(a) flz,y) = (xy? 22 4y, 3zy),
(b) f(z,y) = x'y?,
() f(z,y) = (zy?* 2z + y?, 3zy).

9. Korzystajac z definicji zbadaé¢ rézniczkowalnosé podanych funkcji:

_ O,2 (x,y) = (0,0
@I (“’)‘{ S @y)£0,0)

2+ y?)sin -, : .
) Sy ={ T BT OO punkie (ao.0) = (0,0)
(c) flz,y) = \/m, w punkcie (zg, yo, 20) = (0,0,0),

(d) f(x7y) = :UQ - y2> w punkCie (5307340) (1 _2)7

(e) f(xvy) = \3/@’ w punkCie (xﬂay[)) = (070)7
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10. Napisa¢ réwnanie plaszczyzny stycznej do wykreséw pochodnych funkeji we wskazanych punktach wykre-
SOW:

(a‘) f(l"y) =V 9— ‘T2 - y2) w punkCie (J:anO)ZO) = (\/iu _\/§7 2)7
(b) f(xvy) - my7 w punkCie (x07y07Z0) - (2747 16)7

(C) f(xvy) = :;gig;za w punkCie (xﬂayOaZO) = (7%5 73771)

11. Napisa¢ wzor Tylora z reszta R, dla podanych funkcji w otoczeniu wskazanych punktow, jezeli

(a) f(z,y) =sin®(z +y), (v0,y0) = (m,7), n=2,

(b) f(z,y) = —2® ++2xy +3y* — 62 — 2y — 4, (w0, 90) = (=2,1), n=3,
(¢) f(z,y) =sin(z® +y?), (20,%) = (0,0), n=3,

(d) f(z,y) =sin(z)e?, (zo,y0) = (0,0), n=3.

12. Zbadaé, czy podane funkcje maja ekstrema lokalne:

(a) f(z,y) =22+ (y — ),



) =2zt — 3y,
)=+ (= 1)2+ (y +2)2
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13. Znalez¢ ekstrema lokalne podanych funkcji:

(a) f(z,y) =a® —ay+y? (b) flz,y) =2* + (y — 1)%,

(b) flz,y) = 2z +y*)e”, (d) f(z,y) = 2° + 3zy* — 5la — 24y,
(c) flz,y) =2vy+1+yvo+1, () flz,y) =2+ v Ty, gdzie z,y > 0,
(d) flz,y) =2* = 3zy —y* + 2y — b, (h) f(2,y) = 2% +y° =% = 20y — o,
() f(w,y) =a® —2xy + 2y + 2, () fla,y) = (@ —y)° + (y— 1),

() flx,y,2) =23+ 9% + 22 + 122y + 22, (1) f(z,y,z) = e~ (@ F¥*+22)

14. Wyznaczy¢ najwigksza i najmniejsza warto$é¢ funkcji:

(a
(b

flx,y) =2 —y?> +2 wkole 22 + ¢y <1,
f(x,y) = 223 + 422 + 3% — 22y w obszarze domknietym ograniczonym liniami
— 2 i, —
y=a" 1y =4,
) =23 + 9% — 9ry + 27 w kwadracie 0 <2 <4, 0 <y < 4,
(d) f(x,y) = 2%y —8x —4y w tréjkacie o wierzchotkach (0,0), (0,4), (4,0).

)
)

15. W réwnoramiennym tréjkacie prostokatnym znalezé punkt o tej wlasnosci, ze suma kwadratéw jego odle-
glodci od wierzchotkéw trojkata jest najmniejsza.

16. Wérdd trojkatéw o danym obwodzie 2p znalezé trdjkat o najwiekszym polu.
(wsk. skorzystaé¢ ze wzoru Harona na pole tréjkata.)

17. Na plaszczyznie x 4 2y — 3z = 6 znalezé punkt polozony najblizej poczatku uktadu wspoétrzednych.

18. Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkcji f(z,y) przy danym warunku g(z,y) = 0.

(

(x,y) =2 +9°, gla,y)=x+y—2, >0, y=>0,
(z,y) =2y, g(z,y) =2®+y* -8,

(z,y) =22+ 9%, g(z,y) =2y — 1,
(z,y,2) = x +y+ z przy warunkach zyz = 8,

Yy _
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19. Obliczy¢ pierwsza i drugg pochodng funkcji uwiktanych okreélonych podanymi réwnaniami

(a) y=y(=),
(i) y + arctgy — 23 =0,
(i) ze¥ +ye* —2=0, w 29 =0,
(iii) 22+ 9y +22 —6y+2=0, w 29 = 1,
(b) z = z(z,y),
(i) 23 —3zyz = a>.

20. Znalez¢ ekstrema funkceji uwiklanej okreslonej réwnaniami

(a) y=y(x),
() 22 +ay+y>+r—y—2=0,
(i) 2%+ y3 — 32y =0,
(b) 2= z(z,y),
(i) 22+ 9>+ 22— 22 +2y— 42— 10 =0,
(ii) 2?2+ 9%+ 22 —wz —yz + 20 + 2y + 22 = 2.



Twierdzenie (o funkcji uwiktanej). Niech U bedzie otwartym podzbiorem produktu R" xR™ oraz F': U — R
bedzie funkcja ciagta w U. Jezeli F' spelnia warunki

(1) F(J;O?yO) =0,
(2) jest ciagla w otoczeniu punktu (xg,yo),
(3) ma w otoczeniu punktu (xg,yo) ciaglta pochodna %—5 rézna od zera w punkcie (xo,yo),

to w pewnym otoczeniu punktu x = xy istnieje dokltadnie jedna funkcja y = y(z) ciagla, spelniajaca warunki
yo = f(xp) oraz F(x,y(z)) = 0 dla kazdego z z tego otoczenia.

e Jezeli U C R? F : U — R spelnia w punkcie (z9,yo) warunki (1) — (3) z twierdzenia o funkcji uwiklanej
oraz istnieje pochodna %—5 ciggla w otoczeniu punktu (xg, yp), to funkcja uwiktana y = y(x) ma w pewnym
otoczeniu punktu x = x¢ ciagla pochodna dana wzorem

oF

dy _ o
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° Jezeli U C R? x R, F : U — R spelnia w punkcie (xq,yo, 20) warunki (1) — (3) z twierdzenia o funkcji

uwiklanej oraz w otoczeniu punktu (xg, yo, z0) istnieja ciagte pochodne %—5, %—Z (tzn. funkcja F jest klasy

C' w otoczeniu (z9,%0,20)), to W pewnym otoczeniu punktu (o, o) funkcja uwiktana z = 2(z,y) ma
ma wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu ciagle (tzn. jest klasy C'), przy czym pochodne te
wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:
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