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Funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej. Granica funkcyi

1. W oparciu o definicje Heinego granicy funkcji wykazad, ze

(a) lim 218 =8, () lim FEr =3, (e) lim 255 = 55,
®) Jim, 55 =4 @ lim = 0 i 5 =4

2. Wykazac, ze nie istnieja nastepujace granice:
(@) lim . (©) Jimy (3)7, (©) Jigysin (8) iy [
(b) lim L5, () lim 2=, (f) lim cos 315, (b Jim [a]

3. Korzystajac z definicji Heinego granicy niewlasciwej funkcji wykazac, ze

(a) lim 357_7_1 = 400, (e) lim (V4a?2—x—2zx)= —%,

r—r—+00 r—r+00

(b) lim 2L =, (f) lim (v/1002% — 15z — 10z) = —3,

z—+oo T—5x3 r—+00
(¢) lim (Va2 -3z —Va2+1x) =2, (2) lim m = +o0o,
T—r—00 Iﬁg
e A

4. Obliczy¢ nastepujace granice funkcji:

o 1023 . . >
(a) :UEI-lI—loo 1+9z 2 (f) xggloo (\/.%’ + 2z \/l‘ + 1)7

im 21300 du ] lim (Va8 + 422 +3z+2—z—1
(b) lim S () lim (Va¥+42?+32+2 -2 1),

i 03z 18 (h) lim (Va3 +922+ 5z +1—2+2),
() lim =mise— B

. T— 4

4 lim Qo) Er)E-—) (i)  lim o
(d) L T3 00746 . 7

i () lm 5
(e) 1114{1 (\/302 + 2z — V22 — 2x), T——00

Tr—r+00

5. Zbadac, obliczajac granice jednostronne, czy istnieja nastepujace granice:

o5 o asp :
(a) lim o5—ge (d) lm o e (g) lim zfa],

iy 2z°+62% iy 212 i
(b) Jim, =56 (e) lim 25, (b) Jim 7

. 3_r 2 . _6 R
¢) lim =3, (f) lim Z=¢, (i) lim sgn(z(1 — 22)).

6. Wykazaé, ze nie istnieja granice:

. . 3

(a) xEIJPoo cos , (c) xEIPoo cos z°,

(b) lim sinbz, (d) lim sinz?
T—+00 T——00



7. Obliczy¢ nastepujgce granice:

T it T e 1 el _a?—5r—84
(a) Jim == (d) lim 25585 (&) lim) i rom

: 22 +10z—11 iy _wir—12 3224280432
(b B ern e ras T (€) S a0 () lim, g st iane

sy T0—1 o 284322972 im _4a’425r—21
(c) il—>ml P (f) il_% B_1-6 (i) hm7 523+33z2—14z "

8. Obliczy¢ nastepujace granice:

_x+2 /3r—2— \/g X > _

(@) im, Tt (&) lim 5 s (h) lim (vVa? +4 - ),
b) lim Y22 , ‘ Y 7 Y
((; A (f) lim L2, 0t =7
c) lim z22—=—=— T— T—

2] F26+z-3 . 2\f+3f+5f
(@) Jim 2 (8) lim /=y LS

z——3 Vr+12 —ox r——1 T ’

9. Obliczy¢ nastepujace granice:

Sln(£$)+5tg(ﬂ'x) . sin?(4z—1) . in(5r —22)—1
(a) 1 Jm FR s S (f) il_rg -1 §)) xh_{% %;
4 6
: 2+2—3z3
(b) o, e —setsrza (g) lim ®E-1 (k) lim 2eos(F—a)-1
(C) lim sinsz a—1 1 =7 r—dz ’
T—0 (T 7 h) 1 coszx .
(d) lim sin 1256z ( ) Il_f)llg 2w—m? (1) lim —sm2(3x)ztg2(3x).
70 sin2bz in(25-1) z—0 x
5111(4 ) 1 1' w
(e) iﬂm (i) II_I% T—dz
10. Obliczy¢ nastepujace granice:
ﬂ . In(tg(H5 —2)) o (3-22\ mE=D)
(a) il_r% —1 () mlirri cos(1% —22) (k) ilgll( xx)l @)
3
b) lim & —ez * _ . 1\7z cos?(z)
( ) x_1>m7'r cos(3z)+-cos(5x)’ (g) xEr—sr-loo(l + :p) ) (1) Jljll)% (gii'{> z 7
1— COS(QI) (h) lim (1 + 31')%

(C> 9131~>0 (e37—1) z—07F (m) lim (11x+1)122+1
(d) lim “arcsin(3z) @) i (25524_3 82°+3 70 \ 97+2 ’
2—0 Vat3—V/3’ Vi (20745 ’ (n) lim In(tg(z)+1)

(e) lim Vz+9-3 () lim (9 2:):)’58(%) z—0 sindzC
20 2arctg (@)’ Vona\ s ’
11. Korzystajac z twierdzenia o trzech funkcjach,wykazaé, ze
. L o . In(3*+1)
() lim(z —2)sin ;15 = 0, (@) lim PO o3,
(b) hm VZcos 5 =0, (e) lim(x —7)2[x] = 0,
=7
. 4[z] [Be]+2 _ 3
(C) xllgil-loo 2zx+1 2’ (f) xllH—oo [2e7]+1 7 2
12. Korzystajac z twierdzenia o dwoéch funkcjach wykazaé, ze
1 o . o . _
(a) xli%i 57—z = TO% (b) xgrfm(Q sinz — x) 0.

Analiza matematyczna dla informatykéw, kierunek: Informatyka, I rok SI°~ inz., grupy: 1, 2, 3; rok akademicki 2019/2020



13. W oparciu o definicje Heinego, zbada¢ ciagltos¢ funkcji f w punkcie xg, jesli

sin2z—sin x
T

0

gdy x#0

gdy =0 » 0 =0

) f(x) {395 ady @<3

x* gdy x>3 » 0=

14. Zbada¢ ciaglosé funkcji f; okresli¢ rodzaj punktéw nieciaglosei:

1222 +3) gdy z<1

() f(z)= 6—-5x gdy l<z<3,
r—3 gdy z>3
sin 5x
= = gdy z#0
@)fm)_{ 1 gdy z=0"
sin(2z—1) .
() flo)=1{ 3p¢ B TF5
Sin% gdy x#0
@)ﬂ@{ I gdy z=0"

_ Jeos =5 egdy z>1
(e) f(2) { x + 11 gdy <17

| 4 3271 gdy <1
() f(@) { r+3 gdy x>1"
(g) f(x) =x —[x],

g edy w1
) f(a) { RV

15. Dla jakich wartosci parametréw a,b € R funkcja f jest ciagta w punkcie zq , jesli

sin[(8a*+1)x]
() fo) =] o BWTFO g
1 gdy z=0
Jr+a gdy =<0
o s ={ ST =0,
(14+x)z gdy >0
_ x gdy |z <1 _
© F0)={ oy S ST e,
ar+b gdy x<1
(d) f(z)={ logez gdy l<z<4
arctgﬁ gdy z >4
16. Dana jest funkcja f: R\ {0} — R okreslona wzorem f(z) = 37@;3:_2. Czy mozna
funkcje f okresli¢ w punkcie x = 0 tak, aby stata sie¢ ciaglta w R?
17. Dana jest funkcja okreslona wzorem f(z) = ﬁ.

Czy mozna funkcje f okreslié

w punkcie z = 0 tak, aby stata sie ciagta w zbiorze (—o0, 16]?

lim =22 =1 lim % =1
T—> r—
lim = = lnaa >0 lim €1 =1
z—=0 T z—0 *
lir% W =log,e, a>0,a#1 lir% ln(lg:'x) =1
gf;% e =1 xﬁ)r% eTET
T—> T—
hn}) su;hx —1 111% tg;m -1
T— T—
lir%(l—i—x)%:e lirr%)(p”;) l—a,aeR
T— T—
i aNT _ ,a B I\ _
mlggo(l—l—x) e’,a€R mlgg()(l%—x) e
CIL)—’; gdy k=1
lim apzPtan 1214 dajztao 0 gdy k<l
P U P S e IR PN +00 gdy k>, %’; >0
—o0 gdy k>, ‘Z—f <0
ap 70, by #0

Analiza matematyczna dla informatykow , kierunek: Informatyka, I rok SI°— inz.,

grupy: 1, 2, 3; rok akademicki 2019/2020



