
Zadania z analizy matematycznej
kierunek: Informatyka, specjalno±¢: ISI

I rok SI◦� in»., grupy: 1, 2, 3 ; rok akademicki 2019/2020

Funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej. Granica funkcji

1. W oparciu o de�nicj¦ Heinego granicy funkcji wykaza¢, »e

(a) lim
x→4

x2−16
x−4 = 8,

(b) lim
x→−2

4−x2
x+2 = 4,

(c) lim
x→−1

x+1
x3+1

= 1
3 ,

(d) lim
x→3

x−3
x3−27 = 1

27 ,

(e) lim
x→2

x−2
x4−16 = 1

32 ,

(f) lim
x→1

x4−1
x−1 = 4.

2. Wykaza¢, »e nie istniej¡ nast¦puj¡ce granice:

(a) lim
x→0

1
x ,

(b) lim
x→5

1
x−5 ,

(c) lim
x→1

(
1
3

) 1
x−1 ,

(d) lim
x→0

2
1
x ,

(e) lim
x→0

sin 1
x ,

(f) lim
x→2

cos 1
x−2 ,

(g) lim
x→3

[x],

(h) lim
x→−1

[x].

3. Korzystaj¡c z de�nicji Heinego granicy niewªa±ciwej funkcji wykaza¢, »e

(a) lim
x→+∞

x2

3x+1 = +∞,

(b) lim
x→+∞

2x−1
7−5x3 = 0,

(c) lim
x→−∞

(
√
x2 − 3x−

√
x2 + x) = 2,

(d) lim
x→−∞

(
√
9x2 + 5x−

√
9x2 + 2x) = −1

2 ,

(e) lim
x→+∞

(
√
4x2 − x− 2x) = −1

4 ,

(f) lim
x→+∞

(
√
100x2 − 15x− 10x) = −3

4 ,

(g) lim
x→ 1

5

1
(1−5x)2 = +∞,

(h) lim
x→−7

−3
(x+7)6

= −∞.

4. Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice funkcji:

(a) lim
x→+∞

10x−3
1+9x ,

(b) lim
x→+∞

x4−3x3−2x+1
1+6x4

,

(c) lim
x→−∞

x3−3x2+8
(4−x)(2x+3)(x−2) ,

(d) lim
x→−∞

(1+x)(5x+1)(3−x)
2x3+9x2+6

,

(e) lim
x→+∞

(
√
x2 + 2x−

√
x2 − 2x),

(f) lim
x→−∞

(
√
x2 + 2x−

√
x2 + 1),

(g) lim
x→+∞

( 3
√
x3 + 4x2 + 3x+ 2− x− 1),

(h) lim
x→−∞

( 3
√
x3 + 9x2 + 5x+ 1− x+ 2),

(i) lim
x→+∞

7−x4
5+x ,

(j) lim
x→−∞

10+x−x7
11+2x+x2

.

5. Zbada¢, obliczaj¡c granice jednostronne, czy istniej¡ nast¦puj¡ce granice:

(a) lim
x→5

|x−5|3
x3−5x2 ,

(b) lim
x→−3

2x5+6x4

|x+3|5 ,

(c) lim
x→5

x3−5x2
|x−5|3 ,

(d) lim
x→−3

|x+3|5
2x5+6x4

,

(e) lim
x→2

x+2
x−2 ,

(f) lim
x→−6

x−6
x+6 ,

(g) lim
x→0

x[x],

(h) lim
x→0

[x]
x ,

(i) lim
x→0

sgn(x(1− x2)).

6. Wykaza¢, »e nie istniej¡ granice:

(a) lim
x→+∞

cosx,

(b) lim
x→+∞

sin 5x,

(c) lim
x→−∞

cosx3,

(d) lim
x→−∞

sinx2.
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7. Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice:

(a) lim
x→−1

x4+3x2−4
x+1 ,

(b) lim
x→−11

x2+10x−11
x3+13x2+22x

,

(c) lim
x→1

x10−1
x12−1 ,

(d) lim
x→7

x2−6x−7
x3+x2−56x ,

(e) lim
x→−4

x2+x−12
x3−x2−20x ,

(f) lim
x→2

x3+3x2−9x−2
x3−x−6 ,

(g) lim
x→12

x2−5x−84
x3−14x2+24x

,

(h) lim
x→−8

3x2+28x+32
3x3+28x2+32x

,

(i) lim
x→−7

4x2+25x−21
5x3+33x2−14x .

8. Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice:

(a) lim
x→−2

x+2√
2x2+8+2x

,

(b) lim
x→4

√
x−2

3√x+4−2 ,

(c) lim
x→1

2x−2
3√26+x−3 ,

(d) lim
x→−3

3√x+11−2√
x+12−

√
−3x ,

(e) lim
x→2

√
3x−2−

√
2x

3√x3+19−3
,

(f) lim
x→1

3√x+1− 3√2x
3√x−1 ,

(g) lim
x→−1

2
√
−x−

√
3−x

3√x+1
,

(h) lim
x→+∞

(
√
x2 + 4− x),

(i) lim
x→+∞

√
2x+1−

√
x√

x+2
,

(j) lim
x→+∞

2
√
x+3 3√x+5 5√x√
3x−2+ 3√2x−3 .

9. Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice:

(a) lim
x→1

sin(π
2
x)+5tg(πx)

3−4x−x3 ,

(b) lim
x→−1

2+x−3x3
sin(π

4
x)−5ctg(π

2
x) ,

(c) lim
x→0

sin 8x
7x ,

(d) lim
x→0

sin 125x
sin 25x ,

(e) lim
x→4

sin(4−x)
sin(5x−20) ,

(f) lim
x→ 1

4

sin2(4x−1)
4x−1 ,

(g) lim
x→1

tg(x3−1)
x3−1 ,

(h) lim
x→π

2

cosx
2x−π ,

(i) lim
x→π

4

sin(2x−π
2
)

π−4x ,

(j) lim
x→π

6

sin( 5π
6
−2x)−1

(π−6x)2 ,

(k) lim
x→π

4

2 cos( 7π
12
−x)−1

π−4x ,

(l) lim
x→0

sin2(3x)−tg2(3x)
x4

.

10. Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice:

(a) lim
x→0

e6x−1
ex−1 ,

(b) lim
x→−π

2

eπ−e
π
2 −x

cos(3x)+cos(5x) ,

(c) lim
x→0

1−cos(2x)
(e3x−1)2 ,

(d) lim
x→0

arcsin(3x)√
x+3−

√
3
,

(e) lim
x→0

√
x+9−3

2arctg(x) ,

(f) lim
x→ 2π

3

ln(tg( 11π
12
−x))

cos( 11π
6
−2x) ,

(g) lim
x→+∞

(1 + 1
x)

7x,

(h) lim
x→0+

(1 + 3x)
1
x ,

(i) lim
x→+∞

(
2x2+3
2x2+5

)8x2+3
,

(j) lim
x→3

(
9−2x
3

)tg(πx
6
)
,

(k) lim
x→1

(
3−2x
x

) 1
ln(2−x) ,

(l) lim
x→0

(
12x+7
13x+1

)cos2(x)
,

(m) lim
x→0

(
11x+1
9x+2

) 2
x2+1 ,

(n) lim
x→0

ln(tg(x)+1)
sin 4x .

11. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech funkcjach,wykaza¢, »e

(a) lim
x→2

(x− 2) sin 1
x−2 = 0,

(b) lim
x→0

√
x cos 1

x2
= 0,

(c) lim
x→+∞

4[x]
2x+1 = 2,

(d) lim
x→+∞

ln(3x+1)
ln(4x+1) = log4 3,

(e) lim
x→7

(x− 7)2[x] = 0,

(f) lim
x→+∞

[3ex]+2
[2ex]+1 = 3

2 .

12. Korzystaj¡c z twierdzenia o dwóch funkcjach wykaza¢, »e

(a) lim
x→0+

1
2x−sinx = +∞, (b) lim

x→+∞
(2 sinx− x) = −∞.
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13. W oparciu o de�nicj¦ Heinego, zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji f w punkcie x0, je±li

(a) f(x) =

{
sin2x−sinx

x gdy x 6= 0
0 gdy x = 0

, x0 = 0 (b) f(x) =

{
3x gdy x ≤ 3
x2 gdy x > 3

, x0 = 3.

14. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji f ; okre±li¢ rodzaj punktów nieci¡gªo±ci:

(a) f(x) =


1
5(2x

2 + 3) gdy x ≤ 1
6− 5x gdy 1 < x < 3
x− 3 gdy x ≥ 3

,

(b) f(x) =

{
sin 5x
x gdy x 6= 0
1 gdy x = 0

,

(c) f(x) =

{
sin(2x−1)

3−6x gdy x 6= 1
2

1
3 gdy x = 1

2

,

(d) f(x) =

{
sin 1

x gdy x 6= 0
1 gdy x = 0

,

(e) f(x) =

{
cos 1

x−1 gdy x > 1

x+ 1 gdy x ≤ 1
,

(f) f(x) =

{
4 · 3x−1 gdy x ≤ 1
x+ 3 gdy x > 1

,

(g) f(x) = x− [x],

(h) f(x) =

{
x3−x2
|x−1| gdy x 6= 1

1 gdy x = 1
.

15. Dla jakich warto±ci parametrów a, b ∈ R funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0 , je±li

(a) f(x) =

{
sin[(8a4+1)x]
(2a4+1)x

gdy x 6= 0

1 gdy x = 0
, x0 = 0,

(b) f(x) =

{
3
√
x+ a gdy x ≤ 0

(1 + x)
1
x gdy x > 0

, x0 = 0,

(c) f(x) =

{
x gdy |x| ≤ 1

x2 + ax+ b gdy |x| > 1
, x0 ∈ {1,−1},

(d) f(x) =


ax+ b gdy x < 1
loga x gdy 1 ≤ x ≤ 4
π

arctg 1
x−4

gdy x > 4
.

16. Dana jest funkcja f : R \ {0} → R okre±lona wzorem f(x) =
3√8+x−2

x . Czy mo»na

funkcj¦ f okre±li¢ w punkcie x = 0 tak, aby staªa si¦ ci¡gªa w R?

17. Dana jest funkcja okre±lona wzorem f(x) = x√
16−x−4 . Czy mo»na funkcj¦ f okre±li¢

w punkcie x = 0 tak, aby staªa si¦ ci¡gªa w zbiorze (−∞, 16]?

lim
x→0

sinx
x = 1 lim

x→0

tgx
x = 1

lim
x→0

ax−1
x = ln a a > 0 lim

x→0

ex−1
x = 1

lim
x→0

loga(1+x)
x = logae, a > 0, a 6= 1 lim

x→0

ln(1+x)
x = 1

lim
x→0

arcsinx
x = 1 lim

x→0

arctgx
x = 1

lim
x→0

sinhx
x = 1 lim

x→0

tghx
x = 1

lim
x→0

(1 + x)
1
x = e lim

x→0

(1+x)a−1
x = a, a ∈ R

lim
x→∞

(1 + a
x)
x = ea, a ∈ R lim

x→∞
(1 + 1

x)
x = e

lim
x→+∞

akx
k+ak−1x

k−1+...+a1x+a0
blxl+bl−1xl−1+...+b1x+b0

=


ak
bl

gdy k = l

0 gdy k < l
+∞ gdy k > l, akbl > 0

−∞ gdy k > l, akbl < 0

ak 6= 0, bl 6= 0
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