
Zadania z analizy matematycznej
kierunek: Informatyka, specjalno±¢: ISI

I rok SI◦� in»., grupy: 1, 2, 3 ; rok akademicki 2019/2020

Ci¡gi i szeregi niesko«czone

1. Znale¹¢ pi¦¢ pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu (an)n∈N , którego wyraz ogólny dany jest wzorem:

a) an = n+1
n+4 , b) an = (−1)n

n+2 , c) an = 5n−3
2n , d) an = n!+1

n2+2n
.

2. W oparciu o warto±ci kilku pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu (an)n∈N , poda¢ jedn¡ z mo»liwych postaci jego

wyrazu ogólnego:

(a) −1, 4, 9, 14, (b) 3,−6
√
2, 24,−48

√
2, (c) 1

4 ,
2
7 ,

6
10 ,

24
13 ,

120
16 ,

(d) 1, 12 , 2,
1
3 , 3,

1
4 , (e) 0.5, 0.55, 0.555, 0.5555.

3. Dany jest ci¡g o wyrazie ogólnym an. Poda¢ wzory, okre±laj¡ce wskazane wyrazy tego ci¡gu, je±li

(a) an = n
√
n+ 1, a10, (b) an = (n!)n+1, a5, (c) an = nn

n! , a7,

(d) an = 4n + 4n+1 + . . .+ 42n, a3, (e) an = (−n)n, a4, (f) an =

 n+ 2
n

+

 n+ 1
n


 n+ 1

n− 1

 , a5.

4. W oparciu o de�nicje granicy wªa±ciwej i granic niewªa±ciwych, uzasadni¢, »e:

a) lim
n→∞

1
n = 0, b) lim

n→∞
n+1
n = 1, c) lim

n→∞
2n+5
n = 2, d) lim

n→∞
(2n− 1) = +∞, e) lim

n→∞
(1− n2) = −∞.

5. Obliczy¢ lim
n→∞

an, je±li

(a) an = −4n2+5n−7
2n2+6n−1 ,

(b) an = (
√
n+3)2

2n+5 ,

(c) an = (3n−1)(n+4)
(2n+5)(4n−3) ,

(d) an = n3−3n2+7
( 1
2
n+1)3

,

(e) an = (2n2+3)2

n4−9 ,

(f) an = (1−3n5−2n)
2,

(g) an =
√

(2+7n)2

(1−3n)2 ,

(h) an = 5·8n+1
3·8n−4 ,

(i) an = 1−2·7n
7n+1+3

,

(j) an = 2·6n+2·4n
7·4n+6n+1 ,

(k) an = 5n−n2+7
1−6n ,

(l) an = 27−n3

2n+n4 ,

(m) an = (3−n)2+(3+n)2

(3−n)2−(3+n)2 ,

(n) an = 8n3−2n
(n+1)4−(n−1)4 ,

(o) an = (3n+2)2−(2n−1)3
3n3+(2n+1)2

,

(p) an = (n+2)(4n−3)(7−10n)
5n3 .

6. Obliczy¢ lim
n→∞

an, je±li

(a) an =
3√n2+4
3n ,

(b) an = 6n3−
√
n5+1√

6n6+5−n ,

(c) an =
3√2n6+1−3n2

n−
√
5n4−1 ,

(d) an =
√
n+ 2−

√
n,

(e) an = n−
√
n2 + 7n+ 1,

(f) an =
√
n2 + 4n+ 1−

√
n2 + 2n,

(g) an =
√
n(
√
2n+ 3−

√
2n− 2),

(h) an = 3
√
n(

3
√
n2 − 3

√
n(n− 1)).

7. Korzystaj¡c z de�nicji liczby e oraz twierdzenia o granicy podci¡gu, obliczy¢ granice nast¦puj¡cych ci¡gów:

(a) an =
(
1 + 6

n

)n
,

(b) an =
(
1 + 1

3n

)n
,

(c) an =
(
1− 1

n

)n
,

(d) an =
(

n
n+1

)n+1
,

(e) an =
(
n+4
n

)n+2
,

(f) an =
(
n+5
n+2

)n
,

(g) an =
(
3n+7
3n+1

)n−2
,

(h) an =
(

13n+3
13n−10

)n−3
,

(i) an =
(
n2+1
n2

)2n2

,

(j) an =
(
n+9
n

)n+2
,

(k) an =
(
n3+2
n3−2

)3n−n3

,

(l) an =
(

3n2−6n+7
3n2+20n−1

)−n+1
,

(m) an =
(
1 + 1

6n2+5

)n
.
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8. Korzystaj¡c z twierdzenia o trzech ci¡gach, wyznaczy¢ granic¦ ci¡gu (an)n∈N :

(a) an = n
√
2n + 4n + 6n,

(b) an = n
√
5n+ sinn,

(c) an = cosn
n ,

(d) an = n

√
1
n + 6n,

(e) an = n

√
1
5n + 1

7n ,

(f) an = n( 1
n2+1

+ 1
n2+2

+ . . .+ 1
n2+n

),

(g) an = n
√
n2 + n · 2n,

(h) an = 2n(
√
n2 + 1− n),

(i) an = n
√
5n + (−1)n ,

(j) an = n

√
n3+cos(n!)

n2 .

9. Wykaza¢, »e ci¡g (an)n∈N nie ma granicy

(a) an = (−1)n,
(b) an = n(−1)n+1,

(c) an = cos(nπ2 ),

(d) an = n[1− (−1)n],

(e) an =
(
1 + 1

n

)n(−1)n
,

(f) an = (1 + (−1)n) + n
n+5 .

10. Je±li ∀n∈N , an > 0 oraz lim
n→∞

an+1

an
= a < 1, to lim

n→∞
an = 0.

Je±li ∀n∈N , an > 0 oraz lim
n→∞

an+1

an
= a > 1, to lim

n→∞
an = +∞.

Korzystaj¡c z powy»szych stwierdze«, oblicz granic¦ ci¡gu (an)n∈N :

(a) an = 3n

n! ,

(b) an = 10n

n6 ,

(c) an = n2

an , a > 1,

(d) an = an

n , a > 1,

(e) an = n+n2

5n+10n .

11. Je±li ∀n∈N , an > 0 oraz lim
n→∞

an+1

an
= a, to lim

n→∞
n
√
an = a.

Korzystaj¡c z powy»szego stwierdzenia, obliczy¢ lim
n→∞

an, je±li

a) an = n
√
n! , b) an =

n√
n!
n .

12. Korzystaj¡c z twierdzenia o ci¡gu monotonicznym i ograniczonym, wykaza¢ zbie»no±¢ ci¡gu (an)n∈N :

a) an = (n!)2

(2n)! , b) an = n3

10n , c) an = n2

4n+1 .

Obliczy¢ lim
n→∞

an.

13. Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu okre±lonego rekurencyjnie:

(a) a1 =
√
2, an+1 =

√
2an, n ∈ N ,

(b) a1 =
√
2, an+1 =

√
2 + an, n ∈ N ,

(c) a1 = 3, an+1 =
√
an +

1
n , n ∈ N .

14. Obliczy¢ lim
n→∞

an, je±li

(a) an = 1+2+3+...+n
n−n2+3

,

(b) an = 4·3n+1+2·4n
5·2n+4n+2 ,

(c) an = (n+2)!+(n+1)!
(n+2)!−(n+1)! ,

(d) an = 1−2+3−4+...−2n√
n2+1

,

(e) an = 1
1·2 + 1

2·3 + . . . 1
n(n+1) ,

(f) an = 1
3·5 + 1

5·7 + . . . 1
(2n+1)(2n+3) .
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15. Poda¢ de�nicje ci¡gu sum cz¦±ciowych szeregu
∞∑
n=1

an i sumy tego szeregu. Wyznaczy¢ ci¡g sum cz¦±cio-

wych danego poni»ej szeregu i zbada¢ jego zbie»no±¢, je±li:

(a)
∞∑
n=1

1
n(n+1) ,

(b)
∞∑
n=1

1
(2n+1)(2n+3) ,

(c)
∞∑
n=1

1
(4n−3)(4n+1) ,

(d)
∞∑
n=1

1
(5n−2)(5n+3) ,

(e)
∞∑
n=1

n
(2n−1)2(2n+1)2

,

(f)
∞∑
n=1

qn, |q| < 1,

(g)
∞∑
n=1

1+3n

6n ,

(h)
∞∑
n=1

2n+4n

8n ,

(i)
∞∑
n=1

1+2n+5n

10n ,

(j)
∞∑
n=1

ln(1 + 1
n),

(k)
∞∑
n=1

(−1)n,

(l)
∞∑
n=1

( n+1
√
2− n
√
2),

(m)
∞∑
n=1

( n+2
√
5− n+3

√
5).

16. Wyznaczy¢ szereg i jego sum¦, je±li ci¡g (Sn)n∈N sum cz¦±ciowych tego szeregu okre±lony jest wzorem:

a) Sn = n+2
n , b) Sn = 2n−1

2n , c) Sn = (−1)n
n .

17. Przedstawi¢ w postaci uªamka zwykªego liczb¦ o nast¦puj¡cym zapisie dziesi¦tnym:

a) 0, 3(5), b) 4, (123), c) 10, 1(25).

18. Dany jest ci¡g (an)n∈N . Znale¹¢ szereg, dla którego (an)n∈N jest ci¡giem sum cz¦±ciowych.

19. Dane s¡ nast¦puj¡ce szeregi rozbie»ne:
∞∑
n=1

sin
(

n+1
2n2+3

)
,

∞∑
n=1

n2(
√
n3 + 1−

√
n3 − 1). Rozbie»no±¢ któ-

rego spo±ród danych szeregów mo»na uzasadni¢ w oparciu o warunek konieczny zbie»no±ci szeregu?

20. Korzystaj¡c z kryterium porównawczego zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

a)
∞∑
n=1

1
n
√
n+1

, b)
∞∑
n=1

2n−1
5n2+2

, c)
∞∑
n=1

√
ln n4+1

n4 , d)
∞∑
n=1

1

n1+ 1
n
.

21. Korzystaj¡c z kryterium d'Alemberta zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

a)
∞∑
n=1

(2n)!
(n!)25n

, b)
∞∑
n=1

n!
πn , c)

∞∑
n=1

2nn!
nn .

22. Korzystaj¡c z kryterium Cauchy'ego zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

a)
∞∑
n=1

(
n
n+1

)n(n+1)
, b)

∞∑
n=1

n3

10n , c)
∞∑
n=1

5nn5

3n+4n .

23. Zbada¢ zbie»no±¢ poni»szych szeregów. W przypadku szeregów zbie»nych, ustali¢ czy szeregi te s¡ zbie»ne

bezwzgl¦dnie, czy zbie»ne warunkowo.

(a)
∞∑
n=1

(−1)n
√
n

n+1 ,

(b)
∞∑
n=1

(−1)n+1

(1+ 1
n
)n
,

(c)
∞∑
n=1

(−1)nn
n2+1

,

(d)
∞∑
n=2

(−1)n
n2+(−1)n ,

(e)
∞∑
n=2

(−1)
n(n−1)

2

(
2n+3
4n+5

)n
.
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24. Zbada¢ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

(a)
∞∑
n=1

4n

n! ,

(b)
∞∑
n=1

(2n)!
(n!)2

,

(c)
∞∑
n=1

2nn!
nn ,

(d)
∞∑
n=1

nn

πnn! ,

(e)
∞∑
n=1

n74n

3n ,

(f)
∞∑
n=1

(
n+1
n

)3n
,

(g)
∞∑
n=1

n1+ 1
n

(2n+ 1
n
)n
,

(h)
∞∑
n=1

(
n2+1

n2+n+1

)n2

,

(i)
∞∑
n=1

n+3
3n4−2 ,

(j)
∞∑
n=1

n
n2+2

,

(k)
∞∑
n=2

(2n−3)!
(2n−2)! ,

(l)
∞∑
n=1

7+(−1)n
3√n ,

(m)
∞∑
n=1

cos 1
n2 sin

1
n3 ,

(n)
∞∑
n=2

1
lnn ,

(o)
∞∑
n=1

1
n(1+ 1

n)
n ,

(p)
∞∑
n=2

(2n−3)!!
(2n−2)!! ,

(q)
∞∑
n=1

sin 1
3n ,

(r)
∞∑
n=1

n(2+(−1)n)
4n ,

(s)
∞∑
n=1

sin(n2√n)
n2
√
n

,

(t)
∞∑
n=1

(−2)n(n!)2 sin 1
n

n2n−1 ,

(u)
∞∑
n=1

2−3n
5n

(
n+2
n+3

)n2

,

(v)
∞∑
n=1

(2n+1)(−1)n
2n ,

(w)
∞∑
n=1

(−1)n+1

n ,

(x)
∞∑
n=1

(−1)n
ln(n+1) .

25. Wykaza¢, »e je±li a > 1 i p ∈ Z, to lim
n→∞

np

an = 0.

26. Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu (an)n∈N , gdzie an = sin 1
1·2 + sin 2

2·3 + sin 6
3·4 + . . .+ sinn!

n(n+1) .

27. Zbada¢ ograniczono±¢ ci¡gu (an)n∈N , gdzie an = 1
2 + 2

4 + 6
8 + . . .+ n!

2n .

28. Obliczy¢
∞∑
n=1

n
2n oraz

∞∑
n=1

n2

2n .

29. W oparciu o kryteria zbie»no±ci szeregów sprawdzi¢, czy:

a) lim
n→∞

√
n sin2 1

n = 0, b) lim
n→∞

(n!)2

2n2 = 0, c) lim
n→∞

((
n
n+1

)n2

2n
)

= 0.

30. Wykaza¢, »e je±li szereg
∞∑
n=1

an o wyrazach nieujemnych jest zbie»ny oraz 0 ≤ bn ≤M < +∞ dla n ∈ N ,

to szereg
∞∑
n=1

anbn jest zbie»ny.

31. Wykaza¢, »e je±li szeregi
∞∑
n=1

an
2,
∞∑
n=1

bn
2 s¡ zbie»ne, to szereg

∞∑
n=1

anbn jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.

32. Wykaza¢, »e je±li szereg
∞∑
n=1

an jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, to szereg
∞∑
n=1

n+1
n an jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.

33. Czy je±li szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny, to szereg
∞∑
n=1

(−1)nan jest równie» zbie»ny?
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