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Ciqgi 1 szeregi nieskornczone

1. Znalezé pie¢ poczatkowych wyrazow ciagu (ap)nen, ktorego wyraz ogblny dany jest wzorem:

Sn—3
2n )

n!+1

—1)n
a) an = ot b) a, = Cl nZ42n"

n+4 7’ n+2

d) a, =

c) ap =

2. W oparciu o wartosci kilku poczatkowych wyrazow ciagu (a,)nen, poda¢ jedna z mozliwych postaci jego

wyrazu ogblnego:

(a) —=1,4,9,14,  (b) 3,—6v/2,24,—48v2,  (c) 1,2, 5 23 120
(d) 1,5,2,%,3,1, (e) 0.5,0.55,0.555, 0.5555.

3. Dany jest ciag o wyrazie ogdélnym a,. Podaé¢ wzory, okreslajqce wskazane wyrazy tego ciagu, jesli

(@) an = ¥n+1, aro, (b) an = (n!)"*, as, (c) an = 2y, ar,
<n+2> (n+1>
no )T\
(d) ap =4" +4"H 4. 4+ 4% g (e) an = (—n)", ag, (f) an = , as.
n+1
n—1 )

4. W oparciu o definicje granicy wtasciwej i granic niewtasciwych, uzasadnié, ze:

. 1 _ . ntl _ . 2n+5 _ . . _ . a2y —
a) nh_)n;o ~=0, b) nh_}rgo T 1, ¢ nh_}rrolo e =2, d) nh_g;(?n 1) =400, €) nh_g)lo(l n°) 00.
5. Obliczy¢ lim ayn, jesli
n—oo
—4n?45n— _ 3
(a’) an = %7 (f) an = (é_gZ)Qa (1) an = §Z+Z47
2 _/(2+n)? —n)? 2
(b) an = G (8) an = \/ it (m) an = (= 5y
__ 58"+1
() an = s PRI ) () o0 = G
(d) n3—3n2+47 (1) an = 71n_+21.137 (3n42)2— (2n—1)°
TG () an = Ziegee (0) an = iz
2 2 — —
(e) ap = (2244:3) 7 (k) an 5n1_j%2;—77 (p) L= (n+2)(4n5n§)(7 10n).

6. Obliczy¢ lim ay,, jesli
n—

(a) a, = 3”;;“, () an=n—Vn?2+Tn+1,

7"L37 n
(b) an:(i/WS:j, (f) an=vVn2+4n+1—+vn2+2n
(c) @y = V2nTHL on® (g) an = Vr(v2n +3 — V21— 2),
(@) an = VAF2— Vi, (h) @ = (Y — Yaln=T)).

7. Korzystajac z definicji liczby e oraz twierdzenia o granicy podciagu, obliczy¢ granice nastepujacych ciagdw:

(a) an = (1+ gl)”; (0) an = (23)") (G) an = (=2)"*,
DI e e
(d) ap = (nLH)nH7 (h) an = <113?ﬁ130>n 3’ - (33;32;2602”1) "*17
(©) an = (224" 0 an= (22)" o= (4 gts)"



8. Korzystajac z twierdzenia o trzech ciagach, wyznaczy¢ granice ciagu (an)nen:
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) an=n(zq + s+ + )
(b) a, = V/5n + sinn, (g) an = Vn?+n-27,
(c) ap = <=0 (h) ap =2n(vn?+1—n),

(i) an = 3/5" + (=1)",

(1)

n [ n3+cos(n!)

a =
n n2

9. Wykazaé, ze ciag (ap)nen nie ma granicy
an = (_1)n’ (e) Ay = (]_ + l)n(il)n’
an = n(-D"+L

an = cos(n). (1) an = (14 (~1)") + 125,
an = 1 — (~1)",

10. Jesli Vypen,an > 0 oraz lim 2t =q < 1, to lim a, = 0.
n—oo 9dn n—00

Jesli Vnen, an > 0 oraz lim “=*L =q > 1, to lim a, = +o0.
n—00 n—o00
Korzystajac z powyzszych stwierdzen, oblicz granice ciagu (an)nen:

n 2 2
(a) an:%, (¢) an =%, a>1, (e) an:%
(b) an = 4, (d) an="2%, a>1,

7 . a .
11. Jesli Vypen,an > 0 oraz lim 2t =g, to lim #/a, = a.
eN> a )
n—oo n n—00

Korzystajac z powyzszego stwierdzenia, obliczyé lim ay, jesli
n—oo

a) a, = V/n!, b)an:n—m.

n

12. Korzystajac z twierdzenia o ciagu monotonicznym i ograniczonym, wykazaé¢ zbieznosé ciagu (an)nen:
! 3 2
a)an:%, b) an = {gw,  ©) an = parr-
Obliczy¢ lim ay.
n—oo
13. Zbadac¢ zbieznosé ciagu okreslonego rekurencyjnie:

(a) a1 =2, any1 = 2a,, n €N,
(b) al:\/i ant1 =2+ an, n €N,

(C> a; =3, any1 = \/an‘}'%, n € N.

14. Obliczy¢ lim ay, jesli
n—o0

1424344 _ 1-243—4+..-2
(a) an = n—n2+3 ", (d) a, = VnZil .,
1 1
_ astiag (€) an= 1yt oyt ..
(b) an = Tz 127 23 " n(n+1)’
Ly 1
(f) an =35+ 57+ - @n+1)(2n+3)

n+2)!+(n+1)!
(©) an = Gy Gr
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15. Poda¢ definicje ciagu sum czesciowych szeregu > a, 1 sumy tego szeregu. Wyznaczy¢ ciag sum czescio-
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wych danego ponizej szeregu i zbadaé jego zbieznosé, jesli:
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Wyznaczy¢ szereg i jego sume, jesli ciag (Sy,)nen sum czesciowych tego szeregu okreslony jest wzorem:

a) S, = 12

n

b) S, =

c) Sp = G

n

Przedstawi¢ w postaci utamka zwyklego liczbe o nastepujacym zapisie dziesietnym:

a) 0,3(5), b)4,(123),

c) 10,1(25).

Dany jest ciag (an)nen. Znalezé szereg, dla ktorego (an)nen jest ciagiem sum czesciowych.

n+1

[e.e]
Dane sa nastepujace szeregi rozbiezne: 21 sin <2n2 +3>,
=

oo
S n2(v/n3 +1—+v/n3 —1). Rozbieznosé kto-

n=1

rego sposrod danych szeregéw mozna uzasadni¢ w oparciu o warunek konieczny zbieznosci szeregu?

Korzystamc zZ kryterlum porownawczego zbada¢ zbieznosé nastquchych szeregow:

a) nzz:ln :H—l’ ) E

)E )

1
Z 1+% b

n=1"n

Korzystajac z kryterium d’Alemberta zbadaé¢ zbieznoéé nastepujacych szeregow:

2) X s ) LB

2" n!
nn

n=1

Korzystajac z kryterium Cauchy’ego zbadaé¢ zbieznosé nastepujacych szeregbow:

03 ()"

n=1

< 5™nd
c) -

n=1

Zbhadaé zbieznosdé ponizszych szeregéw. W przypadku szeregéw zbieznych, ustalié¢ czy szeregi te sa zbiezne

bezwzglednie, czy zbiezne warunkowo.

<>§1 vy
(b)

1)n+1
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n=1
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Zbadaé zbieznos¢ nastepujacych szeregdw:

o 47 NN n+3 S 1
(a‘> ngl o (1) ngl 324,27 (q) nzz:l Si 3n
X (2n)! RS S~ n(2+(=1)")
(b> nzz:l En?))% (J) nzl nQLH’ (r) nzzzl : o ’
oo
2"n! X (2n—3) sin(n?y/n)
© % T, () 3 e () X Zan
X n S 1\n X (=2)"(n!)? sin &
(d) ) 7r77l‘n" (1) Z 7+(3\/E1) y (t) nzl n2n—1 )
n= n=1 -
Tpn 0 s 2—3n n+2 n?
(e) B (m) cos 3 sin -, (u) nz_:l 5n \n+3) >
n=1 n=1 B
e o S~ (2n+1)(=1)"
(f) 21 (=)™, (n) 3 lnln7 ) nz::1 2
n= n=
0 n+1
Sk S (w) ¥ =
n 1 n ’
(g) ngl (2n+%)n ’ (O) nzz:l n(l-l—%)n ’ n=1
S : 0 3 ik
2 n X (2n—3)!! X
(h) nzz:l (nng:Jlrl) ) (p) 22 ggz_quy n—1 In(n+1)
Wykazaé, ze jedlia > 1ip € Z, to nh_)ngo Z—z = 0.
Zbadac¢ zbieznosé ciagu (an)nen, gdzie a, = Sil 4 Sn2 4 snb b(fllﬂ)

. . P . _ 1 2 6 n!
Zbada¢ ograniczono$c¢ ciagu (an)nen, gdzie a, = 5+ 7+ g+ ...+ 5.
oo o 9
Obliczy¢ Y 5% oraz ) 4.
n=1 n=1

W oparciu o kryteria zbieznodci szeregéw sprawdzié, czy:

2
: 21 (n!)? " _
a) nh_)rrolo\/ﬁsm - =0, 0 ((nil) 2") = 0.

5 = 07 C) lim

b) lim
n—oo 2" n—

oo
Wykazaé, ze jesli szereg > a, o wyrazach nieujemnych jest zbiezny oraz 0 < b, < M < +oo dlan € N,

n=1
oo
to szereg > anby, jest zbiezny.
n=1
o [e.e] o0
Wykazaé, ze jesli szeregi 3 an?, . b,? s zbiesne, to szereg 3 anb, jest bezwzglednie zbiesny.
n=1 n=1 n=1
o0 o
Wykazaé, ze jesli szereg > a, jest bezwzglednie zbiezny, to szereg ”Tﬂan jest bezwzglednie zbiezny.
n=1 n=1

[e.e]
> (=1)"a, jest rowniez zbiezny?

[e.e]
Czy jesli szereg Y ay jest zbiezny, to szereg
n=1 n=1
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