
Równanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (x0, f(x0)) :

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)

Pole |D| obszaru pªaskiego D ograniczonego wykresami
funkcji ci¡gªych f1 oraz f2 w przedziale [a, b]
oraz prostymi o równaniach x = a oraz x = b:

|D| =
b∫

a

|f1(x)− f2(x)| dx

Dªugo±¢ |Γf | ªuku Γf , wyznaczonego przez
wykres funkcji f , f ∈ C1[a, b], w przedziale [a, b],

o pocz¡tku (a, f(a)) i ko«cu (b, f(b)):

|Γf | =
b∫

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx

Obj¦to±¢ |V | bryªy obrotowej V uzyskanej w wyniku obrotu wokóª osi OX
trapezu krzywoliniowego, wyznaczonego przez wykres funkcji f

w przedziale [a, b], proste x = a, x = b oraz o± OX:

|V | = π

b∫
a

f 2(x) dx

Pole S powierzchni obrotowej uzyskanej w wyniku obrotu wokóª osi OX
trapezu krzywoliniowego, wyznaczonego przez wykres funkcji f

w przedziale [a, b], proste x = a, x = b oraz o± OX:

S = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2 dx

Caªkowanie przez cz¦±ci. Je±li g, h ∈ C1[a, b], to

b∫
a

g(x)h′(x) dx = [g(x)h(x)]ba −
b∫

a

g′(x)h(x) dx
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Caªkowanie przez podstawienie. Je±li f ∈ C[a, b],
h : [α, β]→ [a, b], h ∈ C1[α, β],

h(α) = a, h(β) = b, to

b∫
a

f(x) dx =

β∫
α

f(h(t))h′(t) dt

Warto±¢ ±rednia ysr funkcji f ∈ C[a, b] w przedziale [a, b]:

ysr =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx

Gradient gradf(x0, y0) funkcji f w punkcie (x0, y0):

gradf(x0, y0) =

[
∂f

∂x
(x0, y0),

∂f

∂y
(x0, y0)

]
Gradient gradf(x0, y0, z0) funkcji f w punkcie (x0, y0, z0):

gradf(x0, y0, z0) =

[
∂f

∂x
(x0, y0, z0),

∂f

∂y
(x0, y0, z0),

∂f

∂z
(x0, y0, z0)

]
Pochodna kierunkowa df

dh(x0, y0) funkcji f
w punkcie (x0, y0), w kierunku wektora h = [h1, h2] ∈ R2:

df

dh
(x0, y0) = gradf(x0, y0) ◦ h

df

dh
(x0, y0) =

∂f

∂x
(x0, y0)h1 +

∂f

∂y
(x0, y0)h2

Pochodna kierunkowa df
dh(x0, y0, z0) funkcji f

w punkcie (x0, y0, z0), w kierunku wektora h = [h1, h2, h3] ∈ R3:

df

dh
(x0, y0, z0) = gradf(x0, y0, z0) ◦ h

df

dh
(x0, y0, z0) =

∂f

∂x
(x0, y0, z0)h1 +

∂f

∂y
(x0, y0, z0)h2 +

∂f

∂z
(x0, y0, z0)h3

2



Ró»niczka df(x0, y0)(h1, h2) funkcji f
w punkcie (x0, y0), odpowiadaj¡ca wektorowi (przyrostów) h = [h1, h2] ∈ R2:

df(x0, y0)(h1, h2) =
∂f

∂x
(x0, y0)h1 +

∂f

∂y
(x0, y0)h2

Ró»niczka df(x0, y0, z0)(h1, h2, h3) funkcji f
w punkcie (x0, y0, z0), odpowiadaj¡ca wektorowi (przyrostów) h = [h1, h2, h3] ∈ R3:

df(x0, y0, z0)(h1, h2, h3) =
∂f

∂x
(x0, y0, z0)h1 +

∂f

∂y
(x0, y0, z0)h2 +

∂f

∂z
(x0, y0, z0)h3
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