Funkcje jednej zmiennej. Granica, ciaggtosc.

opracowala Grazyna Ciecierska

1 Granica funkcji

Definicja. Niech zg € R, » > 0. Otoczeniem punktu xy o promieniu r nazywamy
przedzial (zg — r,xo + r). Otoczeniem prawostronnym punktu zp o promieniu r
nazywamy przedzial [z, 29+ 7). Otoczeniem lewostronnym punktu zp o promieniu
r nazywamy przedzial (xog — r, zg.

Oznaczenie. U(xg,r)— otoczenie punktu xg o promieniu r, Ui (xg,7)- otoczenie pra-
wostronne punktu xg o promieniu r, U_(xg, 7)— otoczenie lewostronne punktu xg o promie-
niu r

Definicja. Niech xg € R, r > 0. Sasiedztwem punktu xy o promieniu r nazywamy
zbior (xo — r,x0) U (20, o + ). Sasiedztwem prawostronnym punktu z; o promie-
niu r nazywamy przedzial (xg,x9 + r). Sasiedztwem lewostronnym punktu z; o
promieniu r nazywamy przedzial (zg — 7, z).

Oznaczenie. S(xg,7)— sasiedztwo punktu zo o promieniu r, S;(xg,r)- sasiedztwo pra-
wostronne punktu xg o promieniu r, S_(xg, r)— sasiedztwo lewostronne punktu xy o promie-
niu r

Oznaczenie. U(—o0,r) = (—o0,r), U(+00,7) = (r,+00), 1 € R

Definicja. Niech X C R. Punkt zg nazywamy punktem skupienia zbioru X, jesli w
dowolnym sasiedztwie punktu x¢ znajduje sie przynajmniej jeden punkt zbioru X.

Twierdzenie. Punkt xo jest punktem skupienia zbioru X C R, jesli istnieje ciag (Tn)nen
taki, ze v, € X, x, # x9, n € N, oraz lim z, = xg.

n—oo
Przyklad. Punkt 2 jest punktem skupienia zbioru X = {(1+ (—=1)")%t : n € N}; punkt
0 jest punktem skupienia zbioru X = (0, 1).

Definicja (Heine). Liczbe g € R nazywamy granica funkeji f: X - R, X C R, w
punkcie xq, jesli zg jest punktem skupienia zbioru X oraz

f(xn) = g)]

V(«'Bn)neNz T, € X, zy 7£ Zo, [(nh—{go Tn = -1'0) = (nh—{go

Oznaczenie. lim f(x) = g — g jest granica funkcji f w punkcie zg
Tr—xQ

x2—4
z—2 "

Przyktad. Wyznaczy¢ lim
—_— T2

Przyklad. Wykazac, ze lim (32 — 7) = 8.
— r—5
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Twierdzenie. Jesli

e 3(Tpn)nen, Tn # o, nh_g)loxn = Xo, n11—>120 f(zn) =g,

i El(x{n)n'ENa x/n 7& Zo, lim x'ln = Xy, lim f(x/n) = gl7
n—00 n—00

*9#d,
to nie istnieje lim f(x).
T—T0
-1 dla <0
Przyktad. lim sgnx, gdzie sgnz = 0 dla x =0 , nie istnieje.
—— 10
1 dla z>0

Definicja (Heine). Liczbe g € R nazywamy granica lewostronna funkcji f : X — R,
X C R, w punkcie zg, jesli S_(zo,7) C X dla pewnego r > 0 oraz

V(zp)nen, Tn € X, T, < g, [( ILm Tn = x0) = ( le f(zn) =9)].

Oznaczenie. lim f(x) = g — g jest granica lewostronna funkcji f w punkcie xg
T—=Ty

Definicja (Heine). Liczbe g € R nazywamy granica prawostronna funkcji f : X — R,
X C R, w punkcie zg, jesli Sy(xo,7) C X dla pewnego r > 0 oraz

V(zp)nen, Tn € X, x5 > g, [( ILm Ty =x0) = ( le f(zn) =9)].

Oznaczenie. lim+ f(x) = g — g jest granica prawostronng funkcji f w punkcie xg
I‘)ﬁo

Przyklad. lim(3z —7) = 8.
—— 255

Definicja (Heine). Funkcja f : X — R, X C R ma w punkcie z( granice niewlasciwa
+oo jesli dla kazdego ciagu (z,)nen zbieznego do xg o wyrazach nalezacych do pewnego
sasiedztwa S(xo,7) C X, ciag (f(xn))nen jest rozbiezny do +oo, tzn.

V(zn)nen, tn € X, Ty # xo, [( im 2, = z9) = (lim f(z,) = +00)].
n—o0 n—oo
Oznaczenie. lim f(x) =400 400 jest granica niewtasciwa funkeji f w punkcie zg
Tr—IQ

. 1 _
Przyktad. i;rrg)) @3z = 400

Definicja (Heine). Funkcja f: X — R, X C R ma w punkcie zp granice niewlasciwa
—oo jesli dla kazdego ciagu (x,)nen zbieznego do xy o wyrazach nalezacych do pewnego
sasiedztwa S(zo,r) C X, ciag (f(xn))nen jest rozbiezny do —oo, tzn.

V(zp)nen, Tn € X, 2 # x0, [( lim 2, = x0) = (lim f(z,) = —00)].
n—oo n—o0
Oznaczenie. lim f(x) = —oo0  —oo jest granica niewtasciwg funkeji f w punkcie zg
Tr—xQ
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Przyktad. lim (1 — Qﬁ) = —00.
————— 2—0

Definicja (Heine). Funkcja f: X — R, X C R ma w 400 granice wtasciwag g jesli
dla kazdego ciagu (x,)nen rozbieznego do +0o o wyrazach nalezacych do U(+o0,r) C X,

ciag (f(xzn))nen jest zbiezny do g, tzn.

V(zp)nen, Tn € X, 2 € U(+00,7), [( le Ty = +00) = ( le f(zn) = 9))]

lim f(x) =g g jest granica funkcji f w +o0

Oznaczenie.
Tr—+00

T—6x—5x2 __

1
10x2+3 2

Przyktad. lim

T—+00
Definicja (Heine). Funkcja f: X — R, X C R ma w +oo granice niewlasciwa +oo
jesli dla kazdego ciagu (zy,)nen rozbieznego do +00 o wyrazach nalezacych do U (400, 7) C X,
ciag (f(zn))nen jest rozbiezny do +oo, tzn.
V(zp)nen, n € X, x, € U(+o0,7),[( lim z,, = +o0) = (nlgrolo f(zy) = 400)].

n—oo
Oznaczenie. liril f(x) =400 400 jest granica niewlasciwa funkeji f w +o00
T—r+00

Twierdzenie. Jesli xg jest punktem skupienia zbioru X, to funkcja f : X — R postada
w punkcie Tg co najwyzej jedng granice.
Twierdzenie. Jesli f1 : X1 — R, fo: Xo = R, gdzie X1 C R, f1(X1) C X2 C R, sg
funkcjami spetniajacymi warunki: xo jest punktem skupienia zbioru X, lim fi(x) =g,
T—TQ

g & [1( X1\ {zo}), g jest punktem skupienia zbioru f1(X1), oraz ligl fao(y) =h, to
Y=g
(f20 fi)(@) = h.

lim
T—T0

1.

Przyklad. lim In(l +2)*
— — z—0t
Twierdzenie. Jesli f1, fo : X1 — R, X1 C R, spetniajg warunki: xq jest punktem skupi-
enia zbioru X1, lim fi(z) =g1 € R, lim fa(z) = g2 € R, to lim [f1(z)+ f2(z)] = g1+ g2
T—T0 T—T0 T—T0o
h@ _ 9 Jeslia € R, to

oraz mli_)n;g[fl(m) ~fo(x)] = g1 - g2. Jesli g2 # 0, to xh—g:lo D = o
Tim [afy ()] = agr.
Va4

Przyktad. Obliczy¢ Ilg%4 v

Twierdzenie. Jesli fi1, fa, f3: X1 — R, X1 C R, spetniajg warunki: Vo € X1, [fi1(x) < fa(x) < f3(z)]
oraz lim fi(z) = lim fo(a) =g, to lim faa) = .
T—T0 T—T0 T—X0

Przyklad. lim (z —4)sin-1; =0.

T4t
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lix%s'i% =1 lirr%] thx =1
o T—
lim <= =Ina a>0 lim <= =1
T—> T—
lin%w:logae,a>0,a#l lir%le
— —
Tin(l) arc;in:v -1 xhr% arcgzgx -1
T T—
lim SR = 1 lim 2 = 1
T r—r
lin%)(l—kac)%:e lin%)%:a,ael%
T— T
lim (1+ 2)7 =¢° lim (1+ 1)* =
xirglo(+m) e’ a€R Igg()(%-x) e
‘;}—’; gdy k=1
lim akxk—kak_lxk’l—i—...—i-mx-i—ag o 0 gdy k < [
zo+oo birltbi_ixl Tl biztbo 400 gdy k>, %—? >0
—oo gdy k>1, %I; <0
ap #0,b #0

Definicja. Prosta = a nazywamy asymptota pionowa lewostronna funkcji
f:X—=>R, X CR,jesli lim f(zr)=4o0lub lim f(x)= —oc.
Tr—a~ Tr—a~

Definicja. Prosta = a nazywamy asymptota pionowa prawostronna funkcji
f:X—>R, X CR,jesli lim f(x)=+oolub lim f(z)= —o0.
z—at z—at
Definicja. Prostg © = a nazywamy asymptota pionowa funkcji f: X — R, X C R,
jesli x = a jest asymptota lewostronng i prawostronng funkcji f.

Przyklad. (a) f(z) =In(z—2), z=2, (b) fz)=e =, z=0.

Definicja. Prosta y = ax + b nazywamy asymptota ukoéna funkcji f w +oo, jesli
lim (f(z)—ax—b)=0.

T—r+00

o= 7 0= i () - an)

Definicja. Prosta y = ax + b nazywamy asymptota uko$na funkcji f w —oo, jesh
lim (f(z)—ax—0b)=0.

T—r—00

Przyklad. f(z) = Va? -1

2 Ciaglosé funkcji

Definicja (Heine). Funkcje f: X — R, X C R nazywamy ciagla w punkcie xz( jesli
dla kazdego ciagu (x,)nen zbieznego do xg o wyrazach nalezacych do pewnego otoczenia
U(zo,r) C X, ciag (f(zn))nen jest zbiezny do f(zo), tzn.

V(Zn)nen, Tn € X, [(71113010 Ty = a:0> = ( lim f(z,) = f(a:o)ﬂ .

n—oo

Whiosek. Jesli xg jest punktem skupienia zbioru X C R, to funkcja f: X — R jest
ciggta w punkcie xog wtedy i tylko wtedy, gdy lim f(x) = f(xo).
T—T0

Whiosek. Jesli xg nie jest punktem skupienia zbioru X C R, to funkcja f : X — R jest
ciggta w punkcie xg.
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Przyklad. [z] = max{z € Z : z <z}, funkcja E : R — R okreslona wzorem E(z) = [z],
tzn.

-2 dla —2<z<-1
-1 dla —-1<z<0
0 dla 0<z<1
1 dla 1<z<?2
2 dla 2<z<3
3 dla 3<r<4

Jeslik € Zoraz k <z <k+1,to E(x) =k Jesli zg & Z, to lim f(x) = f(xo), tzn.
T—T0
funkcja F jest ciagla w xo; jesli zp € Z, to lim f(x) nie istnieje, czyli funkcja E nie jest
T—TQ

ciaglta w xg.

Lodla =z
Przyklad. a) f(z) = sgnx, b) f(z) = { || dl € R\ {0}

1 dla r=0 ’

o fw={% 4 TS0 s -l

Definicja. Funkcje f : X — R, X C Rnazywamy lewostronnie ciagla w punkcie z,
jesli U_(zg,r) C X dla pewnego r > 0, istnieje wlasciwa granica lim f(z)oraz lim f(x) = f(xo).
=T =T
Definicja. Funkcje f: X — R, X C R nazywamy prawostronnie cigglta w punkcie
xo, jesli Uy (xo, ) C X dla pewnego r > 0, istnieje wtasciwa granica lim+ f(z) oraz lim+ f(z) = f(=zo).

{l‘*}{bo :E*)l’o

Przyktad. Funkcja czesé catkowita E jest prawostronnie ciagta w punkcie xg = 1.

Twierdzenie. Funkcja f: X — R, X C R, jest ciggla w punkcie xo bedgcym punktem
skupienta zbioru X, wtedy ¢ tylko wtedy, gdy jest lewostronnie ciggla 1 prawostronnie ciggla
w tym punkcie.

Definicja. Funkcje f: X — R, X C R nazywamy ciagla, jesli jest ciagla w kazdym
punkcie xg € X.

Definicja. Funkcje f: X — R, X C R nazywamy ciagla w zbiorze A C X, jesli jest
ciggta w kazdym punkcie xg € A.

1 dla =z€@
_ 2 _
Przyklad. a) f(z) = 2° — 6z + 11, b) f(z) { 0 dla z€R\Q
Whiosek. Funkcja f : [a,b] — R jest ciggta, jesli jest ciagta w kazdym punkcie z¢ € (a,b),
prawostronnie ciggta w punkcie a oraz lewostronnie ciggla w punkcie b.

Whiosek. Funkcja f: [a,+00) — R jest ciggta, jesli jest ciggta w kazdym punkcie
xo € (a,+00) i prawostronnie ciggta w punkcie a.

Wniosek. Funkcja f:(—o0,b] — R jest ciggla, jesli jest ciggta w kazdym punkcie
xo € (—00,b) i lewostronnie cigglta w punkcie b.

L drogla z<o _ ) 2 qla s e R\ {0}
P]fzyldad-a)f(l’)—{wb dla x>0 b)f(”")_{ a dla  z=0
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ar+0b dla r <1
¢) f(z) = log,x (cjl}a 1<z i 4
a T >

arctg TLL

Twierdzenie. Jesli funkcja f: X — R, X C R, jest ciggta w punkcie o € X oraz
f(xo) > 0, to istnieje U(xo,7) C X, >0 takie, zZe dla kazdego punktu tego otoczenia
funkcja f przyjmuje wartosé dodatniq, tzn. Ir > 0Vx € U(xg,r) (f(x) > 0).

Twierdzenie. Jedli funkcja f: X — R, X C R, jest ciagla w punkcie xg € X oraz
f(zg) < 0, to istnieje U(xzg,r) C X, r > 0 takie, ze dla kazdego punktu tego otoczenia
funkcja f przyjmuje warto$¢ ujemna, tzn. Ir > 0Va € U(xo,r) (f(z) <0).

Twierdzenie. Jesli funkcje fi,fo: X = R, X C R, sq ciggte w punkcie x9 € X, to
funkcje f1 + fo, f1 — f2, f1 - fa okreSlone wzoramsi:
(f1+ f2)(@) = fi(z) + f2(2),
(fi = f2)(z) = fi(z) — fa(2),
(f1- f2)(@) = fi(z) - fa(2),
dla x € X sq ciggle w punkcie xg. Ponadto funkcja %, okreslona wzorem %(m) = ﬁgi;
dlaz e X \{z € X : fa(x) =0}, jest ciggla w xo.

Twierdzenie. Jesli f1 : X1 — R, fo: Xo = R, X1 C R, f1(X31) C X2 C R sq funkcjami
spetniajgcymi warunki: fi jest ciggla w punkcie xo, fo jest ciggla w punkcie f1(xo), to
funkcja foo fi: X1 — R jest ciggta w punkcie xg.

Twierdzenie. Jesli X jest przedziatem i funkcja f : X — R, jest ciggta i rosngca (male-
jaca), to f(X) jest praedziatem oraz funkcja odwrotna f=1: f(X) — R jest ciggta i rosngca

(malejgca).

Definicja. Funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje nalezace do nastepuja-
cych klas: wielomiany; funkcje trygonometryczne; funkcje wyktadnicze; funkcje odwrotne
do wymienionych: funkcje pierwiastkowe, funkcje cyklometryczne, funkcje logarytmiczne;
sumy, réznice, iloczyny, ilorazy i ztozenia funkcji wymienionych.

Twierdzenie. Funkcje elementarne sq ciggte.

Definicja. Punkt zp € X nazywamy punktem niecigglto$ci pierwszego rodzaju
funkcji f : X — R, X C R, jedli istnieja granice wlasciwe lim f(z), lim+ f(x) oraz

I—)CCO CC—)IO
lim f(z) # f(zo) lub lim_f(z) # f(0).

Definicja. Punkt zyp € X nazywamy nieusuwalnym punktem nieciaglosci pier-
wszego rodzaju funkcji f: X — R, X C R, jesli jest punktem nieciaglosci pierwszego
rodzaju oraz lim f(z)# lim f(x).

=T x%xar

Definicja. Punkt o € X nazywamy usuwalnym punktem niecigglosci pierwszego
rodzaju funkcji f: X — R, X C R, jedli jest punktem nieciggtosci pierwszego rodzaju
oraz istnieje lim f(x), tzn. lim f(z) = lim f(z).

T—=T0 Tz z—mg'

Definicja. Punkt xp € X nazywamy punktem niecigglo$ci drugiego rodzaju

funkcji f : X — R, X CR, jedli przynajmniej jedna z granic lim f(x), 1im+ f(zx)

Q?—}fL'O CE—)CEO
nie istnieje lub jest niewtasciwa.



oprac. Grazyna Ciecierska 2 CIAGLOSC FUNKCJI

1
L dla zeR\{0} I—cos; dla =<0
Przyktad. a) f(z) = 1ltew , b)) f(x)= 0 dla =0 .
0 dla z=0 Vzsinl dla x>0

Twierdzenie. (Weierstrass) Jesli funkcja f : [a,b] — R, jest ciggta, to jest ograniczona i

osigga swoje kresy, tzn. Im, M € R Vz € [a,b], (m < f(x) < M); 3c € [a, ], <f(c) = ir[lfb] f(m)) ;
z€[a,

3 € [a,8], (f(d) - f(w)> .
Przyklad. a) f(z) = ax, a >0, [0,1], b) f(z) =%, a>0, (0,a), c)f(z)=a" a>1, [0,+00).

Twierdzenie. Jesli funkcja f : [a,b] — R, jest ciggta i f(a)- f(b) <0, to istnieje pier-
wiastek réwnania f(x) =0 w przedziale (a,b), tzn. 3c € (a,b), (f(c) =0).

242 dla —2<z<0

— _ 3 —
Przyklad. a) f(z) =sinz —z + 1, [0,5], b) f(a:)—{ 2?9 dla O<a<?2

Twierdzenie. (Darboux) Jesli funkcja f :|a,b] — R, jest ciggla i spetnia warunek
fla) < f(b), to przyymuje wartosci posrednie, tzn.

Vy e R, ((f(a) <y < f(b) = (Fc € (a,),(y = f(c)).
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