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������� ���� ���� ����� �������� �������������� �������� �������� U ���� ���� ���� |ψ⟩� � ������
����� �� ���� �������� ������� U � ��������� ����������� ������� �������

� ����������� U ������� �� ������� ������ λ ������������� ��������� |ψ⟩ ���� ������ ��������� �
������ 1� ���� λ = exp(2πiθ) ����� θ ∈ [0, 1)� ����������� m ���������� ���� ���������� θ ����������
� ������� ������ ��������� θ ≃ y

2m � ����� y ∈ {0, 1, 2, . . . , 2m − 1} ⊂ N0 ���� �������������� � �������
����� ��������� �������� m�

U

H H|0>

|   >ψ

π π π1 2 3

�������� �� ����������� ������������ ������ ������ U � �� ����� �������������� ������� �����
�������� ����� ������������ |ψ⟩ ⊗ |0⟩ ���� ������������� ����� ������� ������ ������ ���������������
�� ������� �������

|ψ⟩ ⊗ |0⟩ H→ |π1⟩ =
1√
2
(|ψ⟩ ⊗ |0⟩+ |ψ⟩ ⊗ |1⟩) C−U→ |π2⟩ =

1√
2
(|ψ⟩ ⊗ |0⟩+ exp(2πiθ)|ψ⟩ ⊗ |1⟩) H→

|π3⟩ =|ψ⟩ ⊗
�
1 + exp(2πiθ)

2
|0⟩+ 1− exp(2πiθ)

2
|1⟩

�
.

�����

������������������ ������� 0 ���� 1 ������� ���� �����������

P (0) =

����
1 + exp(2πiθ)

2

����
2

= cos2(πθ), P (1) =

����
1− exp(2πiθ)

2

����
2

= sin2(πθ). �����

� �������������� ����� θ = 0 ��� θ = 1
2 ������ y = 0 ��� y = 1 ��� m = 1� �� ����������� ����� ����������

����� θ = 1
4 �� P (0) = P (1) = 1

2 � ���� ������������ ������� ����� ��� ���� ��� ����� �� ����������
���������� � ���� ��� ������������� ��������� �� ����� 2θ = 1

2 � �� ����� �������� λ2 = exp(4πiθ)
�������� ��������� ������ ������ C − U � �� ������� �� ���������� ������� exp ��������� �� ������
��������� θ �� ������� [0, 1

2 )
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|   >ψ

H

U

��������� �� ����� ����� �� �������� ��������� ����� � ����� ����������� θ = 0 ��� θ = 1
4 � �� ������

�� �������� ������������� ����� ��������� 0 ��� 1� ������������
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H|0>

|   >ψ U

H

U

|0>

π1 π2 π3

|ψ⟩ ⊗ |00⟩ H⊗2

→ |π1⟩ = |ψ⟩ ⊗ 1

2

1X

a1=0

1X

a2=0

|a2a1⟩ C2−U→ |π2⟩ =|ψ⟩ ⊗ 1

2

1X

a1=0

1X

a2=0

exp(2πia1θ)|a2a1⟩ C1−U2

→

|π3⟩ = |ψ⟩ ⊗ 1

2

1X

a1=0

1X

a2=0

exp(2πi(a1 + 2a2)θ)|a2a1⟩ =|ψ⟩ ⊗ 1

2

3X

x=0

exp(2πixθ)|x⟩,

�����

����� x = 2a2 + a1� �������� �� ����� �� �������� ������ � ������������� ����������� θ = y
4 � �����

y ∈ {0, 1, 2, 3}� ��� ������� � ���� ������ ���������� ���������� ����

|ϕy⟩ =
1

2

3X

x=0

exp(2πixy)|x⟩. �����

��������� �� ������� � ������ ������ ����

|ϕ0⟩ =
1

2
(|0⟩+ |1⟩+ |2⟩+ |3⟩) , |ϕ1⟩ =

1

2
(|0⟩+ i|1⟩ − |2⟩ − i|3⟩)

|ϕ2⟩ =
1

2
(|0⟩ − |1⟩+ |2⟩ − |3⟩) , |ϕ3⟩ =

1

2
(|0⟩ − i|1⟩ − |2⟩+ i|3⟩) .

��������� �� ������ ��� ���� ������������ � C4� ���� �������� ������������� �������� ����������������
�� � ���� ������������ {|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩}� ����� � ������� ������� {|0⟩, |1⟩, |2⟩, |3⟩}� ������� ��������

M =
1

2




1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i


 , �����

����� ��������� �� ������� |ϕy⟩� y = 0, 1, 2, 3� ������ ���� M |y⟩ = |ϕy⟩� ��� ����������� ����� M†�
������������ ���� {|ϕy⟩}3y=0 � ����������� ���� ������������ M†|ϕy⟩ = |y⟩�

������� M ���� ����� � ���������� �������� ���������� ������������� �������� � C4� � ����������
�������� ���������� ������� ��� �� QFT4 ��������� ������������� ���������� ����������� ���������
���� �� ���� ����� �������� � �������
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H|0>

|   >ψ U

H|0>

2

QFT
4
+

���� ��� ����������� �������� ��� θ = y
4 � ����� y ∈ {0, 1, 2, 3}� ����� θ ��������� ���� ��������� ��

��������� ���� ��� ������������� ��� � ��������� y = 3
8 ����������� �������� 1 ��� 2 � �����������

���������� �������� 1
2 �

��



��� ��������� ������������� ��������

��������� ������������� �������� ���� ������������� ��������� FN : CN → CN ������� �������� �
�������� ������ � ���������� ��������� �����

ωN = exp(2πi/N) = cos

�
2π

N

�
+ i sin

�
2π

N

�
, �����

������ ���������� ������������� ������� N � ��������� ����� ���������� ������� ������������ ����
������������� � CN ������� ���� |0⟩� |1⟩� � � � � |N − 1⟩� ���������� FN ������

FN |x⟩ = 1√
N

N−1X

y=0

ωxy
N |y⟩, x = 0, 1, . . . , N − 1. �����

�������� ���� � ��������� N = 4 ���� ω4 = i ���� �������

F4|0⟩ =
1

2
(|0⟩+ |1⟩+ |2⟩+ |3⟩) = |ϕ0⟩, F4|1⟩ =

1

2
(|0⟩+ i|1⟩ − |2⟩ − i|3⟩) = |ϕ1⟩,

F4|2⟩ =
1

2
(|0⟩ − |1⟩+ |2⟩ − |3⟩) = |ϕ2⟩, F4|3⟩ =

1

2
(|0⟩ − i|1⟩ − |2⟩+ i|3⟩) = |ϕ3⟩.

������ ���� ������� ������� ������������ � �������

FN =
1√
N




1 1 1 . . . 1

1 ωN ω2
N . . . ωN−1

N

1 ω2
N ω4

N ω
2(N−1)
N

���
���

� � �
���

1 ωN−1
N ω

2(N−1)
N . . . ω

(N−1)(N−1)
N




. �����

����� N = 2 �� ����������� ������������ ���������� � � ��������� N = 4 ������� M ���������
��������

������� ����������� �������� FN ��������� ��� �� ������� �����

1 + ωN + ω2
N + · · ·+ ωN−1

N = 0. �����

������� F−1
N = F †

N ����������� ����������� ωN �� ��� ���������� ���������� ����� � ��� ��������� ����
����� ��� ����������� ω̄N = ω−1

N � ����������� ���� ���� �� ������������� �������� �������

F †
N |x⟩ = 1√

N

N−1X

y=0

ω−xy
N |y⟩, x = 0, 1, . . . , N − 1. ������

��� �������� ������������� ��������

� ��������� N = 2m ��������� ������������� �������� ����� ���� ��� ����������� ������������� ����
���� ������ ������������� �������� ������ � ����� ���������������� ���� ����� ��������� �� �������
�������� ����������� ����������� ����� ��������������

x = [xm, xm−1, . . . , x2, x1] = xm2m−1 + xm−12
m−2 + · · ·+ x22 + x1 ������

� ������� ��������� �� ����������� ������������� �������� ���������� ���� ���� �������

QFT(|xm⟩ ⊗ . . . |x2⟩ ⊗ |x1⟩) =
1√
2m

mO

k=1

(|0⟩+ ω
2m−k[xk,...,x1]
N |1⟩) =

1√
2m

(|0⟩+ ω
2m−1[x1]
N |1⟩)⊗ (|0⟩+ ω

2m−2[x2,x1]
N |1⟩)⊗ · · ·⊗ (|0⟩+ ω

[xm,...,x1]
N |1⟩),

������

��



����� �������������� ����� �� ωN
N = 1�

����� ������� ����� ��� ������ ������������� ��������� ����������� �������� ��������� �� �
�������������� ������� ������ ����������� ��������� ���������� ������� � ������ ����������������
xm� ������� �������� ����������� �������� �������� ���� ��������� ������� ���������� � ���������
������ �������������� � ������ ��� �������������� ����������� �������

|xm, . . . , x2, x1⟩ 7→
1√
2m

(|0⟩+ ω
[xm,...,x1]
N |1⟩)⊗ · · ·⊗ (|0⟩+ ω

2m−2[x2,x1]
N |1⟩)⊗ (|0⟩+ ω

2m−1[x1]
N |1⟩),

�� ��������������� ������� �������� ����� ������������ ������ �������������� ��� � �����������
m = 2, 3� ����� Rk ������� ������

Rk =

�
1 0
0 exp(2πi/2k)

�
, ������

������������� �� ������� �� ��������� m = 1 ���� ������������� ����������

|x >2

|x >1

H R2

H

x

x

R2

H x

H

H R R2 3 x|x >3

|x >2

|x >1

������������� ��� ��������� m ����������� ������������ ���������� ������ H ���� ������ R2, . . . , Rm

������������ ��������� ��������� ���������� � ������������ �������� ���� �� ������� ����� ������
�������� ��������� ����������� ��������� ������ � ��������� ���������� � ����������� Rk �� R−1

k �

��� ������� ��������� ��������� ����

������ �� ����������� ��������� ���� � ��������� m����������� ������������� ������� �����������
������ ������

U

H|0>

|   >ψ U 2

H|0>

U
2

H|0>
QFT+

2

m−1

m

��



|ψ⟩ ⊗ |0⊗m⟩ H⊗m

→ |ψ⟩ ⊗ 1√
2m

2m−1X

b=0

|b⟩ Cm−U→ |ψ⟩ ⊗ 1√
2m

2m−1X

b=0

exp(2πib1θ)|b⟩
Cm−1−U2

→

|ψ⟩ ⊗ 1√
2m

2m−1X

b=0

exp(2πi(2b2 + b1)θ)|b⟩
Cm−2−U4

→ . . .
C1−U2m−1

→

|ψ⟩ ⊗ 1√
2m

2m−1X

b=0

exp(2πi(2m−1bm + · · ·+ 2b2 + b1)θ)|b⟩ = |ψ⟩ ⊗ 1√
2m

2m−1X

b=0

exp(2πibθ)|b⟩.

������

��������� �� ���� ������ Cm − U,Cm−1 − U2, . . . , C1 − U2m−1

����� ������� � �������

UC =

2m−1X

k=0

|k⟩⟨k|⊗ Uk. ������

������ ����� θ = y
2m � y ∈ {0, 1, . . . , 2m − 1} ���� �������� �������� �������� m� �� ����������� ����

|ψ⟩ ⊗ 1√
2m

2m−1X

b=0

ωby
2m |b⟩, ������

������� ����� ����� ��������� m �������� ���� ��������� ������������ �������� ������� |y⟩ = |ym, . . . , y1⟩
��������������� ������ y = 2m−1ym + · · ·+ 2y2 + y1� �������� �������� ��������� ������������� ��������
��������� ���� ������� ������� y � �������������������� 1�

������������ �������� �������� ����� ����������� �������� ��������� ������������� �������� ��
�����

1√
2m

2m−1X

b=0

exp(2πibθ)|b⟩, ������

�� ��������� ����

1√
2m

2m−1X

b=0

exp(2πibθ)
1√
2m

2m−1X

k=0

exp(−2πikb/2m)|k⟩ =
2m−1X

k=0

Ck|k⟩, ������

�����

Ck =
1

2m

2m−1X

b=0

exp (−2πib(k − 2mθ)/2m) . ������

��������

2mθ = a+ 2mδ, 0 ≤ |2mδ| ≤ 1

2
, ������

����� a ���� ������ ��������� ���������� 2mθ� �����

Ck =
1

2m

2m−1X

b=0

exp (−2πib(k − a)/2m) exp(2πibδ). ������

����� δ = 0� �� ����������� �������� ������� a � ������������������� ������ 1� �� ������ �� �����

2m−1X

b=0

exp (−2πibk/2m) =

(
2m ��� k = 0,

0 ��� k ̸= 0.
������

����� δ ̸= 0 �� ������������������ ���������� a ������

P (a) = |Ca|2 =
1

22m

�����
2m−1X

b=0

exp(2πibδ)

�����

2

=
1

22m

����
1− exp(2πiδ2m)

1− exp(2πiδ)

����
2

=
1

22m

����
sin(πδ2m)

sin(πδ)

����
2

. ������

��



������ ��� ����� ����������� ������� ��� x ∈ [0, π
2 ]

2

π
x ≤ sinx ≤ x, ������

�� ��� ����������� |δ| ≤ 1
2m+1 ����

P (a) ≥ 1

22m

����
δ2m+1

πδ

����
2

=
4

π2
. ������

��


