UKLADY CALKOWALNE | GEOMETRIA

Adam Doliwa
doliwa@matman.uwm.edu.pl

Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie
Wydziat Matematyki i Informatyki

HORYZONTY MATEMATYKI 2014

Bedlewo, 19 marca 2014 r.

Adam Doliwa (UWM) Uktady catkowalne i geometria 19-111-2014 1/29


doliwa@matman.uwm.edu.pl

ﬂ Rozwigzalno$¢, symetrie, prawa zachowania
@ Rozwigzalnos¢ réwnan algebraicznych i rézniczkowych
@ Réwnanie Kortewega—de Vriesa (KdV)
@ Przyktady z geometrii rézniczkowej

e Przyktad kombinatoryczny — rosngce podciggi w permutacjach i
réwnania Painlevé

e Dyskretne uktady catkowalne i geometria incydencyjna
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Rozwigzalno$¢ rownan algebraicznych

Problem rozwigzalnosci przez pierwiastniki

Kiedy miejsca zerowe wielomianu w(x) € Q[x] moga by¢ wyznaczone
przy pomocy operacji arytmetycznych i wyciggania pierwiastkow.

Evariste Galois (1811-1832)

Odpowiedz
Witedy i tylko wtedy gdy odpowiednia grupa Galois jest rozwigzalna.
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Rozwigzalno$¢ réwnan rézniczkowych

Problem rozwigzalnosci w kwadraturach

Kiedy rozwigzanie réwnania rézniczkowego zwyczajnego
F(x,y',...,y(") = 0 moze by¢ otrzymane przy pomocy operacji
algebraicznych, odwracania funkciji i liczenia catek nieoznaczonych.

Marius Sophus Lie (1842—1899)

Czesciowa odpowiedz

Jesli posiada n-parametrowg rozwigzalng grupe symetrii (+ pewne
warunki techniczne).
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Rownania mechaniki klasycznej

Przestrzen fazowa: M?2", ¢, a=1,...,2n, {£*, &%} =QB(¢)

Struktura Poissona:  {f(£),9(§)} =>_, 5 Qaﬁ%%

Q% = QP> tozsamo$é Jacobiego
Ewolucja: H energia (funkcja Hamiltona)

age oH
o e =Y 0w

dg do d?q
E =p, dt = —q, dl‘2 =—-q
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Zupetna catkowalnos¢ i wspotrzedne dziatanie—kat

Zupetna catkowalnosé: H oraz (n— 1) catek ruchu Q; w inwoluciji
{in H}:07 {Ofa Q]}:O
Zmienne dziatanie—kat: ¢ — (Z,,0%), k=1,...,n

{z*,7°} = 0, {6~,6°1 =0, {z,6°} = 5%

aze

ar O
dox
=0
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Rownanie Kortewega—de Vriesa (KdV)

ov 9?v
T T e
Vi = —Vxxx + 6VVx

WOV = x-y). HI = [(51 + )k

N. J. Zabusky, M. D. Kruskal (1965): zderzanie solitonow

L= -
- -
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Metoda spektralna

C.S. Gardner, J. M. Greene, M. D. Kruskal, R. M. Miura (1967)
—" + V(X)) = K2

eikx + r(k)efikx X — —00 5 5
. ’ , t(k r(k)|c =1
w*{t(k)eka, s Itk

eriX X — —00
2 2 :
kj:—lﬁ}j, j=1,....N, Y — _’R.X

ge "7, X — 400

v(x) < {r(k),sj,cj}  transformacja spektralna

v(x) — v(x,t)
l !
{r(k),rj, ¢} — {r(k,t),r5j,ci(t)}
r(k, t) = r(k)e®*’t ¢(t) = e
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Zupetna catkowalnos¢ rownania KdV

V. E. Zakharov, L. D. Faddeev (1971)

Zmienne dziatanie:
2k
I(k) = —In(1 - r(K)?),
Zmienne kat:
0(k) = arg r(k), 0;=Ing;

Funkcja (funkcjonat) Hamiltona:

00 30 N
_ 3 3
Hlv] = 8/0 K°Z(k)dk + 5 j§_1 Kj
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Geometria a uktady catkowalne

@ geometria grup i algebr Liego jako ujecie teorii symetrii réwnan
rézniczkowych

@ geometria symplektyczna (poissonowska) jako matematyczna
baza sformutowania pojecia catkowalnosci uktadéw mechaniki
klasycznej

@ geometria algebraiczna jako zrodto pewnych waznych technik
(teoria funkcji theta na powierzchniach Riemanna) otrzymywania
rozwigzan rownan catkowalnych

@ geometria rozniczkowa jako zrodto ciekawych réwnan
nieliniowych, czasami rownan catkowalnych

@ geometria nieprzemienna, grupy kwantowe i rozwigzywalne
uktady fizyki statystycznej i kwantowej teorii pola
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Ewolucja krzywej i rownanie mKdV

s—parametr naturalny

Jesli wektor predkosci punktéw krzywej dany jest wzorem

ri=rsN+ %KZZT
to jej krzywizna « zmienia sie zgodnie ze zmodyfikowanym réwnaniem
Kortewega—de Vriesa

2
Kt = Ksss + 5K Ks

2
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Inne przyktady geometryczne

rownania Einsteina teorii grawitacji (pewne klasy rozwigzan)
samo-dualne pola Yanga—Millsa
odwzorowania harmoniczne rozmaito$ci riemannowskich

.ciekawe” klasy sparametryzowanych podrozmaitosci przestrzeni
rzutowych — prace geometréw drugiej potowy XIX wieku
(L. Bianchi, G. Darboux, . ..)

~ciekawe” = posiadajg transformacje wewnatrz danej klasy spetniajgce
wtasnos$¢ przemiennosci superpozycji J
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Powierzchnie pseudosferyczne

Powierzchnie w E3 o statej ujemnej krzywiznie Gaussa

Niech 6: R? 5 O — R bedzie rozwigzaniem réwnania sinus-Gordona
HUV == Sln 9

wtedy rozwigzanie 6(® uktadu réwnan (transformacja Baklunda)
(95—0> . <95+9>
= ksin
2 ), 2
0°+0\ _ 1 (0°-0
2 ),k 2

jest nowym rozwigzaniem réwnania sinus-Gordona.
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Transformacja Backlunda i reguta Bianchiego

superpozycji

Dane dwie transformaty 68 i 982 z parametrami k; i k» rozwigzania 6
réwnania sinus-Gordona, wtedy funkcja 6512 otrzymana z ,nieliniowej
reguty superpozycji”

6Bz — ¢ ki + ko 6B — 9B
tg = tg
4 ki — ko 4
jest

@ transformatg Backlunda rozwigzania 651 z parametrem ko
@ transformatg Backlunda rozwigzania 622 z parametrem k;
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e Przyktad kombinatoryczny — rosngce podciggi w permutacjach i
réwnania Painlevé
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Najdtuzszy rosngcy podcigg w permutaciji

Wyposazajgc Sy w miare jednorodng rozwazamy

#{m € Sn: In(7) < n}
N!

pn,N = PrOb(eN(TF) < n) =

@ Erdds & Szekeres (1935):  $rednia dtugos¢ E(¢y) > 5v/N

@ hipoteza Ulama (1961): istnieje limp_ o E\%) —¢c
@ Hammersley (1972): granica istnieje

@ Vershik & Kerov (1977): c=2
@ hipoteza Odlyzko & Rains (1993):

istnieje limy_ W — ¢y~ 1,758
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J. Baik, P. Deift, K. Johansson (1999)

Niech
F(t) = e JTx-ux?de ro74ad Tracy—Widoma
gdzie
S
V=20 +xu,  u(x)~ N dla x — 400

Wtedy wycentrowane i przeskalowane ¢y

) = ') =2V

daje w granicy N — oo rozktad Tracy—Widoma

lim Prob(xy < t) = F(t)

N—oo
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Réwnania Painlevé

P. Painlevé, B. Gambier, R. Fuchs (1900-1905)

P : U =6U%+x
Py: U =20°+xu+ «

1 1 1)
. n_ N2 b 2 3, Y
Puy: u —U(U) XU —I-X(OéU +ﬂ)+’yu +U
Py :

Py :

1 /1 1 1 1 1 1
. n_ [0 AV /
Pu: U_2<u+u1+ux>(u) <x+x1+ux>u
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Zastosowania transcendent Painlevé

@ analiza funkcji korelacji dwuwymiarowego modelu Isinga
(T. T. Wu, B. M. McCoy, C. A. Tracy, E. Barouch, 1976)

@ analiza funkciji korelacji jednowymiarowego gazu Bosego
(M. Jimbo, T. Miwa, Y. Méri, M. Sato, 1980)

@ dwuwymiarowa kwantowa grawitacja
(E. Brezin, V. A. Kazakov, 1990)

@ macierze losowe (C. A. Tracy, H. Widom, 1994)
@ redukcje réwnan Einsteina (K. P. Tod, 1994)

@ rozktad zer funkcji ¢-Riemanna
(P. J. Forrester, A. M. Odlyzko, 1996)
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Symetria skalowania réwnania mKdV

2
Kt = —HKgss + BK ks

symetria skalowania (podobienstwa)
(k,8,1) — (7,8, 1) = (A Tk, A5, A%1)
R — 6/%2/%3 + Kzgz = A4 (Ht — BKZHS + /1553)

Szukamy rozwigzan réwnania mKdV wyrazajgcych sie przez
niezmienniki u = x(31)"/3, x = s(3t)~'/ symetrii skalowania

r(s, t) = (3t)3u(x)
kit — Bk kg + kgss = (31) 743 (u”’ — 6P —u~— xu’) =0
Po odcatkowaniu otrzymujemy réwnanie Py

U =208 + xu + «

Adam Doliwa (UWM) Uktady catkowalne i geometria 19-111-2014



Kaskada degeneracji i symetrie rbwnan Painlevé

1 1 1 4]
N N2 ) 2 3, Y
_u(u) Xu+x(au +08)+u t5
oraz ktadac
u=1+2¢l, X =1+ €%, a:—%efs,
g = —e (1 + 4€%a), v = %efs, §= —%676

otrzymujemy w granicy e — 0 rownanie Py
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e Dyskretne uktady catkowalne i geometria incydencyjna
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Dyskretne rownanie mKdV

Notacja: ¢;(n) = ¢(n + e;), d(j(n) = d(n+e; +e)
¢0)Fi — b7
D=y F g
PG Fi — b7
Fi: Z — C — dowolna funkcja zmiennej n;
u: Z — C — dowolna funkcja zmiennej n, = ny +no +--- + Ny

¢:7ZN > C

Przejscie do réwnania mKdV (N =2,y = F; =1, F = \):

(M, n2) — (t,x) = (A_TAZASIH,)\AFH = An2>

OxxPx _ Px
it

Vt + VXXX - 6V2VX - 0

A—>07 ¢t+¢xxx—3
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Wielowymiarowa konsystencja rownania dmKdV

M. D. Kruskal (2004)

"For years we have been thinking that the integrable evolution
equations were the fundamental ones. It is becoming clear now that
the fundamental objects are the integrable discrete equations.”

02 D) O i)

q)(12)

¢(k) ‘D(’A )

wielowymiarowa konsystencja

) %

¢ ¢(1) ¢ b

@ zesp6t komutujacych ze sobg symetrii

@ transformacje Backlunda spetniajace regute przemiennosci
superpozyciji

@ geometryczna interpretacja w postaci pewnych twierdzen

geometrii incydencyjnej
19-111-2014
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Réwnanie Hiroty — ,,octahedron recurrence”

R. Hirota (1981)
(A7 = A ()T + (Ak = A T() T + (Ai = Aj) T 7 = 0

7:ZN — C, A;:Z — C—funkcja zmiennejn;, 1<i<j<k<N
D. Speyer (2003)
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Dyskretne uktady catkowalne i geometria incydencyjna

Wielowymiarowa konsystencja rownania Hiroty jest konsekwencja
twierdzenia Desarguesa

J

twierdzenie
Pascala

twierdzenie
BDE Miquela
‘\ ‘ CDE
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Réwnanie g — Py, jako redukcja réwnania Hiroty

M. Jimbo, H. Sakai (1996): g-dyskretne réwnanie Painlevé VI

1
fitgyy = G0N 00 ) g
(On+C)(gn+0¢C5 )
(fot1 + t/GC3)(fas1 + tn\/ace,_1)

(a1 + Ca)(fas1 +¢5)

9ngny1 =

fh+1 = qty, €1, Gy, C3, C4 — dowolne parametry

A. D. (2014): od réwnania Hiroty do g — Py,

@ redukcja 2-periodyczna rownania Hiroty do d-mKdV:
T(N41,N41) = MT, M= m(Ny + -+ -+ Ny 1)
@ redukcja samopodobna (2,2) d-mKdV do q — Py;: ¢(1122) = ¢
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P. A. Griffiths, Mathematics At The Turn Of The Millenium, Amer. Math.
Soc. 107 (2000), 1-14

One of the most remarkable achievements of mathematics of the latter half of
the 20th century is the theory of solitons, which illustrates the underlying unity
of the field. These can be described as nonlinear waves that exhibit
extremely unexpected and interesting behaviour. [...] This discovery provoked
a rush of activity which exhibited in the most beautiful way the unity of
mathematics. It involved developments in computation, and in mathematical
analysis, which is the traditional way to study differential equations. It also
turns out that one can understand the solutions to these differential equations
through certain very elegant constructions in algebraic geometry. Additionally,
the solutions are intimately related to representation theory, in that these
equations turn out to have an infinite number of hidden symmetries. Finally,
they relate back to problems in elementary geometry.
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