Wstep do analizy zespolonej — podstawowe pojecia i fakty
Adam Doliwa

1 Liczby zespolone

1.1 Liczby zespolone i plaszczyzna zespolona

Zbior liczb zespolonych C definiujemy jako zbior par liczb rzeczywistych (a, b);
w zbiorze tym okre§lamy dziatania +, - w nastepujacy sposob

(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + ag, by + by),
(a1,b1) - (az,b2) = (a1az — bibo, a1by + bras).

Fakt 1.1. (C,+,-,(0,0),(1,0)) jest ciatem.

Przyporzadkowanie R 3 a — (a,0) € C zanurza cialo liczb rzeczywistych w
ciato liczb zespolonych. Liczbe zespolong (0, 1) nazywamy jednostkq urojong
i oznaczamy przez i (i> = —1). Kazdg liczbe zespolong mozna przedstawié
w postaci z = a + b, gdzie a,b € R. Liczbe a nazywamy czescig rzeczywistq
liczby zespolonej z i oznaczamy Rez, liczbe b nazywamy czeScig urojong
liczby zespolonej z i oznaczamy Imz. Liczbe a — b nazywamy sprzezeniem

z i oznaczamy Z. Modutem z nazywamy liczbe v/a? + b? = \/2Z i oznaczamy
ja |z]-

Fakt 1.2.

(a) |2122| = |21]|22],

(b) |z1/2| = |21]/|22|, 22 #0,

(c) [Rez| < |z], [Imz| < [z,

(d) ||z1] — |z2]| < |21 + 22| < |21] + |22].
Argumentem liczby z # 0 nazywamy zbior

argz = {¢ € R: Rez = |z|cos ¢, Imz = |z]|sin ¢};
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jedyna wartos¢ argumentu z przedziatu | — 7, 7] nazywamy argumentem gtdw-
nym liczby z i oznaczamy Argz. Przy pomocy argumentu zapisujemy liczbe
zespolong w postaci trygonometrycznej

z = |z|(cos ¢ + isin @).

Fakt 1.3.

(a) 2125 = |21]|2|(cos(p1 + ¢o) + isin(¢py + @),
(b) /z= 3/|z](cos L2 + jsin 278k =0,1,...,n— 1.

1.2 Ciagi i szeregi zespolone

Moéwimy, ze ciag (z,) liczb zespolonych jest zbiezny do granicy ¢ € C jesli

/\\/ /\ |zn —c| < e.

>0 NeNn>N

Fakt 1.4. Zbiezno$é ciggu zespolonego jest rownowazna zbieznosci ciggow
jego czeSci rzeczywistych v urojonych, ponadto

lim Rez, = Rec oraz lim Imgz, =Imec.
n—,oo n—oQ

Mowimy, ze szereg > .-, ¢, jest zbiezny jesli zbiezny jest ciag jego sum czes-

: n o0 . o .
ciowych s, = Y ,_,ck. Szereg > > ¢, nazywamy bezwzglednie zbieznym
jesli zbiezny jest szereg > >0 |cnl-

Fakt 1.5. Zbieznosé szeregu zespolonego Y - ¢, jest réwnowazna zbieznosci
szeregow rzeczywistych Y oo an © Y o o by, gdzie a, = Rec, oraz b, =Imc,.

Fakt 1.6 (Warunek konieczny zbiezno$ci szeregu). Jesli szereg Y .- o ¢,
jest zbiezny, to lim, o ¢, = 0.

Fakt 1.7. Jesli szereg jest bezwzglednie zbiezny to jest zbiezny.

Fakt 1.8 (Kryterium Cauchy’ego). Jesli limsup {/|c,| < 1 to szereg
Do cn jest bezwzglednie zbiezny, a gdy imsup {/|c,| > 1 to szereg Y oo o ¢y
jest rozbiezny.



2 Funkcje zespolone

2.1 Funkcje zmiennej zespolonej

Odwzorowanie f : C D D — C nazywamy funkcjg zespolong. Funkcje rzeczy-
wiste u,v : R2 D D — R okreslone jako

u(z,y) = Re f(x +1y), v(z,y)=Im f(z + iy),
nazywamy odpowiednio czesciq rzeczywistq i urojong funkcji f.

Niech punkt zg bedzie punktem skupienia zbioru D. Méwimy, ze funkcja f
ma granice w punkcie zy réwng c jesli

/\\/ /\ 0<|z—2|<d=|f(2)—cl<e
€e>00>0z2€D

Fakt 2.1. Funkcja zespolona ma w punkcie zo = xo + 1Yo granice ¢ = a + b
wtedy 1 tylko wtedy gdy jej czesci rzeczywista © urojona majqg granice w punkcie
(%0, Yo) rdwne odpowiednio a oraz b.

Méwimy, ze funkcja zespolona f jest ciggla w punkcie zy € D jesli

/\\/ /\ 1z — 2| <6 =[f(2) — f(20)| <e.

e>06>02€D
Fakt 2.2. Ciggtosé funkcji zespolonej w punkcie zg = xo+1iyo jest rownowazna
cigglosci jej czesci rzeczywistej i urojonej w punkcie (o, yo).

Fakt 2.3. Zachodzq analogiczne do przypadku rzeczywistego twierdzenia o
ciggtosci sumy, roznicy, iloczynu @ tlorazu dwdch funkcji ciggtych.

2.2 Pochodna zespolona

Zbior {z € C : |z — z| < r}, gdzie r > 0, nazywamy otoczeniem punktu
zg 0 promieniu r. Dana funkcja zespolona f okreslona w pewnym otoczeniu
punktu zy € C. Moéwimy, ze funkcja ta ma w punkcie zy pochodng réwna
f'(z0), jesli istnieje granica

MVIOESIE)

220 zZ— 2

= f’(Zo)-



Fakt 2.4. Jesli funkcja f ma w zy pochodng, to jest w tym punkcie ciggta.

Fakt 2.5. Zachodzq analogiczne do przypadku rzeczywistego twierdzenia o
pochodnej sumy, roznicy, iloczynu © ilorazu dwdch funkcji rozniczkowalnych.

Fakt 2.6. Jesli funkcja f ma w punkcie zy pochodng f'(zo) oraz funkcja g
ma w punkcie wy = f(zo0) pochodng g'(wy), to superpozycja go f tych funkcji
ma w 2y pochodng rowng

(g0 f)(20) = g'(wo) - f'(20)
Twierdzenie 2.7. Funkcja f ma w punkcie zy pochodng zespolong f'(zy) =
P +iQ wtedy i tylko wtedy gdy funkcje u, v sq rdzniczkowalne w (xg,yo) @ ich
pochodne czgstkowe spetniajq warunki (Cauchy’ego—Riemanna)

0 0 0 0
8_Z($0’y0) = a—Z(iﬁoayo) =P, —8—Z($0,?J0) = a—z(fﬂo,yo) = Q.

Fakt 2.8. Jesli funkcje u, v majg w otoczeniu punktu (o, yo) pochodne czgstko-
we ciggte w tym punkcie © spetniajgce w nim warunki Cauchy’ego—Riemanna,
to funkcja f = u +1v ma w punkcie zy = xg + 1Yo pochodng.

Uwaga. Warunki Cauchy’ego—Riemanna sa réwnowazne réwnaniu

0f _ o . OF _1(0F  0f
g_o, gdzie £—§<% za—y)

Twierdzenie 2.9. Niech funkcja zespolona f ma pochodng w pewnym otocze-
niu punktu zo, cigglq w zo 1 spetniajgcq warunek f'(zo) # 0. Wiedy istnieje
otoczenie U punktu zg na ktorym funkcja f jest jednokrotna oraz otoczenie
V' punktu wo = f(z0) zawarte w f(U). Ponadto funkcja g odwrotna do f,
okreslona na f(U) ma pochodng w punkcie wy i

, 1
g (w0) - f,(zo)'

Uwaga. Pokazemy poézniej, ze istnienie pochodnej zespolonej w otoczeniu
punktu 2y implikuje ciggto$¢ pochodnej w tym otoczeniu.

Moéwimy, ze funkcja zespolona f jest holomorficzna w punkcie zy jesli jest
okre$lona w pewnym otoczeniu tego punktu i ma pochodng w kazdym punkcie
tego otoczenia. Mowimy, ze funkcja f : D — C jest holomorficzna w zbiorze
D jesli jest holomorficzna w kazdym punkcie tego zbioru. Zbiér nazywamy
otwartym jesli wraz z kazdym swoim punktem zawiera pewne jego otoczenie.
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Fakt 2.10. Jesli funkcje u,v majg w zbiorze otwartm D pochodne czgstkowe
ciggte 1 spetniajgce warunki Cauchy’ego—Riemanna, to funkcja f = u + v
jest holomorficzna w D.

2.3 Funkcje harmoniczne

Niech u : R2 D D — R bedzie funkcjg dwukrotnie rézniczkowalng w sposéb
ciaggly na otwartym podzbiorze D C R?. Funkcje u nazywamy harmoniczng
jesli spelnia w D réwnanie

u  u

@—{‘a—yQ—O.

Twierdzenie 2.11. Jesli funkcja holomorficzna f ma ciggtq drugq pochodng

to czesS¢ rzeczywista t urojona funkcyi f sqg funkcjami harmomicznymi. Odwrot-
nie, kazda funkcja harmoniczna jest czeScig rzeczywistq pewnej funkcjyi holo-

morficznej.

Uwaga. Jak pokazemy poézniej funkcja holomorficzna ma pochodne dowol-
nego rzedu, wiec zalozenie o istnieniu i cigglosci drugiej pochodnej mozna
opuscic.

3 Szeregi potegowe

3.1 Ciagi i szeregi funkcji zespolonych

Dany cigg funkcji zespolonych f, : C D D — C. Zbieznos¢ (punktowa)
ciggu (f,) do funkcji f : D — C okreslamy jako zbieznos¢ ciggu liczbowego
(fu(2)) do f(z) w kazdym punkcie z € D. Mowimy, ze ciag (f,) jest zbiezny
jednostajnie na D do funkcji f jesli

AV AN 1Fe) - @) <e

e>0 NeNn>N zeD

Twierdzenie 3.1. Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji ciggtych jest
funkcjq ciggtq.



Twierdzenie 3.2 (Cauchy). Cigg funkcyjny jest zbiezny jednostajnie na D
wtedy 1 tylko wiedy, gdy

AV A Az = fnz)] <

e>0 NeNn>N zeD

Szereg funkcyjny Y > f, nazywamy zbieznym (jednostajnie zbieznym) jesli
zbiezny (jednostajnie zbiezny) jest odpowiedni ciag funkcyjny sum czes-
ciowych.

Fakt 3.3. Suma jednostajnie zbieznego szeregu funkcji ciggtych jest funkcjq
ciqgtq.
Twierdzenie 3.4 (Weierstrass). Dany zbiezny szereg liczbowy Y an.

Jesli dla kazdego z € D i kazdego n, | fn(2)| < an to szereg funkcyjny " o fn
jest zbiezny jednostajnie na D.

3.2 Funkcja dana szeregiem potegowym

Szeregiem potegowym o $rodku w punkcie zg € C i wspétezynnikach a,, nazy-
wamy szereg funkcyjny

o0

Z an(z — 2z)".

n=0

Twierdzenie 3.5. Jesli szereg potegowy jest zbiezny w punkcie z; # 2y to
jest jednostajnie i bezwzglednie zbiezny w kole {z € C : |z — 2| < p} dla
dowolnego 0 < p < |21 — 2.

Whiosek 3.6. Jesli szereg potegowy jest rozbiezny w punkcie zo to jest roz-
biezny w zbiorze {z € C : |z — 25| > |22 — 2|

Najwieksze kolo {z € C : |z — 25| < R}, w ktérym szereg potegowy jest
zbiezny nazywamy kotem zbieznosciszeregu, a jego promien nazywamy promie-
niem zbieznosci tego szeregu.

Twierdzenie 3.7 (Cauchy—Hadamard). Jesli A\ = lim sup {/|a,| to promieri
zbieznosci R szeregu potegowego wyraza sie wzorem

400 dla A=0,
R=< 1/A dla 0< )< 400,
0 dla )\ = +oo.



Twierdzenie 3.8. Szereg potegowy jest funkcjg holomorficzng w swoim kole
zbieznosci a jego pochodna wyraza sie wzorem

[e 0]
Z nan(z — 2)" "
n=1

Whniosek 3.9. Funkcja dana szeregiem potegowym ma w kole zbieznosci
pochodne dowolnego rzedu.

Twierdzenie 3.10 (Abel). Jesli funkcja f dana jest szeregiem potegowym
zbieznym w punkcie brzegowym z; swego kota zbieznosci do sumy s, to istnieje
granicalim,_,,, f(z) = s, gdy z dgzy do z; po dowolnej drodze zawartej miedzy
dwiema dowolnymi cieciwamsi tego kota wychodzgcymi z punktu 2.

Funkcjq pierwotng funkcji zespolonej f : C D D — C okreslonej na zbiorze
otwartym D nazywamy funkcje F' majaca pochodng w D taka, ze F'(z) =
f(z) w kazdym punkcie z € D.

Fakt 3.11. Szereg potegowy posiada w swoim kole zbieznosci funkcje pier-
wotng dang wzorem

4 Calki zespolone

4.1 Calka zwyczajna i krzywoliniowa

Dana funkcja f : R D [a,b] — C zmiennej rzeczywistej o wartosciach ze-
spolonych, catke funkcji f w przedziale [a,b] okreslamy jako odpowiednia
kombinacje catek jej czesci rzeczywistej u i urojonej v

b b b
/fdt:/udt—i-i/ vdt.

Fakt 4.1. Jesli f jest ograniczona i ciggta za wyjgtkiem skoriczonej liczby
punktow to jest catkowalna.



Fakt 4.2. Jesli f jest ciggta w zbiorze wartosci funkcji ¢ : [, f] — R,
maggcej ciggtq pochodng oraz ¢(a)) = a, ¢p(B) =b to

[ 1wa= [ s6meear

Fakt 4.3. Jesli f jest funkcjg catkowalng na [a,b] to takze | f| jest catkowalna

na [a,b] oraz
b b
\/ fdt\S/ £ dt.

Krzywq sparametryzowang regularng v nazywamy odwzorowanie z : [a, b] —
C majace ciagly i nieznikajaca pochodna. Krzywa przeciwng do krzywej
v nazywamy krzywa okreslona odwzorowaniem z; : [—b,—a] — C danym
wzorem 2z (t) = z(—t) i oznaczamy —~. Jesli f jest funkcja ciagla na obrazie
krzywej to liczbe

/ﬁ dz = / )20 dr

nazywamy catkq krzywoliniowq funkcji f wzdtuz krzywej sparametryzowane;j
v. Definicje catki krzywoliniowej mozemy uog6lni¢ na krzywe kawatkami
regularne.

Fakt 4.4.

(a) fy(a1f1 + azfa)dz = ay f7 fidz + ay f7 fadz,
() f71+72 fdz= fw fdz+ fvz fdz
(c) fﬂfdz = —fvfdz.

Dwie krzywe sparametryzowane regularne v i 4 okreslone funkcjami z :
[a,b] = C i Z : [o, B] — C nazywamy rownowaznymi jesli istnieje rosngca
surjekcja ¢ : [, 5] — [a, b] majaca ciagla pochodng oraz Z = z o ¢.

Fakt 4.5. Catki krzywoliniowe tej samej funkcji wzdtuz drdg rownowaznych
sg rowne.



Fakt 4.6. Jesli M jest kresem gornym funkcji | f| na obrazie krzywej v to

[ e <,
0l

gdzie |7y| oznacza dlugosé krzywej

7l =[y\dz\ = /ab\z'(t)|dt.

Fakt 4.7. Jesli cigg (f,) funkcji ciggltych na krzywej reqularnej vy jest jed-
nostagnie zbiezny na v do funkcji f to

/fdz = lim [ f,dz.

v 0y

Twierdzenie 4.8. Funkcja zespolona f ciggta w zbiorze otwartym D ma w
nim funkcje pierwotng F witedy 1 tylko wtedy gdy dla dowolnej zamknietej
krzywej regularnej v przebiegajgcej w D mamy f7 fdz = 0. Wtedy tez dla
dowolnej krzywej yap tgczqcej punkty A, B € D i przebiegajgcej w D

/ fdz = F(B) — F(A).

4.2 Twierdzenie Cauchy’ego

Lemat 4.9 (Goursat). Jesli funkcja f jest holomorficzna w zbiorze ot-

wartym D to catka funkcji f wzdtuz brzegu dowolnego trajkgta zawartego w
D znika.

Twierdzenie 4.10 (Cauchy). Dany ograniczony zbidr otwarty D o brzegu
0D sktadajgcym si¢ ze skoriczonej liczby krzywych zamknigtych kawatkami
reqularnych. Jesli f jest holomorficzna w domknieciu D = DU 0D zbioru D
to
fdz=0.
oD

Uwaga. Krzywe zamkniete sktadajace sie na brzeg obszaru D sa zorientowane
dodatnio, tzn. przy obiegu krzywej obszar D jest po lewej stronie.



Twierdzenie 4.11 (Wzér catkowy Cauchy’ego). Dany ograniczony zbior
otwarty D o brzequ 0D sktadajgcym sie ze skoriczonej liczby krzywych zamknig-
tych kawatkami regularnych. Jesli f jest holomorficzna w D jej wartosé w
dowolnym punkcie z € D wyraza sie catkq

1 f(¢) d¢

@)= o [ 1

T i Jyp C—2

Twierdzenie 4.12 (Rozwijalno§é¢ funkcji holomorficznej w szereg
potegowy). Dany ograniczony zbior otwarty D o brzequ 0D sktadajgcym
sie ze skoniczonej liczby krzywych zamknietych kawatkamsi regularnych. Jesli
f jest holomorficzna w D to jest rozwijalna w otoczeniu kazdego punktu
20 € D w szereg potegowy zbiezny w kole o Srodku zy, ktdorego promien jest
nie mniejszy niz odlegtosé punktu zy od brzegu zbioru D. Wspdtczynniki
rozwiniecia dane sqg wzorem

_ @) _ 1 [ L
oD

nl 2w

Uwaga. W powyzszym wzorze kontur catkowania 0D mozemy zastapi¢ brzegiem
kota zawartego w D o $rodku w z;.

Whniosek 4.13. Funkcja holomorficzna w zbiorze otwartym D ma w kazdym
punkcie tego zbioru pochodng dowolnego rzedu.

Twierdzenie 4.14 (Morera). Jesli f jest funkcjq ciggtq w zbiorze otwartym
D i calka funkcji f wzdtuz dowolnej krzywej zamknietej zawartej w D znika,
to f jest funkcjg holomorficzng w D.

Wnhniosek 4.15 (Nieréwno$ci Cauchy’ego). Niech funkcja f bedzie holo-
morficzna w kole domknietym {z € C : |z — 2| < R} i niech jej modut nie
przekracza w tym kole wartosci M. Wtedy wspotczynniki a, rozwiniecia f w
punkcie zy spetniajg nierownosci

M
Twierdzenie 4.16 (Liouville). Funkcja holomorficzna na C i ograniczona
jest funkcjq statq.
Twierdzenie 4.17 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian
w(z) = apz" + -+ a1z + ag, a; € C, a, # 0 ma w C doktadnie n miejsc
zerowych liczgc z krotnosciams.
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Twierdzenie 4.18 (Weierstrass). Dany ciqg (f,) funkcji holomorficznych
w zbiorze otwartym D zbiezny niemal jednostajnie w D. Wtedy granica f
ciggu (fn) jest funkcjg holomorficzng w D oraz dla kazdego m € N cigg
pochodnych ( fém)) jest zbiezny do ™. Ponadto zbieinosé ciggu pochodnych
jest rowniez niemal jednostajna w D.

5 Szereg Laurenta i residua

5.1 Szereg Laurenta

Szeregiem Laurenta o §srodku w punkcie z; € C i wspotczynnikach a, € C,
gdzie n € Z, nazywamy szereg postaci

+o0
Z an(z — 2)".
—oQ
Szereg potegowy
+oo
S (e — 200"
n=0
nazywamy czesciq reqularng szeregu Laurenta, a szereg potegowy
“+00
P —r
n=1 (Z o Z())"
nazywamy czescig gtowng szeregu Laurenta. Zbiezno$¢ szeregu Laurenta
definiujemy jako zbieznos¢ jego czesci regularnej i czesci gtéwnej jednoczesnie.
Fakt 5.1. Szereg Laurenta jest zbiezny w pierscieniu r < |z — zo| < R, gdzie
r =limsup {/|a_,|, R = (limsup ¥/|a,|)"}, oraz przedstawia w nim funkcje
holomorficzng.
Twierdzenie 5.2. Jesl funkcja zespolona f jest holomorficzna w pierscieniu
r < |z — 29| < 1y to f jest rozwijalna w szereg Laurenta o Srodku w zy i
wspotczynnikach
1 f(z)dz

Ap =

= — ——————, nEL,
2mi Jowy (2 — 20)™

gdzie C(r) jest dowolnym okregiem o Srodku w zy i promieniu r takim, Ze
r<r<rs.
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5.2 1Izolowane punkty osobliwe

Punkt zy nazywamy punktem osobliwym izolowanym funkcji zespolonej f jesli
funkcja f jest holomorficzna w pewnym sasiedztwie 0 < |z — 29| < p tego
punktu.

Fakt 5.3. Jesli zy jest punktem izolowanym osobliwym funkcji f to w pewnym
sgsiedztwie 2y funkcja ta jest rozwijalna w szereg Laurenta.

Jesli czesé gltowna rozwiniecia w szereg Laurenta w sasiedztwie punktu izo-
lowanego osobliwego 2, znika, to zy nazywamy punktem pozornie osobliwym.

Fakt 5.4. Funkcja f holomorficzna w pewnym sgsiedztwie punktu zo ma
0sobliwosé pozorng w tym punkcie witedy @ tylko witedy gdy istnieje granica
lim,,,, f(2).

Fakt 5.5. Jesli funkcja f jest holomorficzna © ograniczona w pewnym sqgsiedztwie
punktu zy to ma w tym punkcie 0sobliwosé pozorng.

Jesli czes¢ gtowna rozwiniecia w szereg Laurenta ma postaé

k
a_n
E —_ _ 0
(Z—Zo)n, a k% )

n=1
to 2o nazywamy biequnem rzedu k.

Fakt 5.6. Funkcja f holomorficzna w pewnym sgsiedztwie punktu zo ma w
tym punkcie biegun rzedu k wtedy @ tylko witedy gdy istnieje niezerowa granica

lim, ,,,(z — 20)F f(2).

Moéwimy, ze funkcja f jest meromorficzna w punkcie zy € C, gdy jest holo-
morficzna w sasiedztwie tego punktu i punkt zy jest punktem pozornie osobli-
wym lub biegunem funkcji f. Jesli f nie znika w tozsamo$ciowo w zadnym
sasiedztwie tego punktu to mozemy ja rozwingé¢ w szereg Laurenta postaci

o0

Zan(z —20)", ap#0,

n=>~_

gdzie ¢ jest liczba catkowita nazywang rzedem funkcji f w punkcie zp.
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Twierdzenie 5.7. Na to, by funkcja f byta meromorficzna w punkcie zy @
miata w tym punkcie rzqd £, potrzeba i wystarcza, by w pewnym sqsiedztwie
Q punktu zo data sie na przedstawi¢ w postaci

f(2) = (z — 20)°h(2),

gdzie h jest funkcjg holomorficzng w otoczeniu QU{zo} i ré62nq od 0 w kazdym
punkcie tego otoczenia.

Jesli czes¢ glowna rozwiniecia w szereg Laurenta w sasiedztwie punktu izo-
lowanego osobliwego 2z, ma nieskonczenie wiele wyrazow réznych od zera, to
zo nazywamy punktem istotnie osobliwym.

Twierdzenie 5.8 (Casorati-Sochocki-Weierstrass). Zbior wartosci przyj-
mowanych przez funkcje f w dowolnym sqsiedztwie Q) jej punktu istotnie os-
obliwego zy lezy wszedzie gesto na plaszczyinie, tzn. dla dowolnego € > 0 ¢
dowolnego w € C istnieje takie z € Q, Ze |f(z) — w| < e.

5.3 Residuum funkcji

Jesli funkcja zespolona f jest holomorficzna w pewnym sasiedztwie punktu 2z
to residuum funkcji f w tym punkcie nazywamy wspotczynnik a_; rozwiniecia
w szereg Laurenta funkcji f w 2 i oznaczamy res,, f.

Fakt 5.9. Jesli funkcja f ma w zy biegun rzedu k, to

res,, [ = ﬁ zll>nzlg [(z — zo)kf(z)] (k=1)

Twierdzenie 5.10. Dany ograniczony zbior otwarty D o brzegu 0D sktada-
Jacym si¢ ze skoniczonej liczby krzywych zamknigtych kawatkams regularnych.
Jesli f jest holomorficzna w D poza skoriczong iloScig punktow zq, z9, ...,

zp lezgeych w D to ,
/ fdz=2m Z res,, f.
oD k=1
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6 Punkt w nieskonczonosci

6.1 Sfera Riemanna

Rozpatrzmy w R? sfere S = {(£,n,¢) € R? : £24-n?+¢? = (} majaca srednice
1 i styczna do plaszezyzny ¢ = 0 (identyfikowanej z C) w poczatku ukladu
wspo6lrzednych. Obrazem sferycznym Z = (€,7,() € S punktu z = z+iy € C
nazywamy punkt przeciecia sfery i prostej taczacej z i punkt P = (0,0,1) € S

__ = _ Y _
€_1+|z\2’ n_l-i-\z\?’ C_1+\z|2'

Odwzorowanie to (rzut stereograficzny) ustala wzajemnie jednoznaczna odpowied-
nio$¢ zbiorow C i S\ {P}

_&+in

=1-¢
Plaszczyzne C uzupelniamy nowym punktem oznaczanym oo przyporzad-
kowanym w rzucie stereograficznym punktowi P.

Méwimy, ze ciag zespolony (z,) ma granice oo jesli ciag jego obrazéw sfe-

rycznych dazy do P, czyli
AV A lal>ER

R>0 NeENn>N

6.2 Zachowanie sie funkcji w punkcie oo

Jesli funkcja zespolona f jest holomorficzna w sasiedztwie R < |z| < oo,
punktu oo, to wowczas funkcja f(1/z) jest holomorficzna w sasiedztwie 0 <
|z| < 1/R punktu 0.

Méwimy, ze funkcja f holomorficzna w pewnym sasiedztwie punktu oo ma w
nieskoriczonosci (i) punkt regularny, (i) biegun rzedu &, (iii) punkt istotnie
osobliwy — zaleznie od tego, czy funkcja f(1/z) ma w punkcie 0 osobliwosé
usuwalna, biegun rzedu k, czy punkt istotnie osobliwy. W rozwinieciu w
szereg Laurenta funkcji holomorficznej w sadsiedztwie punktu oo

Z(an + Zn’
n=0
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pierwszy szereg jest czeScia osobliwg a drugi czescig regularng.

Residuum w nieskoriczonos$ci funkcji f holomorficznej w sasiedztwie oo nazy-
wamy liczbe —a_; jej rozwiniecia w szereg Laurenta o Srodku w oo i oz-
naczamy resq f.

Fakt 6.1. Jesli funkcja f jest holomorficzna w sgsiedztwie R < |z| < oo

punktu oo to
1
reSeof = — / fdz,
27 —C(r)

gdzie C(r) jest dowolnym okregiem o Srodku w 0 i promieniu r > R.

Twierdzenie 6.2. Jesli funkcja zespolona f jest holomorficzna w C za wy-
Jjatkiem skorniczonej liczby punktow to suma jej residudw, tgcznie z residuum
w nieskoniczonosci, jest rowna zeru.
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