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Krzywe i Ptaty Béziera

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod
adresem

http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/uwm
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Splajny

® Krzywe Béziera

4+ Pierre Bézier — Renault: 1968, 1974
+ Paul de Casteljau — Citroén: 1959, 1963

® B-splajny (Isaac Jacob Schoenberg 1946)
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Krzywe Béziera trzeciego stopnia
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Krzywe Béziera trzeciego stopnia

® ¢(u) = Bo(u)po + Bi(u)p1 + Bz(u)p2 + Bs(u)ps, gdzie
e Bi(u) = (3)ui(1 — u)®>~* — wielomiany Bernsteina,
& Krzywe Béz ny _ ~m_ __ nl

3 ezywe Bézers (") =cCn e — symbol Newtona

“ Splajn TBC
% Krzywe Béziera

(1—u), Bi(u) = 3u(l —u)?
= 3u?(1l —u), Bs(u)=1u?

+ 4+ 4
e T I
==
I

dowolnego stopnia 2lu
% Powierzchnie 3 3 ) 3, 3

7 _ - —1 -
zevz\lljr;aierne krzywe Z BZ (U) - Z (’i)uz(a B ’U,) — (U T (1 o U)) =1

Béziera 1=0 1=
+ Bryta obrotowa
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Wielomiany Bernsteina (stopnia 3)
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Wielomiany Bernsteina (stopnia 3)

% Splajny / . / . /
By(0) = =3, B1(0) =3, By
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Algorytm de Casteljau

“* Splajny

% Krzywe Béziera

% Algorytm de
Casteljau

“ Krzywe Béziera
sklejane

“ Splajn TBC

% Krzywe Béziera
dowolnego stopnia
% Powierzchnie
Béziera

“ Wymierne krzywe
Béziera

+ Bryta obrotowa

9/41



Algorytm de Casteljau (v = 1)
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i + Pit1 Ti + Tiv1 80T S1
ry = 9 y  Si — ’ to = a0

2 2
(1/2) =ty = ! —I—3 —|—3 —I-1
q =10 = 8]90 82?1 8p2 8]93
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Podziat krzywej

Twierdzenie 1. Niech q(u) bedzie krzywg Béziera o punktach
kontrolnych py, p1, p2, p3. Wtedy q1(u) = q(u/2) bedzie
Krzywg Beziera o punktach kontrolnych py, ro, so, to,

¢ (u) = q((u+ 1)/2) bedzie krzywg Béziera o punktach t, s,
T2, D3-
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Zageszczanie (recursive subdivision)
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Twierdzenie 2. Niech q(u) bedzie krzywg Béziera o punktach
kontrolnych pg, p1, p2, p3. Wtedy ¢1(u) = q(uou) bedzie
Krzywg Béziera o punktach kontrolnych py, ro, so, to,

q2(u) = q(ug + (1 — up)u) bedzie krzywg Beziera

0 punktach ty, s1, r2, p3.
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Renderowanie krzywych Béziera w postaci

ciggu odcinkow prostych

lg(3) — (o +p3)| <&, 2
Ipo — p1 — p2 + p3|? < (8¢/3)2,
P1,P2 =& pPopP3
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Witasciwosc¢ otoczki wypuktej
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Krzywe Beéziera sklejane
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Zagadnienie interpolacji

% Splajny ® Dane sg punkty pg,...,pm I WeZY ug, ..., Upn.
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Kroywa ocinkowoviclom ogo stopr
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Splajny Catmulla-Roma

“‘Sp'ai”VB ® Danesgpunkty F,...,Piweztyu; =idla:=0,...,m.
% Krzywe Béziera Ty .

o Algorytm de ® Okresli¢ parametryzowana krzywa ¢(u) tak, zeby

a S q(7) = Fdlai=1,...,m— 1.

® Krzywa Catmull-Rom sktada sie z m — 2 krzywych
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Splajny Catmulla-Roma
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+ Bryta obrotowa Figure VII.22: Defining the Catmull-Rom spline segment from the point p;

to the point p;r1. The points p;, p;, and p;r are collinear and parallel to
Pi+1 — Pi—1. The points p;, P; , P, and piy1 form the control points of a
degree three Bézier curve, which is shown as a dotted curve.

1 1
li = §(pi+1 —pi-1), P =pit gli
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Syngularnosc¢ splajnu Catmulla-Roma
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Figure VII.23: Two examples of Catmull-Rom splines with uniformly spaced
knots.
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Splajn TBC

Tension-Bias-Continuity, (Napiecie-Skos-Gtadko$¢).

Whptyw na punkty kontrolne p:-.

Pochodne w koncach przedziatu:
q(ui)—q(uw) _ 9

Dgq; = limy, sy, — Uy — (pi

Dl = limy sy, 24=0 = 3(p]

U—uy

p; =pi+3Dq, p; =pi — 5Dq;

Catmull-Rom: Dgq; = Dq;r — %v-
,Uq:_% — Pi — Di—1-

fL_

_pi—),

—Pz')-

1
! + U4

1
2

, gdzie
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Napiecie t

® (<1, (Catmull-Romt =0).
— + B l l .
® Dg =Dqg"=(1-1) (22)@-_% + 2Ui+%), gdzie
V,_1 = Pi — Pi—1-

1
=3

t=1/2 t=—1/2

Po e e D¢

P1 Ps

Figure VII.26: The effects of the tension parameter.
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Gtadkosc¢ c

Dla krzywej klasy C*! parametr ¢ = 0.
Dla —1 < ¢ < 0 pochodnia w u; nie jest ciggta.

qu _ 1_CU- % i 1—2|—C,U Dq:_ _ 1—2|—cvi_% i 1_CU

gdzie Vil = Pi — Pi-1

it

Po e e Ps6

P1 Ps

Figure VII.27: The effects of the continuity parameter.
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- + _ 1+b 1—-b
® Dg =Dgqg'" = U, %—F—Q UH_%,
® (Qdzie V,_1 =DP; — Pi—1
b=1/2 b=—1/2
Po e
P1 Ps

Figure VII.28: The effects of the bias parameter.

e Ps
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Krzywe Beziera dowolnego stopnia
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sz Z Bf(u) =Y (k> w1 —u)f = (ut+ (1-w) =1,
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Krzywe Beziera dowolnego stopnia
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(c) Degree eight
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Podwyzszenie stopnia
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Powierzchnie Beéziera trzeciego stopnia
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Przekroj powierzchni Béziera
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O q(u,v)zzzjo B;(u)

3
® =) Bj(v)pi,ja Sj = %Bi(u)pi,j
7=0 1=
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.
NN
@)
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Graniczne linie powierzchni Beziera
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Pochodne czgstkowe powierzchni Beziera
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% Krzywe Béziera _ ) A
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32/ 41



“* Splajny

% Krzywe Béziera
< Algorytm de
Casteljau

“ Krzywe Béziera
sklejane

“ Splajn TBC

% Krzywe Béziera
dowolnego stopnia

< Powierzchnie
Béziera

“ Wymierne krzywe
Béziera

+ Bryta obrotowa

Sklejane powierzchnie Beziera

P3,3 = To,3

Po0,0
P3,0 = T0,0

I'3o
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Wymierne krzywe Beziera

% Splajny D; = (:Ij LY L2 w)!
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< Algorytm de N

Casteljau — )
u) = E B (u

“ Krzywe Béziera q( ) () ( )p [

sklejane )
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dowolnego stopnia ® wspotrzedna w pozwala na powiekszenie wagi punktu
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Béziera kontrolnego
e modelowanie krzywych stozkowych
% Bryta obrotowa ® rzut perspektywiczny krzywej wymiernej jest zawsze

Krzywg wymierng
® punkty kontrolne mogg by¢é umieszczone
W nieskonczonosci
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Powiekszenie wagi punktu kontrolnego
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Okrag
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(( 2u(l —u) (1 —u)? u2)
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1 —u)?2+u?’ (1 —u)?+ u?
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Krzywe stozkowe

ilejjv:: o Twierdzenie 3. Niech Ty i Ty bedg stycznymi do krzywej |
& Algorytm de stozkowej C' w punktach pg i p2, p1 bezie punktem przeciecia
Ca;::;’;‘; Siiora Ty i Ty. Wtedy istnieje waga w > 0 taka, ze wymierna krzywa
sl Beziera o punktach kontrolnych (pg : 1), (p1 : w), (p2 : 1)

e e generuje odcinek krzywej C pomiedzy po a ps.
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< Powierzchnie
Béziera

“ Wymierne krzywe P1 °
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Krzywe stozkowe
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Potokrag jako krzywa trzeciego stopnia
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Okrag o promieniu 2

Po

(po, p1,p2) — (Py = Mpo,p] = Mp1,p5 = Mps)

—(0,1,1)
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Bryta obrotowa
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