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Geometria 3D

Przestrzen liniowa R Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod adresem

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP3* http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/uwm
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http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/uwm

Przestrzen liniowa R3

“» Wektory

“ lloczyn skalarny

% lloczyn wektorowy

“ Baza

% Przeksztatcenia liniowe
< Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen liniowa R’

Przestrzen rzutowa RP>*
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Definicja wektora

Przestrzen liniowa > ® Wektorem nazywa sig skierowany odcinek.
» Wektory

lloczyn skalarny

R R
“‘ |

% lloczyn wektorowy

% Baza

% Przeksztatcenia liniowe
“ Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R A

Przestrzen rzutowa RP>*

Kierunek wektora pokazuje strzatka.
Punkt A jest poczgtkiem wektora
Punkt B jest koncem wektora

Oznaczenie: a — AD
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Przestrzen liniowa R>

» Wektory
lloczyn skalarny

R R
“‘ |

% lloczyn wektorowy

% Baza

% Przeksztatcenia liniowe
“ Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

Rownosc wektorow

O AB\ — AlB{ — a jezeli ABB; A, jest rownolegtobokiem:

Ay :
| Bl

® Relcja rownosci wektordw jest relacjg rownowaznosci:

4+ a = a (symetryczna)
4+ a=b= b= a (zwrotna)
4+ a=bb=c= a=c (przechodnia)

® Nie odrozniamy rownych wektorow
+ kazdy wektor moze sie zaczgé w dowolnym pinkcie
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Przestrzen liniowa R>

» Wektory
lloczyn skalarny

R R
“‘ |

% lloczyn wektorowy

“ Baza

“ Przeksztatcenia liniowe
% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

Wektory, cd

ten sam zwrot.

® Dwa wektory sg niezgodnie kolinearne (wspofliniowe), jezeli sg rownolegte

| majg przeciwne zwroty.

|AB| = |a| = [|a|

® wekior nazywa sie zerowym, jesli jego poczatek i koniec sie

pokrywaja: AA = 0

Dwa wektory sg zgodnie kolinearne (wspofliniowe), jezeli sg rownolegte | majg

Dtugos¢ odcinka AB, przedstawiajgcego wektor a, nazywa sie jego dfugoscig
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Dodawanie wektorow

Przestrzen liniowa R® ® Sumgwektordw a i b nazywa sie wektor a + b, otrymany z tych wektoréow
bl badz rownych im wektorow jak na ponizszym rysunku

“ lloczyn skalarny

* lloczyn wektorowy

+ Baza

+ Przeksztatcenia liniowe

.w
% Katy Eulera b
Przestrzen afiniczna R o )( b
Przestrzen rzutowa RP>*
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Dodawanie wektorow przemienne i taczne

Przestrzen liniowa R> ® a-t b=> + a
“ lloczyn skalarny

* lloczyn wektorowy

< Baza

+ Przeksztatcenia liniowe

“ Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

® (a+b)+c=a+(b+c)
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Odejmowanie wektorow

Przestrzen liniowa R ® Wektor a — b — jest wektorem, suma ktérego z b
“ lloczyn skalarny

a—>b

* lloczyn wektorowy

< Baza
< Przeksztatcenia liniowe
“ Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Mnozenie wektora przez liczbe (skalowanie)

Przestrzert liniowa R ® lloczynem wektora a i liczby A € R jest wektor \a

% lloczyn skalarny 4 ’)\a’ — ’)\’ . ’a,’

| ey eidorony + Jaia sa zgodnie kolinearne, jezeli A > 0 oraz niezgodnie kolinearne,
+ Przeksztatcenia liniowe gdy A <0

“ Katy Eulera 4 O ca=0

Przestrzen afiniczna R

® \(ua)=(Iu)a

Przestrzen rzutowa RP>*

(AN p)a = Aa + na
® \Na+b)=Xa+ )b

)\a,)\.’__<0 a )\CL,)\>O
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Przestrzen liniowa R>

» Wektory
lloczyn skalarny

R R
“‘ |

% lloczyn wektorowy

“ Baza

“ Przeksztatcenia liniowe
% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

Kombinacje liniowe wektorow

® Niech dany bedzie uktad wektorow { a,...,a, } oraz wagi (liczby

rzeczywiste) Oly.o., O

® Wektor

a=ojay + -+ apag

nazywa sie kombinacjg liniowg wektorow a, . .., ay.
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lloczyn skalarny wektorow

Przestrzen liniowa ® lloczynem skalarnym wektorow a i b jest liczba:
“ Wektory

4+ a-b=aob=ab=|allb|cosyp
% lloczyn wektorowy

4 Baza m pjestkatemmiedy aib

% Przeksztatcenia liniowe
< Katy Eulera

® ab=>ba

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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lloczyn skalarny wektorow

a’ = aa = |al?

(Aa)b = A(ab)
(@ +b)c =ac+ bc

ab=0 <= a L b albo jeden z wektorow jest zerowy

__a'b
COS L = Tal o]

Przestrzen liniowa R>

“ Wektory

* lloczyn skalarny

% lloczyn wektorowy

“ Baza

“ Przeksztatcenia liniowe

% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

m normalizacja: a — 2

laf

® OpenGL (GLSL):

4 dot (a, b)
4 normalize (a)
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Rzut prostopadty wektora na prosta

Przestrzen liniowa R” ® Rzut (projekcja) wektora a na prostg jest wektor a’, ktérego poczatkiem jest
<+ Wek A -

rzut poczatku wektora a na prostg, a koncem — rzut konca wektora a na te
% lloczyn wektorowy prOStat.

#Baza ® |e|]=1,wéwczasa' = (a-e)e

< Przeksztatcenia liniowe
< Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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lloczyn wektorowy

Przestrzen liniowa R3 [ ) a X b = C = —b X a
“ Wektory

% lloczyn skalarny 4+ c | (CL, b)

_ -
e + |c| = |al|b|sing
% Przeksztatcenia liniowe 4+ (CL, b, C) > ()

“ Katy Eulera ;
® Pole rownolegtoboku

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP3* AC = a X b
b
% _
a

allb <= axb=0

(Aa) x b= A(a x b)
(a+b)xc=axc+bxc
OpenGL (GLSL): cross (a, b)
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Przyktad

Przestrzen liniowa R> ® Niech ’C’ — 1
< Wekt . . . s s . .
oo ® Mnozenie wektorowe przez ¢ dziata na ptaszczyznie prostopadtej do ¢ jak

% lloczyn skalarny

obrét o 5

< Baza
< Przeksztatcenia liniowe
% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Wspotrzedne wektora wzgledem bazy

Przestrzeri liniowa R® ® Niech dane bedg trzy niezerowe, niekomplanarne wektory e, es, es. Wtedy
“ Wektory . . ;o . . .

sl kazdy wektor a moze zostac jednoznacznie przedstawiony jako suma

% lloczyn wektorowy X

% Przeksztatcenia liniowe
< Katy Eulera <
® Wektory eq, es, ez nazywane sg bazg przestrzeni wektorow.

® Liczby z, y, 2 nazywane sg wspotfrzednymi wektora a w bazie eq, ez, e3.
X

® a=|y| =(z,9,%)
Z

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Przyktady

Przestrzen liniowa R> ()

+ Wektory \ bl a

“ lloczyn skalarny

% lloczyn wektorowy —
< Przeksztatcenia liniowe \

< Katy Eulera \

Przestrzen afiniczna R3 \

By
By A‘
As

Ao

Przestrzen rzutowa RP>*

B3

Ay
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Dziatania liniowe na wektorach

Przestrzen liniowa R ® Niech dana bedzie baza eq, es, e3
% Wektory
% lloczyn skalarny La Ly Lq + L
% lloczyn wektorowy _ —
* atb=Ava | E W |=|VvaEm
< Przeksztatcenia liniowe Za Zh Za + Zh
% Katy Eulera T )\ T

a a
Przestrzen afiniczna R3 4 )\CL — )\ J — )\ya

— a —

Przestrzen rzutowa RP3* > )\ >

a a
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Baza kartezjanska

Przestrzert liniowa R” ® Baza kartezjanska: ,j,k
“ Wektory

< lloczyn skalarny <+ ‘z| — |]| — |k;| —1

% lloczyn wektorowy . . .

¢ tlglkla

< Przeksztalcenia liniowe 4+ (i,j, I{:) > (

% Katy Eulera

@ a=u,t+Y,J+ 2.k=(ar)i+ (aj)j + (ak)k

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Przestrzen liniowa R3
% Wektory
% lloczyn skalarny

% lloczyn wektorowy

< Przeksztatcenia liniowe
% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

Dziatania metryczne w bazie kartezjanskiej

’i2:j2:k2:1
ij = kj =ik =0

4+ ab=x,Tp + YaYb + 2a2b

1xt1t=93x3=kxk=0
jxi:—k,kxj:—i,’l:Xk:—j

. axb:(ya Za| _|¥a | |Ta
Yo <b Ly Zb| |Th
T 7 k

4+ axb=|zr, Y. 2z
Tp Yb Zb

Ya
Yb

)
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Zmiana bazy

Pr\zNesgzeﬁ liniowa R ® Niech dane bedg dwie bazy: £ = {e1,ez,e3 } oraz F = { f1, f2, f3 }. Wiedy

s Wektory

+# lloczyn skalarny + Wektory (e1, ez, e3) majg jednoznaczne roztozenie po bazie (fi1, fz2, f3):

% lloczyn wektorowy f

e1 = a11 f1 + a1 f2 + a3 fs,

i;jk,:jlt:::ema niowe § €2 = aizf1 + axnf2 + az fs,

Przestrzen afiniczna R3 LE3 — a13f1 + CL23f2 + a33f3-

Przestrzen rzutowa RP3* 4+ (61 €9 83) — (fl _f2 f3) A, gdZie A jeSt maCierZQ kolumn

wspotrzednych wektorow £ w bazie F
'CUCL xa
+ wektor a w bazie F bedzie miat wspotrzedne A | y, |, gdzie | vy, | —

ZCL ZCL

jego wspotrzedne w £.
+ A nazywa sie macierzg przejscia od £ do F (zmiany bazy)
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Zmiana bazy. Uwagi

AR 3 —
T ® (e1 e2 e3)=(f1 fa fs3)A <= (fr f2 fs)=(e1 ez e3) A,
& lloczyn skalarny gdzie A~! jest macierza odwrotna.

# lloczyn wektorowy ® Jezeli obie bazy sg kartezjanskie, to macierz przejscia jest ortogonalna

% Przeksztalcenia liniowe + wektory-kolumny sg jednostkowe | wzajemnie prostopadte

< Katy Eulera
m to samo dotyczy wierszy

Przestrzen afiniczna R

Przesirze rzutowa RP** + dla macierzy ortogonalnych A=1 = A?
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Przeksztatcenia liniowe

Przestrze liniowa R* ® Niech dane bedg: uktad wektorow £ = { ey, es, e3 } oraz
“ Wektory
& lloczyn skalarny baza F = { f1,f2,f3}, (ex e2 e3)=(f1 f2 f3)A.
% lloczyn wektorowy p .. . .
o Basa + przekwsztafceniem liniowym nawyza sig odwzorowanie
Lq
* Katy Eulera a = ya — Ta€1 + ya,ez _I_ 2,63
Przestrzen afiniczna R> >
a
Przestrzen rzutowa RP3* Ty
4+ wspotrzedne wektora a po przeksztatceniu bedg rowne A | y,
ZCL

4+ A nazywa sie macierzg przeksztatcenia
4+ wynik przeksztatcenia zapisuje sie Aa
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Przestrzen liniowa R3
% Wektory
% lloczyn skalarny

% lloczyn wektorowy
“ Baza

< Przeksztatcenia liniowe

% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

Przeksztatcenia liniowe. Uwagi

® macierz A sktada sie z kolumn — wspotrzednych uktadu £ w bazie F

® macierz A sktada sie z kolumn — wspotrzednych wektorow bazy F po
przeksztatceniu

® jezeli macierz A jest odrwacalng, to £ tez jest bazg oraz przeksztatcenie
liniowe zgada sie z zamiang bazy &€ — F

® przeksztatcenie ¢ : R” — R” jest liniowym wtedy i tylko wtedy, gdy

1. dla dowolnych dwéch wektoréw a, b spetniono ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b)
2. dla dowolnego wektoru a oraz dowolnej liczby rzeczywistej A spetniono

¢(Aa) = Ao(a)
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Przeksztatcenia liniowe. Zmiana bazy*

Przestrzert liniowa R” ® Niech dane bedg dwie bazy: £ = {e1,ez,e3} oraz F ={ f1, f2, f3 },
< Wektor

~:0lloczyn);kalarny (61 €2 63) - (f]- f2 f3) T

# lloczyn wektorowy ® Niech przeksztatcenie liniowe bedzie dane w bazie £ macierzg A

* Daza @ Witedy w bazie F to przeksztatcenie dane bedzie macierzg T AT !

< Przeksztatcenia liniowe

% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Przestrzen liniowa R>

% Wektory

“ lloczyn skalarny

“ lloczyn wektorowy

+ Baza

|+ Przeksztafcenia liniowe |

< Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

Obrot

(0,1)
_- ‘
(—sin @, cos 6) ./ (cos 8, sin )
.
.'. .' ...
_. 27\
0 .:j??_ 4 °
e ) (0, 0) (1,0)

Figure I1.5: Effect of a rotation through angle #. The origin 0 is held fixed by
the rotation.

cosf) —sind
sinf) cosf

Ry =
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Skalowanie

Przestrzen liniowa R> )\ O
< Wektory S Ao — 1

1,72 O )\
% lloczyn skalarny 2
% lloczyn wektorowy
“ Baza

< Przeksztatcenia liniowe

% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Mnozenie przeksztatcen

Przestrzen liniowa R ® Niech dane bedg dwa przeksztatcenia liniowe: A oraz B

“ Wektory . z . . .
sl ® lloczynem (superpozycjg) przeksztatcen A o B jest przeksztatcenie liniowe
% lloczyn wektorowy AB(CI,) S A(BCL)

“ Baza

+ Macierzg A o B jest macierz AB

< Katy Eulera

s Dlatego zamiast A o B bedziemy pisa¢ AB

Przestrzen afiniczna R

2 3 . . " I
Crzostzen ruiowa BE ® Macierza przeksztatcenia odwrotnego do A jest macierz A~1

Twierdzenie 1. Kazde przeksztatcenie liniowe mozna roztozy¢ w iloczyn obrotu
oraz skalowania (o réznych wspotczynnikach)

Twierdzenie 2. Kazde przeksztafcenie liniowe sztywne, ktore nie zmienia
orientacji, jest obrotem
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Obrot 3D

Przestrzen liniowa R>

% Wektory

“ lloczyn skalarny
“ lloczyn wektorowy
+ Baza

< Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

Figure I1.14: The vector v being rotated around u. The vector v; is v’s
projection onto u. The vector vs is the component of v orthogonal to u. The
vector vg is vy rotated 90° around u. The dashed line segments in the figure
all meet at right angles.
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Przestrzen liniowa R3
% Wektory
% lloczyn skalarny

% lloczyn wektorowy
“ Baza

< Przeksztatcenia liniowe

% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*

Macierz obrotu 3D

® Obrot dookota osi wychodzacej z poczatku uktadu wspotrzednych w kierunku
u = (uy,u2,us) 0 kat 4 stopni.

(1 —c)uf +c (1 — c)urus — sug (1 — c)ujus + sus
(1 — c)urus + sus (1 —c)us +c (1 — c)uoug — suq | ,
(1 — c)uius — sus (1 — c)usus + su (1 —c)u3 +c

gdzie ¢ = cos 0, s = sin 6.
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Przyktad

Prestizeri liniowa R” ® Obrot odwzorowujacy osie x — y — z — u
“ Wektory

% lloczyn skalarny
% lloczyn wektorowy
“ Baza

% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Katy Eulera: odchylenie, pochylenie, przechylenie

Przestrzen liniowa R> Yaw
% Wektory WY

% lloczyn skalarny :D

“ lloczyn wektorowy
«» Baza
< Przeksztatcenia liniowe

% Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

"\~ Pitch

Przestrzen rzutowa RP>*

® R=Ry, Ry, iRy, k
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Macierze obrotow Eulera

Przestrzen liniowa R> [ RQ ;
D>

% Wektory

% lloczyn skalarny ® Rey ¥)

% lloczyn wektorowy ® RQ Kk

“ Baza

% Przeksztatcenia liniowe
< Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Skalowanie 3D

Przestrzen liniowa R>

“ Wektory )\1 O O
% lloczyn skalarny S)\l A2,A3 — 0 )\2 0
% lloczyn wektorowy O O )\3
“ Baza

« Przeksztatcenia liniowe
< Katy Eulera

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP>*
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Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach
% Uktad wspotrzednych

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot

< Skalowanie

Przestrzen afiniczna R’

Przestrzen rzutowa RP>*

36 /64



Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

+ Dziatania na punktach

% Uktad wsp6trzednych

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot

% Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

Odejmowanie punktow

Réznica punktow B i A jest wektor AL.
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Dodanie do punktu wektora

Przestrzef liniowa R ® 3Sumag punktu A oraz wektora a jest punkt B, ktory zgadza sig z koncem

Przestrzen afiniczna > wektora a, jezeli poczatek tego wektora umiescic w A.

 Uktad wspotrzednych
% Przeksztatcenia afiniczne

% Wspbétrzedne jednorodne B
< Obrot a
+ Skalowanie
Przestrzen rzutowa RP>* A
® B=A-+ A§
® (A+ay)+taz=A+(a1+az)

® Dodanie wektora nazywa sie przesunieciem roznolegtym
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Kombinacja afiniczna punktow

Przestrzer liniowa R ® Niech dany bedzie uktad punktow { A1,..., Ax } oraz wagi (liczby rzeczywiste)
Przestrzen afiniczna R3 i, ..., 0, takieze a1+ -+ ar =1
Ustalmv dowol k
% Uktad wsp6trzednych ® Sta my OwWo ny pun t O
# Przeksztalcenia afiniczne ® Kombinacjg afiniczng punkitow a; Ay + - - - + ai Ay jest punkt
% Wspbétrzedne jednorodne —— ——
& Obrét O + 0410141 4+ ...+ OszAk
% Skalowanie
- 3% - - . . s Ve . [
Crzostzen ruiowa BE Twierdzenie 3. Kombinacja afiniczna punktow nie zalezy od wyboru punktu O
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Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspétrzedne jednorodne
% Obrot

% Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

Uktad wspotrzednych

Wybierzmy dowolny punkt O, poczgtek uktadu

Przez ten punkt poprowadzmy trzy niekomplanarne proste: Ox, Oy, Oz, osie
wspotrzednych

Ptaszczyzny wspoétrzednych Ozy, Oxz, Oyz

Na osiach wyznaczymy niezerowe wektory: odpowiednio eq, ez, eg —baze.
Dla kazdego punktu A wektor (ﬁl ma jednoznaczne przedstawienie

(7? — rey +yes + zes
+ liczby z, y, 2 — wspotrzedne punktu A

uktad jest prawym (dodatnim), jezeli { e1, e2, es } jest zorientowany dodatnio
uktad jest lewym (ujemnym), jezeli { e1, e2, eg } jest zorientowany ujemnie
Kierunki na osiach, zorientowane zgodnie z wektorami bazy, nazywajg sie
dodatnimi. Kierunki przeciwne — ujemnymi
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Uktad wspoftrzednych kartezjanskich

Przesirzeft liniowa R ® Uktad wspotrzednych nazywa sie kartezjanskim, jezeli

Przestrzen afiniczna R3 . . .

% Dziatania na punktach 4+ oOsie Sa Wzajemnle prOS’[Opad’fe

+ wektory eq, ez, ez sg jednostkowe (majg jednostkowg dtugosc).

% Przeksztatcenia afiniczne

 Wsp6hzedne jednorodne ® Dalej w prezentacji prawie zawsze uktad bedzie prawym kartezjanskim

% Obrot

% Skalowanie UK*adem ; L, ] . . i . .

Prrestrzen rzutowa RE>* ® Dla wektorow bazy uktadu kartezjanskiego czasami stosuje sie oznaczenia 1,
2, k
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Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspétrzedne jednorodne
% Obrot

% Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

Dziatania na punktach w uktadzie wspotrzednych

Odejmowanie punktow:

o — I
¢+ A-Ai=A41A=yp—u
29 — 21

Dodanie wektora:
+ Ai+a=|y1+vy,

Kombinacja afiniczna:

Qx1 + T Tk
+ oA+ ol = aayr o+ aryk
Q21 + -+ O Rk

wzory sg prawidtowe w kazdym uktadzie
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Podziat odcinka w danym stosunku

Przestrzer liniowa R” ® Dane S3 dwa punkty Al (:131, Y1, Zl) oraz AQ (:132, Y2, 22)

Przestizen afiniczna ® ZnalezC punkt A(x,y, z), ktéry dzieli odcinek A; As w stosunku A; : Ao
% Dziatania na punktach

+ MAA—NAAL =0

« Przeksztatcenia afiniczne — — —

% Wspétrzedne jednorodne 2 4 OA — A2Oéii§;OA2

% Obrot . ¢ = Aox1+A12x9 _ A2y1+A1y2 5 — Aoz1+A122

% Skalowanie _ A1+Ao » Y = A1+ T A1+ T

Przestrzen rzutowa RP®* ® wzory sg prawidtowe w kazdym uktadzie
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Odlegtosc miedzy punktami

Przestrze liniowa R* ® Dane sgdwa punkty Aq (:131, Y1, Zl) oraz A, (:132, Y2, 22)
Przestrzen afiniczna R3 _—
+ Dziatania na punktach + ’A1A2’2 = A1A22 = (33‘1 — ZUQ)Q + (yl — y2)2 + (Zl — 22)2

® wzory sg prawidtowe tylko w uktadzie kartezjanskim

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspétrzedne jednorodne
% Obrot

+ Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*
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Zmiana uktadu wspotrzednych

Przestrzert liniowa R* ® Niech dane bedg dwa ogdéine uktady wspotrzednych: (O, e1, es, e3) oraz
Przestrzen afiniczna R> (O/7 f]_’ f27 f3)
% Dziatania na punktach , .
® Punkt P ma WSpO’rrZane (ZU, Y, Z) Wzgledem Jednego uktadu oraz (Z/, y/, Z/)
% Przeksztafcenia afiniczne Wzgledem d rugiego_
% Wspétrzedne jednorodne a . : : .
o Ot O VYektory (e1, e2, e3) majg jednoznaczne roztozenie po bazie (f1, f2, f3):
+« Skalowanie el p— a’llf]_ —I— a21f2 —I— a31 f3,
- 3%

Przestrzen rzutowa RP < ey = CL12f1 + CL22f2 + a32f3,

Le3 = a13f1 + azzf2 + a3z f3.

+ (e1 e2 e3)=(f1 f2 f3)A
® Punkt O w nowym uktadzie ma wspotrzedne (xg, 4o, 20)-
(2 = a1z + a2y + a132 + 0,
® Wowczas | v = a2 + a2y + a3z + yo,

2" = ag1x + azy + aszz + 2.

O /f:\ - j\ + /jg\
=) 5] \&)



Przeksztatcenia afiniczne

Przestrzefi liniowa R® ® Niech dany bedzie uktad wspoétrzednych O, f1, f2, f3 oraz punkt O’ i uktad
Przestrzen afiniczna R3 Wektoréw e, es, es

% Dziatania na punktach

% Ukiad wspéirzednych 4+ przekwsztafceniem afinicznym nawyza sie odwzorowanie

< Przeksztatcenia afiniczne

“ Wspdtrzedne jednorodne L ,
4 Obrét P=1ly|— 0O +4+xe1+yes+ zes

< Skalowanie

<
Przestrzen rzutowa RPS*
X L0
4+ wspotrzedne punktu A po przeksztatceniu bedgrowne A |y | + | vo |,
< 20

gdzie

n (e1 ez ez)=(f1 f2 f3)A .
(20, Y0, 20) — Wspbtrzedne wektora OO’
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Uwagi

Przestrzert liniowa R* ® Jezeli uktad wektorow eq, es, es jest bazg, to przeksztatcenie afiniczne zgadza
Przestrzen afiniczna &> sie z zamiang uktadu wspotrzednych

% Dziatania na punktach . f . kjf d . k J[ . I A

# Uktad wspdhrzednych ® Przekwsztatcenie afiniczne B sktada sie z przeksztatcenia linowego

| przesunigcia rownolegtego 7,, B=1T, 0 A

% Wspbétrzedne jednorodne i . . . o i

% Obrot + Wobwczas przesuniecie T, oraz przeksztatcenie liniowe A okreslone sg

< Skalowanie

jednoznacznie.

Przestrzen rzutowa RP>*

Twierdzenie 4. Kazde przeksztatcenie afiniczne mozna roztozy¢ w iloczyn
obrotu, skalowania (o roznych wspofczynnikach) oraz przesuniecia rownolegtego

Twierdzenie 5. Kazde przeksztafcenie afiniczne sztywne, ktore nie zmienia
orientacji, jest obrotem (afnicznym) lub przesunieciem rownolegtym

47 / 64



Przyktad

Przestrzefi liniowa R ® Obrot o 90° dookota punktu (2, 3) na ptaszczyznie

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach

% Uktad wsp6trzednych

% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot

% Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*
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Wspotrzedne jednorodne w RR-

Przestrzen liniowa R ® Trojkaliczb z,y, w € R (w # 0) reprezentuje punkt o wspotrzednych
PrzDest:zer'l afiniczni R?’h (CC/’U}, y/w> c RQ _

% Dziatania na punktac

~:0Ukiadwspéir:ednych ® (2,1)~(2:1:1)~(6:3:3)~(-2:-1:-1)

% Przeksztatcenia afiniczne

% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot
% Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*
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Wspotrzedne jednorodne w R’

Przestrzert liniowa R* ® Czworkaliczb x,y,z,w € R (w # 0) reprezentuje punkt o wspotrzednych
Przestrzen afiniczna R> (CC/’U}, y/u]7 Z/UJ) c R3_

% Dziatania na punktach

*t'Ukiadwspéir:ednych ® (27 17 1) ™~ (2 : 1 : 1 : 1) ™~ (6 : 3 : 3 : 3) ™~ (_2 : _1 : _1 : _1>

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot

+ Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*
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Macierz przeksztatcenia afinicznego w RR*

Przestrzen liniowa R ® Niech B =T, o A bedzie przeksztatceniem afinicznym,
Przestrzen afiniczna R (5 a11 a19
+ Dziatania na punktach U = , A= .
< Uktad wspétrzednych U2 a1  a22
% Przeksztatcenia afiniczne ail] a1 U1
e ® Macierza przeksztalcenia B nazywa sie macerz Mg = | as1 ass s
< Skalowanie O O 1
Przestrzen rzutowa RP>*
. ail  a12 x n u1\ (a4 ay + ux
a1 a2 Y (1% a21T + a22Y + U2
aijl a2 Ul X a11T + a12y + uq
+ 21 (22 U2 y | = | a21x + a2y + ug
0 0 1 1 1
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Obrot

Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach
% Uktad wsp6trzednych
% Przeksztatcenia afiniczne

% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot
% Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

Ry

cos 6
sin @

0

—sinf 0O

cos
0

0
1
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Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach
% Uktad wsp6trzednych
% Przeksztatcenia afiniczne

% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot
% Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

Skalowanie

53 /64



Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach
% Uktad wsp6trzednych
% Przeksztatcenia afiniczne

% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot
% Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

Przesuniecie rownolegte

1

1,u2

o O =

oS = O

=
—_

S
)

p—t
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Macierz przeksztatcenia afinicznego w R’

T 3
Przestrzen liniowa R ul

Przestrzen afiniczna R

a1 a2 423 U2

< Dziatania na punktach ()

< Uktad wspéirzednych a31p az2 a3z us3

+ Przeksztatcenia afiniczne O O O 1

2 Obrét ail a2 @13 U x a11T + a12y + a13z + U
< SLEEELE a21 @G22 a23 U2 Y 21T + a22Y + A232 + U2

- 34 [ —
Przestrzen rzutowa RP CI,31 &32 CL33 U3 P CL31£C _|_ CL32y _|_ &332 _|_ U3
0 0 0 1 1 1
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Przesuniecie rownolegte

Przestrzen liniowa R3 () PrzesuniQCie o wektor u = (Ul, u9, Ug)

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach 1 O O U1
“ Uktad wspotrzednych
% Przeksztatcenia afiniczne O 1 O u2
0 0 1 us
 Obrot

0 0 0 1

< Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*
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Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach

% Uktad wsp6trzednych

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspbétrzedne jednorodne

< Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

Obrot

Obrét dookota osi wychodzgcej z poczatku uktadu wspotrzednych w kierunku
u = (u1,u2,us) 0 kat  stopni. Kierunek obrotu okreslany jest orientacja.

(1 —c)u? +c (1 —c)ujug —suz (1 —c)uruz +suz 0
(1 — c)uiug + sus (1 —c)ui +c (1 —c)ugusz —suy 0

(1 —c)urus — suz2 (1 — c)ugus + suy (1 —c)u +c 0]’
0 0 0 1

gdzie ¢ = cosf, s = sin 6.
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Skalowanie

Przestrzen liniowa R a1 O O O
Przestrzen afiniczna R3 O o O O
< Dziatania na punktach ()

% Uktad wspétrzednych 0 az 0
% Przeksztatcenia afiniczne O O 1

% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot —1

< Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

— symetria wzgledem ptaszczyzny y — z.

o O O
oo O oo
o = O O

_— O O O
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Jednorodnos¢ macierzy przeksztatcenia afinicznego

Przestrzen liniowa R ® Macierze A oraz \A okreslajg to samo przeksztatcenie afiniczne.

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach

% Uktad wsp6trzednych

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot

< Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*
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Macierz superpozycji przeksztatcen

Przestrzefi liniowa R® ® Niech dane bedg dwa przeksztatcenia afiniczne: A oraz B
Przestizen afiniczna R’ ® iloczynem (superpozycjg) przeksztatcen A o B jest przeksztatcenie afiniczne
% Dziatania na punktach
< Uktad wspotrzednych AB(a) = A(Ba)
% Przeksztatcenia afiniczne . . .
A ———— 4+ Macierza Ao B jest macierz AB
% Obrot . . . ,
s Dlatego zamiast A o B bedziemy pisa¢ AB
Przestrzen rzutowa RP3* : : : :
I ® Macierza przeksztatcenia odwrotnego do A jest macierz A1
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Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

% Dziatania na punktach

% Uktad wsp6trzednych

% Przeksztatcenia afiniczne
% Wspbétrzedne jednorodne
% Obrot

< Skalowanie

Przestrzen rzutowa RP>*

Teoria transponowana

Wektory i punkty sg zapisywane jako wiersze v = (v, vy, v;),

P=(x:y:x:w)

Mnozenie przez macierz przeksztatcenia po prawej stronie (v, v, v;) M,

(:Uyzw)A

Macierze sg zamieniane na transponowane:

4+ przesunigcie o wektor u = (uy, ug, us):

etc
Mnozenie macierzy w innej kolejnosci
+ Macierzq Aqo Ao deZIG AsAq
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Przestrzen liniowa R>

Przestrzen afiniczna R

Przestrzen rzutowa RP3*

< Przestrzenh rzutowa

Przestrzen rzutowa RP>*
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Przestrzen rzutowa

Przestrzen liniowa R” ® Skfada sie z czwoérek wspodtrzednych (x : y : z : w) — wspotrzednych
Przestrzen afiniczna R3 Jed norod nyCh

Przestrzen rzutowa RP> * . ,

4+ w moze byC zerem

® Dwie proporcjonalne czworki reprezentujg ten sam punki:

(12910 21 1 wn)

T1 Y1 <1
~ (T iy z9iwy) & — =" =—=
X9 Y2 2, w2

w1y
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Przeksztatcenia rzutowe

Przestrzert liniowa R* ® Przeksztatceniem rzutowym (projektywicznym) nazywa sig przeksztatcenie
Przestrzen afiniczna R3
Przestrzen rzutowa RP>* RPB — RPS

X X

vl salvl,

Z Z

w w

gdzie A jest dowolng 4 x 4 macierzg, przy czym det A # 0
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