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Rozdzial I: Kombinatoryka

I. Kombinatoryka

Oznaczenie. Niech X bedzie skofczonym zbiorem. Przez |X| oznaczamy
ilos¢ elementow X

Twierdzenie 1.1. Niech X i Y — dwa skoriczone zbiory. Wowczas | X|=
= Y| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie
X =Y.

Wszystkie zbiory w tym rozdziale beda skonczone.

1. Zasady sumy i iloczynu

Twierdzenie 1.2. Niech X; @ Xa bedq dwa zbiory nieprzecinajgce sig, X1 N
NXy=0. Wtedy |X1 UXQ‘ = ‘X1| + |X2‘

Twierdzenie 1.3. Niech X1 1 Xo bedg dwa zbiory. Wtedy
[ X1 x Xo| = [Xq] - [ Xal.

Twierdzenie 1.2. Niech X1, Xo, ..
parami, X; N X; =0 dla i # j. Wtedy

k k
Jxi|=> 1%
i=1 i=1
Twierdzenie 1.3'. Niech X1, Xo, ..

k k
‘H Xi| = H | Xl
i=1 i=1

., Xy bedqg zbiory nieprzecinajgce sie

., Xk bedg zbiory. Wtedy

2. Wariacje i kombinacje

Definicja 1.4. Zestaw elementéw x;,,...,x;, zbioru X = {z1,...,2,} na-
zywa si¢ (n,r)-prébkg. Jesli kolejnosé elementéw w prébee jest istotna, to
probka jest uporzgdkowana, inaczej — nieuporzgdkowana. Jezeli posréd ele-
mentéw prébki dopuszezalne sa jednakowe, to prébka jest z powtérzeniami,
inaczej — bez powtdrzeri. Uporzadkowana (n, r)-prébka nazywa sie (n,r)-wa-
riacjg. Nieuporzadkowana (n,r)-prébka nazywa sie (n,r)-kombinacja. (n,n)-
-wariacja bez powtdrzen nazywa sie permutacjg zbioru X.

Tosé (n, 7)-wariacji z powtérzeniami oznacza si¢ przez A", bez powtérzen —
przez Al ilo$¢ permutacji n-elementowego zbioru — przez P,. Ilo§é (n,r)-

n» i
-kombinacji z powtdrzeniami oznacza si¢ przez C!, bez powtérzen — przez

Cr (lub (7).
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2  Rozdzial I: Kombinatoryka

Twierdzenia 1.5.

@ flgzn’“.

@A;_n_!dlargniA:l:Odlar>n.

- (n—r)!

@ P, =nl

CfL:A;:“(n"—;)!dlargnng:O dla v > n.

r!

~r __ T
@ Cn - “Yn4r—1-

3. Wariacje i odwzorowania
Definicja 1.6. Przez YX oznaczamy zbiér odwzorowar z X w'Y.
Twierdzenia 1.7. Niech |X|=r, |Y|=n. Wtedy
@ [YX] = A7 =n" = y|X.
1los¢ wszystkich réznowarto$ciowych odwzorowan f : X — Y réwna jest
Al
@ Tlosé wzajemnie-jednoznacznych odwzorowan n-elementowego zbioru
w siebie réwna jest n!.

4. Przyklady stosowania wzoréw

Przyklad 1.8. Na ile sposobéw mozna pomalowaé¢ kwadrat, podzielony na
cztery czeéci piecioma kolorami a)! dopuszczajac jednakowe kolory; b)? jesli
rozne czedci maluje sie na rézne kolory?

Przyklad 1.93. Ile jest sposobéw na wybranie 20 numeréw z 807

Przyktad 1.10. W ilu przypadkach w grze w «Multi lotka» (zgadywanie
5 numeréw) zostana prawidlowo wybrane a)* doktadnie 3 numery; b)5 do-
ktadnie 4 numery; ¢)® dokladnie 5 numeréw; d)7 nie mniej niz 3 numery?

Przyklad 1.113. Z talii kart, liczacej 52 karty, wybrano 10 kart. W ilu przy-
padkach sposréd wybranych okazg sie wszystkie cztery asy?

Przyklad 1.12°. Zestaw liczy 30 monet wartoéci 1, 2 oraz 5 zlotych. Ile
istnieje zestawow?

154 = 625.
251/(5 — 4)! = 120.
3020 = 3535316 142212174 320.
:Cgoc'%o =2017800.
C4,C = 290700.
6C3, = 15504.
72324 004.
8Cfs = 12271512.
9C30 = C39 = 496.

Spis tresci

Literatura

. Rasiowa H.: Wstep do matematyki wspolczesnej, PWN, Warszawa, 1975.

. Lipski W.: Kombinatoryka dla programistow, WNT, Warszawa, 1982.

. Robin J. Wilson: Wprowadzenie do teorii grafow, PWN, Warszawa, 1998.

. Ross K. A., Wright C. R. B.: Matematyka dyskretna, PWN, Warszawa 1996

. Kulikowski J. L.: Zarys teorii grafow, PWN, Warszawa 1986.

. Banachowski L., Diks K., Rytter W.: Algorytmy i struktury danych, WNT,

Warszawa 1996.

7. Klin M. C., Poesche R., Rosenbaum K.: Algebra stosowana dla matematy-
kow 1 informatykow: grupy, grafy, kombinatoryka, PWN, Warszawa 1996.

8. IlennA .: IIpozpammuposarue: meopemos u 3adanu, Mocksa, MITHMO,
http://www.mccme.ru/ium/ancient/

9. Jlanmo C.: Kombunamopura, Mocksa, MITHMO, 1999,

http://www.mccme.ru/ium/ancient/combs93.htm

S UL W N
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I_iczba pierwsza 21

— podzielna 18

— zmiennoprzecinkowa 15, 16
liczby wzajemnie pierwsze 22
lis¢ 37
’tuk wchodzacy 28

— wychodzacy 28
tuki grafa 28

Macierz n x m 30
— incydencji 31
— — grafa skierowanego 31
— kwadratowa stopnia n 30
— przylegtosci 31
— — grafa skierowanego 31
mantysa 15, 16
marszruta w grafie 29

N iezmiennik petli 9

Odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne 1

Permutacja 2
petla 28
pierscien Z,, 19
pionownica 40
poczatek tuku 28
poddrzewo 37
— lewe 52
— prawe H2
podgraf 30
podzielnik 18
poprzednik 12
poréwnywalno$é liczb 18
polstopien wejécia 28
— wyjscia 28
prébka 2
— bez powtdérzen 2
— nieuporzadkowana 2
— uporzadkowana 2
— z powtérzeniami 2

przekatna lewa 43
— prawa 42

Relacja poréwnywalnosci 18
— przechodnia 18
— réwnowaznosci 18
— symetryczna 18
— zwrotna 18
reszta 18
rozbicie 3
roznica funkeji tworzacych 48

Schemat Gornera 10
sktadowa grafa 30
stan dopuszczalny 42

— pusty 40
stopien wierzcholka 28
suma funkcji tworzacych 48
szachownica 40

ScieZka eulerowska 32
— hamiltonowska 33

Trasa w grafie 29

Uporzagdkowanie leksyko-graficz-
ne 12

Wariacja 2

wezel grafa 28
wielokrotnosé 18
wiersz macierzy 30
wierzcholek grafa 28
— izolowany 28
— wiszacy 28
wierzcholki sasiednie 28
wyznacznik czeéci potegowej 15, 16

Zasada iloczynu 1
— sumy 1

zbiory nieprzecinajace si¢ 1
— — — parami 1

zbiér odwzorowan 2

Rozdzial I: Kombinatoryka

Przyktad 1.13'°. Wzér na ilo§é calkowitych rozwigzan réwnania
Ty 4Ty =T,
{ ;i za;, t=1,...,n,
gdzie n > 1, a; sa liczby calkowite.
Rozwigzanie. C4 jest liczba nieujemnych catkowitych rozwiazah réwnania y; +
-+ 1y, = q. Kazdemu rozwiazaniu podporzadkujemy kombinacje z powtorze-

niami elementéw zbioru { by, ..., by, }, w ktéra by wchodzi 1 razy, by wchodzi
o razy, ..., b, wchodzi x, razy.

5. Rozbicia
Definicje 1.14.
@ Rozbiciem zbioru X nazywa sie zbior takich podzbioréw Xi, ..., X,

k k
X = U Xi,.X; N X; =0 przy i # j. (Oznaczenie X = [] X;.)
i=1 i=1

@ Tloé¢ rozbié¢ zbioru X, |X| = n na k podzbioréw, takich ze | X;| = n;
oznacza sie przez CJ/1» ™k,
@ Tloé¢ rozbié zbioru X, | X| = n na podzbiory, sposréd ktérych dla kazdego
n
i =1,...n jest doktadnie m; > 0 podzbioréw z i elementami (Y im; =n)

=1
oznacza sie przez N(mqy,...,my,).

Twierdzenia 1.15.

@ Cnise e — Cnlcnz an _ n!
n n ..

n—ny * n—mi—-—Np_1 nl!..:nk! :

@ Cnvme zgadza sie z iloscig (n, k)-wariacji, wsréd elementéw ktorych
znajduje sie ny elementéow 1-go typu, no elementow 2-go typu, ..., ng
elementow k-go typu.

_ n!
@ N(ma,...,my) = Lm0 (n)mn -

Dowdd. (2) Kazdej wariacji przyporzadkujemy rozbicie zbioru {1,...,n} na
podzbiory X1, ..., X, gdzie X; jest zbiorem numeréw elementéw i-go typu
w prébce.

(3) Kazde nieuporzadkowane rozbicie w mq!ma!...m,! sposobéw mozna
sprowadzi¢ do uporzadkowanych rozbi¢ postaci

X, oo Xy Xongt1s -3 Xy +mas -+

Xm1+m2+"'+mn—1+1’ s aXM1+m2+"'+mna
gdzie |X1| = = |Xm1‘ =1, |Xm1+1‘ = = |Xm1+m2‘ =2, ...,
|Xm1+m2+"'+mn—1+1| == |Xm1+m2+~~+mn‘ =n.

ATt B AT @i s odls n
10) Cn = C’niTizz,,:1 a1 jeslir =30 | a4,
0, jeslir < 37 1 ay.
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4  Rozdzial I: Kombinatoryka

Przyktad 1.16''. Grupa studentéw liczy 25 oséb. W wyborach samorzado-
wych na P. Nowaka glosowalo 12 0séb, przeciw niemu — 10 o0séb, trzy osoby
wstrzymaly sie od glosu. Na ile sposobéw mogto odby¢ sie takie glosowanie?

Przyktad 1.17'2. Na ile sposobéw mozna pomalowaé kwadrat, rozbity na
dziewie¢ czeéci w czterech kolorach tak, zeby w pierwszym kolorze zostaly
pomalowany 3 czesci, w drugim — 2, w trzecim — 3, w czwartym — 17

Przyktad 1.18!3. Na ile sposobéw mozna stworzyé¢ 5 koalicji po 5 o0séb
z grupy liczacej 25 0s6b?

Przyklad 1.19'%. Ile jest sposobéw okreglenia na zbiorze X = {1,...,25}
relacji réwnowaznosci z trzema klasami abstrakcji?

6. Wzor wielomianowy

n! ni ng
> TR it R
nit--+ng=n

Twierdzenie 1.20. (z1 +---+x)" =

Przyklad 1.21'°. Ustali¢ wspélezynnik przy ziz3z3 w rozwinigciu (z1 +
+ X9 + (Eg)lo.

7. Zasada wlaczen i wylagczen

Twierdzenie 1.22. Niech X; bedq zbiory, i =1,...,n, n > 2. Wéwczas

IXiU---UX,| = (|X1|+~~+|Xn|)—
— (|X10X2|+|X10X3|+'--+|Xn—1ﬁXn|)+
+(|X1ﬂX2ﬁX3|+'~'+|Xn,2ﬂXn,1ﬁXn|)—

(D)X NN X
1102103 — 1487 285 800.
1203231 = 5040
5 = )
1¥N(0,0,0,0,5,0,...,0) = 25.
14 :
Z N(ma,...,ma5) =
ml42mot---+25mo5=25
mltmot--+mo5=3
- 3 25!
o mﬂ...mgg,!(l!)ml ...(25!)"”25 '

ml+2mo+--+25mos=25
mltmo+t- - +mos=3

1533 = 4200.

19.

20.
21.
22.

23.

Skorowidz

Wypisz pie¢ pierwszych liczb Catalana.

Wypisz funkcje tworzaca dla liczb Catalana.

Udowodnij, ze dla liczb Catalana < = 4"+2

Podaj przyktad zagadnienia z kombmatorykl w ktérym wystepuja liczby
Catalana.

Ile jest sposobdéw triangulacji wieloboku o n wierzchotkach?

24. Na ile sposobéw mozna wykona¢ mnozenia w ilozynie aias . .. a7

25. Ile istnieje drzew binarnych o n wierzchotkach?

26. Zdefiniuj drzewo binarne.

27. Podaj przyklad drzewa binarnego o 10 wierzchotkach.

Skorowidz
Cykl eulerowski 32 iloraz 18

— hamiltonowski 33 ilo$¢ catkowitych rozwiazan 3
— prosty 29 — elementéw zbioru 1

Dlugoéé marszruty w grafie 29

— kombinacji bez powtoérzen 2
— — z powtorzeniami 2
— nieuporzadkowanych rozbi¢ 3

— w grafie 29

drzewo 30 — odwzorowan 2
— binarne 52 — — réznowartoéciowych 2
— poszukiwan 37 — — wzajemnie-jednoznacz-
— stanéw 40 nych 2

dzielnik 18

Funkcja tworzaca 48
Graf 28

Iloczyn Cauchy’ego 48

— — dopuszczalnych 42 — permutacji 2

— uporzadkowanych rozbi¢ 3
— wariacji 4

— — bez powtérzen 2

— — z powtorzeniami 2

— acykliczny 30 incydencja 28
— eulerowski 32

— hamiltonowski 33 Klasy reszt 18

kolumna macierzy 30

— prosty 28 o

— pusty 52 korgbmaqa 2

— skierowany 28 kor/uec tuku 28.

— spbiny 30 konce krawedzi 28

— zorientowany 28 korzefi 37, 52

— zupelny 29 krawedzie przylegte 28

— réwnolegte 28

— wielokrotne 28
krawedz grafa 28

— laczaca dwa wierzchotki 28
krotnos¢ krawedzi 28

— funkcji tworzacej i liczby rze-
czywistej 48
— — tworzacych 48
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52  Rozdzial VI: Funkcje tworzqce
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RYSUNEK 6.2. Zagadnienia, zwigzane z liczbami Catalana*

15. Wyprowadzi¢ funkcje tworzaca dla liczb Fibonacciego.
16. Wypisa¢ jawny wzér na k-ta liczbe Fibonacciego.

17. Wyprowadzi¢ jawny wzor na k-tg liczbe Fibonacciego.
18. Zdefiniowa¢ liczby Catalana.

* Rysunek jest zapozyczony z materialéw S. Duzyna, Moskiewski Niezalezny
Uniwersytet, za zgoda autora

Rozdzial I: Kombinatoryka

Whniosek 1.23. Nich X bedzie zbiorem, X;, i = 1,...,n bedqg jego podzbio-
rami. Wowczas

(XN (XU UX)| = [X] = (1Xa ]+ 4 [Xal)+

+ (IX1NXo|+ -+ [Xpo1 N X ]) = 4+ (D)X N N X
Whniosek 1.24. Niech X bedzie N-elementowym zbiorem, aq, ..., oy bedg
wlasnodci (predykaty jednoargumentowe), okreslone na zbiorze X. Przez

N(ail,...,aij)
oznaczymy ilosé elementow zbioru X, posiadajgcych jednoczesnie wiasnos$ci
Qs -5 Q4. Przez Ny oznaczmy ilosé elementow X, nie posiadajgcych Zad-
nych z wymienionych wiasnosci.
Wiedy
No=N—8i+8s— -+ (1),
gdzie

Sj= Z N, .. aq), j=1,... k.

1< <+ <i; <k

Przyklad 1.25'6. Niech X = {0,1,...,10}. Obliczy¢ ilo§¢ elementéw zbio-
ru X, nie posiadajacych zadne z wymienonych wilasnosci: a) x jest liczba
parzysta, b) > 6, ¢)2 < z < 8.

Przykltad 1.26. Wyznaczy¢ ilo$¢ catkowitych rozwiazan uktadu
1+ T2+ Ty =T,
a; < x; < b, i=1,...,n

Rozwigzanie. Okreslimy predykaty «; = (x; = b;+1). Zbiér X bedzie zbiorem
rozwiazan bez gérnych ograniczen.

Przyklad 1.27'7. Wyznaczy¢ ilo§é trzycyfrowych liczb, suma cyfr ktérych
réwna jest 20.

Przyklad 1.28'8. (Zadanie o nieporzadkach.) Dane jest n réznych przed-
miotéw ai, ..., a, 1 n réoznych komorek. Ile jest sposobéw na to, by roz-
miesci¢ przedmioty po komodrkach tak, zeby zaden przedmiot a; nie trafit do
komoérki b;.

Rozwigzanie. Jako zbiér X przyjmiemy zbior wszystkich mozliwych rozmiesz-
czen przedmiotow w komérkach. Wtedy N =n!. Wprowadzimy wlasnosci a; =
= (przedmiot a; trafit do komoérki b;). Wtedy N (o, ..., o) =(n — k),

|
Sk= > N(ai,...,a5)=Chin—k)l="

1< < <ig<n

161'
1736.
Bl Yy o(—Dk1/k.
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6 Rozdzial I: Kombinatoryka

Przykad 1.29. Ile jest liczb od 1 do 1000 niepodzielnych ani przez 2, ani
przez 3, ani przez 57

Rozwigzanie.

1) X = {1..1000}, N = 1000.
a1(z) = (x jest podzielna przez 2),
ag(xz) = (x jest podzielna przez 3),

as(z) = (x jest podzielna przez 5).

(1) = 500, N(az) = 333, N(as) = 200, S = 1033.

(o1, a2) = 166, N (a1, a2) = 100, N(ag, as) = 66, Sy = 332.

(Oél,ag,a;g) = 33 53 = 33.

= 1000 — 1033 + 332 — 33 = 266.

@@@@6@@

N
N
N
No

8. Pytania na egzamin

. Niech X bedzie zbiorem. Co oznacza sie przez | X|?
. Sformutowaé zasade sumy.

. Udowodni¢ zasade sumy.

. Sformutowaé zasade iloczynu.

. Udowodni¢ zasade iloczynu.

. Co nazywa si¢ (n,r)-probka?

. Co nazywa si¢ (n,r)-prébka uporzadkowana?

. Co nazywa sig ( ,r)—pr(’)bk@ nieuporzadkowana?

. Co nazywa si¢ (n,r)-prébka z powtdrzeniami?
(n,7)
(n,7)
r

O O U = Wi

—_
o ©

n
n

. Co nazywa si¢ (n,r)-wariacja?

. Co nazywa si¢ (n,r)-k

. Poda¢ przyklad (n,r)-kombinacji bez powtérzen.

. Poda¢ przyklad (n,r)-kombinacji z powtérzeniami.

. Podaé przyktad (n,r)-wariacji bez powtérzen.

. Podaé przyktad (n,r)-wariacji z powtdérzeniami.

. Co nazywa si¢ permutacja?

. Co oznacza si¢ przez A7

. Co oznacza si¢ przez A} 7?7

. Co oznacza si¢ przez C}?

. Co oznacza si¢ przez C}7

. Poda¢ wzér na Cf.

. Podaé wzér na A7.

. Poda¢ wzér na C7,.

. Podaé¢ wzér na Aj,.

. Podaé¢ wzoér na ilo$¢ permutacji.

. Udowodnié¢ wzér na C”.

. Udowodnié wzér na AT

. Udowodnié¢ wzoér na C7,.

—_
—_

ombinacja?

—_
[\V]

)

O I I I T I T N N S gt gy Wy
0T T E WN = O WO~ Ul W
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5. Zagadnienia z kombinatoryki, zwigzane z liczbami Catalana

Na rysunkach 6.1 i1 6.2 przedstawione sa niektére zagadnienia z kombinato-
ryki, zwiazane z liczbami Catalana.

Definicja 6.11. Drzewem binarnym o n wierzchotkach nazywa sie graf pusty,
jezelin = 0, oraz przy n > 1 graf, majacy wierzchotek k, nazywany korzeniem,
lewe poddrzewo L o | wierzchotkach i prawe poddrzewo R o r wierzcholkach.
Przy czym l+r+1=n.

N K

RYSUNEK 6.1. Drzewa binarne o trzech wierzchotkach

6. Pytania na egzamin

. Zdefiniowa¢ funkcje tworzaca ciagu.

. Zdefiniowa¢ sume funkcji tworzacych.

. Zdefiniowaé iloczyn funkcji tworzacej i liczby rzeczywistej.

. Zdefiniowa¢ iloczyn funkcji tworzacych.

. Podaé przyktad funkcji tworzacej.

. Co bedzie funkcja tworzaca la ciagu ay = CK?

. Co bedzie funkcja tworzaca la ciagu ay = Ck?

. Niech X = {a1,a92,a3}, ¢, bedzie ilodcia k-kombinacji z powtérzeniami,
wsréd elementow ktorych a; moze wystepowaé co najwyzej dwa razy, as —
trzy, za$ ag — cztery razy. Jaka bedzie funkcja tworzaca dla ciagu cg?

9. Niech X = {a1,a2,as3}, ¢ bedzie iloScia k-kombinacji z powtérzeniami,
wsrod elementéw ktorych a; moze wystepowaé jeden lub dwa razy, as —
zero lub trzy razy, za$ ag — zero, dwa lub cztery razy. Jaka bedzie funkcja
tworzaca dla ciagu c?

10. Niech X = {a1,a9,a3}, cx bedzie iloscia k-kombinacji z powtdrzeniami,
wsrod elementow ktérych a; moze wystepowac zero lub jeden raz, as — zero
lub trzy razy, zas ag — dowolng ilos¢ razy. Jaka bedzie funkcja tworzaca dla
ciagu c?

11. Niech X = {a1,a9,a3}, ¢ bedzie iloscia k-kombinacji z powtdrzeniami,
wsréd elementéw ktorych a; moze wystepowaé zero lub jeden raz, ap —
dowolng parzysta ilos¢ razy, natomiast as — dowolng nieparzysta ilos¢ razy.
Jaka bedzie funkcja tworzaca dla ciagu ci?

12. Poda¢ definicje liczb Fibonacciego.

13. Podac¢ pierwsze piec¢ liczb Fibonacciego.

14. Wypisa¢ funkcje tworzaca dla liczb Fibonacciego.

00 1 O Ut i Wi -
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Rozdzial VI: Funkcje tworzqce
przy czym
{ A5 4 Bl - g
A+ B =0,
skad
AL g

Mamy zatem

<1+\/5>kx_k

(1—11;%’?@_1 112@@)_

P
> l(5) - (=) )
- ()]

4. Liczby Catalana

0
2

I ostatecznie

B

Definicja 6.6.

C()Zl,
k

Chi1 = Cock + 101+ -+ crrel +orco = Y cicpoi, k=1,2,3,...

=0

Oto poczatek ciagu liczb Catalana: 1,1,2,5,14,42,132.
Rozwazmy funkcje tworzaca dla liczb Catalana:
C(x) =co+c1x+cox® 4 ...
Lemat 6.7. Funkcja C(x) spelnia réwnanie C(z) = 2C(z)C(z) + 1.
Whniosek 6.8. Funkcja tworzqca dla liczb Catalana réwna jest
Cla) = LoV 7T W

Whniosek 6.9. Dia liczb Catalana zachodzi réwnosé
(2n)! 1

_ _ n

Cn_n!(n—f—l)! T n41 2

4n+QC
n+2 "N

Whniosek 6.10. Dla liczb Catalana zachodzi réwnosé 1 =

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.

44.
45.

46.
47.
48.
49.
50.
51.
92.
93.

54.

Rozdzial I: Kombinatoryka

Udowodni¢ wzér na AJ.
Udowodni¢ wzor na ilosé¢ permutacji.
Niech X i Y beda zbiorami. Co oznacza sie przez Y X?
Niech X 1Y beda zbiorami. Poda¢ wzoér na ’YX|.
Niech X i Y beda zbiorami. Udowodni¢ wzor na ’YX ’
Ile istnieje réznowartosciowych odwzorowan X — Y'?
Udowodni¢ wzor na ilosé réznowartosciowych odwzorowan X — Y7
Na ile sposobéw mozna pomalowaé¢ romb, podzielony na pieé¢ czesci, sze-
Scioma kolorami dopuszczajac jednakowe kolory?
Na ile sposob6w mozna pomalowa¢ romb, podzielony na pie¢ czesci, sze-
Scioma kolorami, jesli r6zne czeSci maluje si¢ na rézne kolory?
Ile jest sposobéw na wybranie pieciu kostek z pelnego zestawu 28 kostek
domina?
Niech X bedzie 2n-elementowym zbiorem (n > 1). Czego jest wiecej: n-wa-
riacji czy n-kombinacji elementow X7
Wiérédd 20 sztuk towaru jest 15 sztuk standardowych. Na ile sposobow mozna
wybrac 4 sztuki w taki sposob, zeby w prébce byly dokladnie 2 sztuki stan-
dardowe?
Wiéréd 20 sztuk towaru jest 15 sztuk standardowych. Na ile sposobéw mozna
wybra¢ 4 sztuki w taki sposéb, zeby w probce byly nie mniej niz 2 sztuki
standardowe?
Zestaw liczy 20 monet nominalu 1, 2 oraz 5 zlotych. Ile istnieje zestawow?
o : o {x1+~-~+mk=r, .
Ile istnieje catkowitych rozwiazan ukladu . gdzie
ri=a;, t=1,...,k,
n > 1, a; sa liczby calkowite?
T, 4+ T2 + 23 = 10, o
x>, 1=1,2,3"
Udowodni¢ wzor na ilo§¢ catkowitych rozwiazan uktadu
1'1+...+1'k:7"7
{l‘iZO, izl,...,k,
Co nazywa sie rozbiciem zbioru?
Co oznacza si¢ przez C)'0"2 " gdzie ny + --- + ng =n?
Co oznacza sie przez N(mi,ma,...,my,), gdzie mi +2ma + - - - +nm,, = n?
Podaé wzor na C1"2:" gdzie ny + -+ - + ng = n.
Podaé wzér na N(mq,ma,...,my), gdzie my + 2msg + - - - + nm, = n.
Udowodni¢ wzér na C)/0"2 ™ gdzie ng + - - + ng = n.
Udowodnié¢ wzoér na N(mq,ma,...,my), gdzie mi + 2ma + -+ - + nm,, = n.

Ile istnieje catkowitych rozwiazan uktadu {

gdzie n > 1.

Niech X = {aq,...,ax }. lle istnieje n-wariacji z powtérzeniami, wsrod ele-
mentéw ktorych znajduje sie ny elementéw aq, no elementéw ao, ..., ng
elementow a?

Niech X = {ag,...,ar}. Udowodnié, ze istnieje dokladnie CI1:m2:-mk

n-wariacji z powtérzeniami, wérdéd elementow ktorych znajduje sie ny ele-
mentéw aq, no elementéw ao, ..., ni elementéw ag?
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55. Grupa studentéw liczy 20 os6b. W wyborach samorzadowych na P. Nowaka
glosowalo 8 oséb, przeciw niemu — 7 oséb, pie¢ osob wstrzymaly sie od
glosu. Na ile sposobéw moglo odby¢ sie takie glosowanie?

56. Na ile sposobéw mozna pomalowaé¢ romb, rozbity na osiem cze$ci w cztery
kolory tak, zeby w pierwszy kolor zostalo pomalowano 3 czeéci, w drugi —
1, w trzeci — 2, w czwarty — 27

57. Na ile sposobow z grupy liczacej 20 oséb mozna stworzy¢ 2 koalicji po 6 oséb
i cztery koalicje po 2 osoby?

58. Podaé wzér na (z1 + -+ + z,)".

59. Udowodnié¢ wzér na (z1 + - - + )",

60. Ustali¢ wspdtczynnik przy xizsazial w rozwinieciu (z1 + 22 + 23 + 24)

61. Sformulowac zasade wlaczen i wylaczen.

62. Objasni¢, dlaczego zachodzi wzor wilaczen i wytaczen dla n = 3.

63. Niech X ={0,1,...,100}. Obliczy¢ ilo$¢ elementéw zbioru X, nie posiada-
jacych zadnej z wymienonych wlasnosci: a) « jest liczba parzysta, b) = > 6,
c)2 <z < 88.

64. Wyznaczy¢ ilos¢ liczb catkowitych od 1 do 1000, ktore sa niepodzielne ani
przez 2, ani przez 5, ani przez 7, ani przez 3.

15

II. Algorytmy kombinatorne

1. Niezmiennik petli

Definicja 2.1. Niezmiennikiem petli nazywa sie logiczne wyrazenie, wartosé
ktérego sig nie zmienia podczas wykonywania petli

Zastosowania niezmiennikow oparte sa na nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.2. Jezeli w petli WHILE (algorytm 2.1) przed petlg niezmien-
nik N ma wartos¢ prawda, to po petli niezmiennik N ma warto$¢ prawda,
zas warunek kontynuacji petli W ma warto$é falsz.

{ Niezmiennik: N}

while W do
Dzialania

end while

ALGORYTM 2.1. Petla WHILE
Projektowanie petli ma nastepujace etapy:
@ Wybér niezmiennika petli.
@ Dobér warunku petli w zaleznosci od niezmiennika.
@ Projektowanie dzialan wstepnych, gwarantujacych ze niezmiennik ma
warto$¢ prawda przed petla.
Projektowanie ciala petli, ze wzgledem niezmiennika.

Rozdzial VI: Funkcje tworzgce 49

W szczeg6lnodcei, jezeli kazdy z elementéw zbioru X = { a1, ag,...a, } moze
sie pojawi¢ w kombinacji dowolng iloé¢ razy, funkcja tworzaca bedzie réwna

oo
Y Chab=(4z+a>+..).. . (I+z+2’+...)=
k=0

n razy

1 1 1
l—2z "1—2 (Q-z)»

Rézniczkujac k razy, otrzymamy

ﬁ#— ( +1) ( —i—k‘—l);
dxk(l—x)”_nn e\ (1 — x)ntk’
Wiec
_ +1)...(n+k—-1 X
Crlf n(n o..(n+k ) Ciﬂwl‘

k!

3. Liczby Fibonacciego

Definicja 6.5.
Fo=0, F=1,

Fk+1:Fk+Fk,1, k=2,3,....

Oto poczatek ciagu Fibonacciego: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34.
Funkcja tworzaca F(z) dla ciagu Fibonacciego spelnia réwnanie

oo oo
F(x) = ZFkxk =0+2z+ Z(kaz +Fk71)xk =
k=0 k=2

oo oo
=z + 22 Z Fk_gwk_2 +x Z Fk_lwk_l =

k=2 k=2
=2+ 2%F(2) + 2F(z) = + (2® + 2)F(x),

skad
T
F = ——.
(z) 1—x—22

Zeby uzyskaé¢ jawny wzér na F,, przedstawimy F(z) jako sume ulamkéw
najprostszych. Poniewaz (1 — x — 2%) = (1 — #w) (1 - %w), powinna

zachodzié¢ rownoéé
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Przyklady 6.4.
o0
@akzl, A(z) = Zxk:ﬁ

k=0
@ak:%, Az) = Y, %mk:e‘”
k=0
@) ar=Ck, A(x)= Y Chab =Y Ckah = (142
k=0 k=0
ap =28, Ax) = Y 2%k = 3 (22)F =
k=0 k=0

2. Funkcje tworzace i kombinacje

Rozwazmy wzér

e}

I+a)"=(10+2)(l+a).. . (1+z)=>Y Cka*
k=0

n razy

Kazdy czynnik (1 + z) mozna traktowaé jako odpowiadajacy pewnemu ele-
mentowi a; zbioru X ={ay,...,a,} i jako reprezentujacy dwie mozliwosci
pojawienia sie tego elementu w podzbiorze: zero razy (sktadnik z° = 1) i je-
den raz (skladnik ! = z). Kazdy podzbiér X jest jednoznacznie okreslony
przez definicje ilosci pojawienia sie w nim kazdego elementu, i. e. przez wybdr
jednego ze skladnikéw iloczynu (1+x) ... (14x). Okreslony w ten sposéb kazdy
skladnik da wklad do wspétczynnika przy x*, gdzie k jest iloscig elementéw
podzbioru. Wigc ilogé k-elementowych podzbioréw zbioru X jest réwna CF.

Rozumowanie to mozna przenies¢ na kombinacje z powtoérzeniami. Niech
X ={a1,a2,as3,a4 }. Oznaczmy przez cy, ilos¢ k-kombinacji z powtérzeniami,
w ktorych a; moze wystepowaé co najwyzej dwa razy, as — trzy, as — jeden,
za$ aqy — cztery razy. Funkcja tworzaca dla ciagu ¢y jest

C(x) = Z cpxt =
k=0

=(1+z+aHQ+z+22+23) 1+ o)A+ + 22 +2°+2%) =
=1+ 4z + 922 + 1523 + 202* + 222° + 202% + 1527 + 92° + 42° + 210,

Dobierajac i-ty czynnik mozna naktadaé¢ dowolne ograniczenia na ilosé¢ wcho-
dzen elementu a;. Na przyklad, jezeli element a; moze wystepowaé 0, 3 lub 7
razy, czynnik ma postaé 1 + 23 4 27; jezeli a; moze wystepowaé dowolng pa-
rzysta liczbe razy, czynnik jest réwny 1+ 22 + 2% + ... = —

1—x2"

Rozdzial II: Algorytmy kombinatorne

PRZYKLADY
Przyklad 2.3. Znalezé max{ai,asg,...,an }.

Rozwigzanie: patrz algorytm 2.2.

Dane: n>1
Wyniki: M = max{aj,ag,...,a, }
k1
M — ay
{Niezmiennik: M = max{ai,...,ax }}
while k£ # n do
k—k+1
if ap > M then
M — ag
end if
end while

ALGORYTM 2.2. Obliczenie max{ ai,...,an }

Przyklad 2.4. Obliczy¢ Y . | a;.

Rozwigzanie: patrz algorytm 2.3.

Dane: n>1
Wyniki: S =" a
k—1
S — aq
{Niezmiennik: S = Zle a;}
while k£ # n do
k—k+1
S — S+ ayg
end while

ALGORYTM 2.3. Obliczenie > | a;

Przyktad 2.5. Obliczy¢ 2.
Rozwigzanie: patrz algorytmy 2.4-2.6.

Uwaga 2.6. Rozwiazania 2.4 1 2.5 wymagaja O(n) dzialan, zas rozwiazanie 2.6
tylko O(logy n) dzialan.
Przyktad 2.7. Obliczyé ag + a1 + asz? + - - + a,z™.

Rozwigzanie: patrz algorytm 2.7 (Schemat Gornera,).

9



10 Rozdzial II: Algorytmy kombinatorne

Dane: n >0
Wyniki: S = 2"
k—20
S—1
{ Niezmiennik: S = z*}
while k # n do
k—k+1
S—S-x
end while

ALGORYTM 2.4. Obliczenie z™

Dane: n >0
Wyniki: S = 2"
k+—mn
S—1
{ Niezmiennik: S = z"~*}
while k£ # 0 do
k—k—-1
S—S-x
end while

ALGORYTM 2.5. Obliczenie z™

Dane: n >0
Wyniki: S = 2™
k+—n
S—1
b—zx
{ Niezmiennik: S - b* = z"}
while k£ # 0 do
if k jest liczba parzysta then
k—k/2
b «— b?
else {k jest liczbg nieparzystq}
k—k—-1
S—S8-b
end if
end while

ALGORYTM 2.6. Obliczenie z"

2. Wariacje z powtdrzeniami

Zadanie 2.8. Wydrukowaé wszystkie ciagi dtugosci k z liczb 1,...,n.

Rozdzial VI: Funkcje tworzqce

24. Zaprojektuj sposob zastosowania algorytmu obejscia drzewa do wydrukowa-
nia wszystkich ciagéw z n zer, jedynek i dwdjek, w ktérych zadna cyfra nie
pojawia sie dwa razy pod rzad. Zaimplementuj procedure JestZPrawe].

25. Zaprojektuj sposob zastosowania algorytmu obejscia drzewa do wydrukowa-
nia wszystkich ciagéow z n zer i dwdjek, w ktérych zadna cyfra nie pojawia
sie trzy razy pod rzad. Narysuj drzewo poszukiwania dla n = 5.

VI. Funkcje tworzgce

1. Definicje

Definicja 6.1. Niech ag,a;,aq,... bedzie ciagiem. Funkcjg tworzgcg nazy-
wamy szereg formalny

A(z) = ap®. (6.1)
k=0

Definicja 6.2. Niech A(z) = Y ;- arz® i B(z) = Y 7o bra” beda funkcje
tworzace.

@ Sumq (réinicg) nazywamy szereg A(x) £ B(x) = . (ar £ by)z".
k=0

@ Tloczynem funkeji A(z) i liczby rzeczywistej A nazywamy szereg AA(x) =
[e.e]
S (Nag)xk.
k=0

@ Tloczynem (iloczynem Cauchy’ego) nazywamy szereg

A(z) - B(z) = chxk,
k=0

gdzie
k
cr = Zaibkﬂ‘ = agbg + arbg—1 + - - - + arbo.
i=0

Uwaga 6.3. Jezeli szereg (6.1) jest zbieznym w otoczeniu zera, to funkeji two-
rzacej odpowiada funkcja rzeczywista, okreslona w tym samym otoczeniu zera.
W tym przypadku dziataniom, okreslonym w definicji 6.2 odpowiadaja dziata-
nia nad funkcjami rzeczywistymi. Szereg (6.1) jest rozwinieciem funkcji w sze-
reg Maclaurina. Wiec

A% (0)

=T

47



46  Rozdzial V: Wybrane algorytmy na grafach

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Podaj przyklad drzewa poszukiwan i wierzchotka W, tak zeby istnialy do-
ktadnie 3 liScie po lewej stronie od W.

Podaj przyklad drzewa poszukiwan i wierzchotka W, tak zeby istniaty do-
ktadnie 3 liscie z géry od W.

Podaj przyklad drzewa poszukiwan i wierzchotka W, tak zeby istnialty do-
ktadnie 3 wierzcholki po prawej stronie od W.

Podaj przyklad drzewa poszukiwan i wierzchotka W, tak zeby istnialy do-
ktadnie 3 wierzcholki po lewej stronie od W.

Podaj przyklad drzewa poszukiwan i wierzchotka W, tak zeby istnialy do-
ktadnie 3 wierzchotki z géry od W.

Podaj przyklad drzewa poszukiwan i wierzchotka W, tak zeby istniaty do-
ktadnie 3 wierzchotki z doty od W.

Zaprojektuj modyfikacje rozwiazania zadania o hetmanach szachowych, zeby
wydrukowane zostalo tylko jedno umieszczenie.

Zaprojektuj sposéb zastosowania algorytmu obejécia drzewa do wydrukowa-
nia wszystkich ciagdéw dtugosci k z liczb 1, ..., n. Narysuj drzewo poszukiwan
dla k=2, n=3.

Zaprojektuj sposob zastosowania algorytmu obejscia drzewa do wydrukowa-
nia wszystkich ciagdéw dlugosci k z liczb 1,...,n. Zaimplementuj procedure
JestZGoru.

Zaprojektuj sposéb zastosowania algorytmu obejécia drzewa do wydrukowa-
nia wszystkich n-permutacji. Narysuj drzewo poszukiwan dla n = 3.
Zaprojektuj sposéb zastosowania algorytmu obejécia drzewa do wydrukowa-
nia wszystkich n-permutacji. Zaimplementuj procedure JestZPrawej.
Zaprojektuj sposob zastosowania algorytmu obejscia drzewa do wydruko-
wania wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru {1,...,n}. Narysuj
drzewo poszukiwan dla k = 2, n = 3.

Zaprojektuj sposob zastosowania algorytmu obejscia drzewa do wydruko-
wania wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru {1,...,n }. Zaimple-
mentuj procedure WGére.

Niech dane beda tablica liczb ay,...,a, i liczba s. Zaprojektuj sposéb za-
stosowania algorytmu obejs$cia drzewa do rozwiazania zadania, czy mozna
przedstawi¢ s jako sume niektérych a;. Narysuj drzewo poszukiwan dla a =
=(2,3,-1), s = 2.

Niech dane beda tablica liczb aq,...,a, i liczba s. Zaprojektuj sposéb za-
stosowania algorytmu obejscia drzewa do rozwigzania zadania, czy mozna
przedstawi¢ s jako sume niektérych a;. Zaimplementuj procedure WPrawo.
Niech dane beda tablica liczb ay,...,a, i liczba s. Zaprojektuj sposéb za-
stosowania algorytmu obejs$cia drzewa do rozwiazania zadania, czy mozna
przedstawi¢ s jako sume niektorych a;. Narysuj drzewo poszukiwan dla a =
=(2,3,—1), s = 2.

Zaprojektuj sposéb zastosowania algorytmu obejécia drzewa do wydrukowa-
nia wszystkich ciagéw z n zer, jedynek i dwdjek, w ktérych zadna cyfra nie
pojawia sie dwa razy pod rzad. Narysuj drzewo poszukiwania dla n = 5.

Rozdzial II: Algorytmy kombinatorne

Dane: n >0
Wyniki: S=a9+ -+ a,z”
k0
S — ay
{Niezmiennik: S = ana® + ap_12* "1+ + a,_12°}
while k£ # n do
k—k+1
S— S -+ an_
end while

ALGORYTM 2.7. Schemat Gornera

Definicja 2.9 (Uporzadkowanie leksyko-graficzne). Ciag a = aq,...,ax
jest poprzednikiem ciagu b = by, ..., by, jezeli istnieje liczba naturalna m > 0,
taka ze

Qai=bidlai=1,...,m,
@ m+1 < b1 1ub a4 nie istnieje, zas by,41 istnieje (K =m < 1).

Oznaczenie: a < b.

Rozwigzanie zadania 2.8. Wydrukujmy ciagi w porzadku leksyko-graficznym.
Pierwszym ciggiem bedzie 1,...,1, ostatnim — n, ..., n. Patrz algorytm 2.8.
——— ——

k razy k razy

Dane: n,k > 1
Wyniki: Wydrukowaé wszystkie ciagi dtugosci k z liczb 1,...,n.
{l jest ostatnim ciggiem}
li<—n,...,lg<—n
T —1,...,x 1
wydrukowaé x
{ Niezmiennik: wydrukowane sq wszystkie ciggi do x wlgcznie}
while x # [ do
T <« nastepny ciag
wydrukowaé x
end while

ALGORYTM 2.8. Wydrukowanie wszystkich ciagéw dtugosci k z liczb
1,....n

Przejicie do nastepnego ciagu w algorytmie 2.8 odbywa sie w sposéb naste-
pujacy:
@ znalezé pierwszy z prawej wyraz, mniejszy od n,
powiekszy¢ go o jeden,

11
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Dane: z nie jest ostatnim ciagiem
Wyniki: z jest nastepnym ciggiem w porzadku leksyko-graficznym
p—k
{Niezmiennik: xp41 =--- = x) = n}
while z, =n do
p—p—1
end while
{zp <n, Tpy1 ==z =n}
Tp —Tp+1
1P
{Niezmiennik: xpy1 =--- =z, = 1}
while ¢ # n do
1—1+1
€T; < 1
end while

ALGORYTM 2.9. Przejscie do nastepnego ciggu w algorytmie 2.8

@ nastepne wyrazy ciagu przyrownaé do jedynki.

Implementacja dana jest w algorytmie 2.9.

Uwaga 2.10. Jezeli wyrazami ciagu sg liczby od 0 do n — 1, to przej$ciu do
nastepnego ciagu odpowiada dodawanie jedynki przy podstawie numeracji n.

Zadanie 2.11. Wydrukowaé wszystkie podzbiory zbioru {1,...k }.

Podpowied?. Podzbiory znajduja sie we wzajemnie-jednoznacznym odwzoro-
waniu z ciagami dlugosci k z zer i jedynek.

3. Permutacje
Zadanie 2.12. Wydrukowaé wszystkie permutacje zbioru {1,...,n}

Rozwigzanie. Wydrukujmy permutacje w porzadku leksyko-graficznym.
Pierwsza permutacja bedzie 1,2,...,n, za$ ostatnia — n,...,2,1. Algorytm
jest podobny do algorytmu 2.8. Przejscie do nastepnej permutacji odbywa sie
w sposéb nastepujacy (v. algorytm 2.10):

@ Znalez¢ najwieksze k, takie ze xp < Tg41 oraz g1 > - > Ty,
@ Powiekszy¢ xp, w najmniejszy mozliwy sposéb, i. e., zamienié¢ xy z naj-

mniejszg spoérdéd Ty, ... , Ty liczba, ktéra jest wieksza od xy.
Umiesci¢ liczby 41, ... x, w porzadku wzrostu, zeby otrzymana per-
mutacja byla najmniejsza. Mozna skorzystaé z tego, ze ciag i+1, ... , Tn

jest malejacym.
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Dane: Robot jest w dopuszczalnym k-stanie

Wyniki: JestZPrawej = prawda i nowy numer pionownicy dla hetmana k
zapisany jest w New lub JestZPrawej = falsz i nie ma mozliwosci umiesci¢
hetmana k w tej samej poziomnicy

y—k

T — P.+1

{Niezmiennik: JestZPrawej = falsz i nie mozna umiesci¢ hetmana w pi-
nownicach Pgy1,...,xz —1 lub

JestZPrawej = prawda i mozna umiesci¢ hetmana w pionownicy x}
while x < n i JestZPrawej = falsz do
if H, =falsziU,_, = falsz i V,, = falsz then
JestZPrawej « prawda
else { Pionownica lub jedna z przekgtnych nie jest wolna}
r—ax+1
end if
end while
if JestZPrawej = prawda then
New <+ x

end if
ALGORYTM 5.10. Procedura JestZPrawej do zadania o hetmanach

Dane: Robot jest w dopuszczalnym k-stanie i mozna umiesci¢ hetmana w pi-
nownicy New
Wyniki: Robot jest w nastepnym dopuszczalnym k-stanie.
€T < Pk
y—k
H, « falsz
Uy—y < falsz
Vity — falsz
x < New
Pk — X
H, «— prawda
Uy—y «— prawda
Vzty < prawda

ALGORYTM 5.11. Procedura WPrawo do zadania o hetmanach

. Co nazywa sig¢ liSciem w drzewie poszukiwan?

. Co nazywa sie korzeniem w drzewie poszukiwan?

. Podaj przyktad drzewa poszukiwan, ktore ma 6 lidci.

. Podaj przyktad drzewa poszukiwan, ktore ma 6 wierzchotkow.

. Podaj przyklad drzewa poszukiwan i wierzchotka W, tak zeby istnialy do-
ktadnie 3 lidcie po prawej stronie od W.
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Dane: Robot jest w dopuszczalnym k-stanie
Wyniki: JestZGéru = prawda i numer pionownicy dla kolejnego hetmana
zapisany jest w New lub
JestZGoru = falsz i nie ma mozliwosci umiesci¢ kolejnego hetmana
if £k =n then
JestZGoru « falsz
else {k < n}
JestZGoru «— falsz
y—k+1
T 1
{ Niezmiennik: JestZGéru = falsz i nie mozna umiesci¢ hetmana w pi-
nownicach 1,...,x —1 lub
JestZGéru = prawda i mozna umiescié¢ hetmana w pionownicy x}
while z < n i1 JestZGéru = falsz do
if H, =falsz i U,_, = falsz i V1, = falsz then
JestZGoéru «+— prawda
else { Pionownica lub jedna z przekgtnych nie jest wolna}
r—ax+1
end if
end while
if JestZGéru = prawda then
New «+— z
end if
end if

ALGORYTM 5.8. Procedura JestZGéru do zadania o hetmanach

W procedurze WPrawo trzeba ,zdja¢” hetmana z pozycji (P, k) 1 umiescié
jego w pozycji (New, k). Implementacja — algorytm 5.11.

W procedurze Wydrukowaé trzeba sprawdzié, czy zostaly umieszczone wszy-
stkie hetmany i, jezeli tak, to wydrukowac¢ rozwiazanie. Implementacja dana
jest w algorytmie 5.12.

Dane: Robot jest w lisciu.
Wiyniki: Jezeli li$¢ odpowiada rozwiazaniu, to ono jest wydrukowane
if £k =n then
Wydrukowaé P.
end if

ALGORYTM 5.12. Procedura Wydrukowac¢ do zadania o hetmanach

2. Pytania na egzamin

1. Zdefiniuj drzewo poszukiwan.

Rozdzial II: Algorytmy kombinatorne

Dane: z nie jest ostatnia permutacja
Wyniki: z jest nastepng permutacja w porzadku leksyko-graficznym
k—n-1
{Niezmiennik: Tp41 > - > Tpn}
while zy > x4, do
k—k—-1
end while
{Zr < Tpy1 oraz Tp1 >+ > x40}
t—k+1
{Niezmiennik: t < n oraz Tp41 > -+ > Ty > T}
while ¢t # n iz, > x5 do
t—t+1
end while
{Zhg1 > > Tt >xp > Tpp1 > > Tn}
T S xy
{1’k+1 > > :En}
Przestawié¢ x4 1, ... 2, w porzadku odwrotnym.

ALGORYTM 2.10. Przejécie do nastepnego ciagu w algorytmie wylicze-
nia permutacji

4. Podzbiory

Zadanie 2.13. Wydrukowaé wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru
{1,...,n}.

Pierwsze rozwigzanie. Przedstawmy k-elementowy podzbiér zbioru
{1,...,n} jako ciag zer i jedynek dlugosci n, zawierajacych dokladnie k je-
dynek. Wydrukujemy je w porzadku leksyko-graficznym. Pierwszym ciagiem

bedzie 0,...,0,1,...,1. Ostatnim za§ — 1,...,1,0,...,0.
—— —— —— ——
n—k razy k razy k razy n—k razy

Algorytm jest podobny do algorytmu 2.8. Przy przejéciu do kolejnego ciagu
s mozna powiekszy¢, tylko gdy =, = 0, a po prawe]j stronie sa jedynki. Przej-
$cie do nastepnego ciagu, przedstawiajacego podzbiér odbywa sie w sposéb
nastepujacy (v. algorytm 2.11):

@ Znalez¢ najwieksze takie s, ze x4 =0, z541 = 1.

@ Zamieni¢ x4 na jedynke.

@ Rozstawi¢ xsy1, - .. , T, tak, zeby na poczatku byly same zera, a potem —
same jedynki, i. e., zeby otrzymany ciag byl najmniejszym z mozliwych.

Drugie rozwigzanie. Przedstawmy podzbior poprzez przeliczenie jego elemen-
téw. Zeby kazdy podzbiér zostal wydrukowany jeden raz, wymieniamy ele-
menty w porzadku rosnacym. W taki sposéb trzeba wydrukowaé wszyst-
kie rosnace ciagi dlugosci k z liczb 1,...,n. Wydrukujmy je w porzadku

13



14  Rozdzial II: Algorytmy kombinatorne

Dane: x przedstawia nie ostatni podzbiér
Wyniki: z przedstawia nastepny podzbiér w porzadku leksyko-graficznym

s—mn-—1
while z; # 0 lub 2,41 # 1 do
s—s—1
end while
{zs =0 oraz x541 =1}
Ts — 1
10
ks
{Niezmiennik: I zgadza sie z iloScig jedynek sposréd xsiq, ..., 2K}
while k # n do
k—k+1
I — 1+ x
end while
Tst1 <_07 ceey Tp—T41 0
xn71+2<_17 axn‘_]-

ALGORYTM 2.11. Przejécie do nastepnego ciggu w pierwszym algoryt-
mie wyliczania podzbioréw dlugosci k zbioru {1,...,n}

leksyko-graficznym. Pierwszym ciggiem bedzie 1,2,...,k, za$ ostatnim —
(n—k+1),....,(n—1),n.

Przy przejsciu do kolejnego ciagu xs mozna powiekszyé, tylko gdy xs <

<n—k+s, wiec przejscie do kolejnego ciaggu odbywa sie w sposéb nastepujacy

(

[\

S U W

v. algorytm 2.12):

@ Zmalez¢ najwieksze takie s, ze xs <n —k + s.
@ Powigkszy¢ x5 o jedynke.
@ Kolejne wyrazu ciagu powinny rosnaé o jeden.

5. Pytania na egzamin

. Co nazywa si¢ niezmiennikiem petli?
. Niech przed petla WHILE niezmiennik petli bedzie mie¢ wartosé prawda.

Jakie wartosci beda miaty po petle niezmiennik oraz warunek kontynuacji
petli?

. Podaj przyktad petli WHILE.
. Zaprojektuj petle do odnalezienia max{ y1,. ..

, Yt } uzywajac niezmiennik.

. Zaprojektuj petle do obliczania iloczynu y; - y2 . . . y¢ uzywajac niezmiennik.

. Zaprojektuj petle do obliczania sumy y; —y2+y3 —- - -+ (—=1) "Ly, uzywajac
niezmiennik.

. Liczba zmiennoprzecinkowa przedstawiona jest jako para (z, k), gdzie x €
€[1,10) jest mantysq, k € Z nazywa sie wyznacznikiem czesci potegowe;.
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Wyniki: JestZDotu = falsz <= Robot jest w korzeniu
if £ =0 then
JestZDotu « falsz
else {k > 0}
JestZDotu « prawda
end if

ALGORYTM 5.6. Procedura JestZDoZu do zadania o hetmanach

Dane: Robot jest w dopuszczalnym stanienie, nie w korzeniu (k > 0)
Wiyniki: Robot jest w dopuszczalnym stanie o jeden poziom nizej

T Pyy—k

H, < falsz

Uy—y «— falsz

Vity « falsz

k—k—-1

ALGORYTM 5.7. Procedura WD61 do zadania o hetmanach

JestZGéru powinno by¢ falsz. Jezeli £ < n, to trzeba dobraé¢ taka war-
tos¢ P41 miedzy 1 a n, zeby odpowiedne pionownica i dwie przekatne byly
wolne. Jezeli takiej wartosci nie ma, JestZGéru powinno by¢ falsz. Jezeli
JestZGoru = falsz, warto$é Py nie jest istotna. Implementacja procedury
dana jest w algorytmie 5.8.

W procedurze WGére trzeba umiesci¢ kolejnego hetmana w pionownicy Pg1,
i. e., oznaczy¢ pionownice i obydwie przekatne, jako zajete i powiekszy¢ poziom
Robota w drzewie. Implementacja procedury dana jest w algorytmie 5.9.

Dane: Robot jest w dopuszczalnym k-stanie i mozna umiesci¢ kolejnego het-
mana w pinownicy New
Wiyniki: Robot jest w pierwszym dopuszczalnym (k + 1)-stanie.

k—k+1

x < New

y—k

Pk — T

H, «— prawda

Uy—y «— prawda

Vzty < prawda

ALGORYTM 5.9. Procedura WGére do zadania o hetmanach
Procedura JestZPrawej jest podobna do procedury JestZGéru. Rdznica

polega na tym, ze dobieramy pionownice dla hetmana w tej samej poziomnicy.
Implementacja procedury dana jest w algorytmie 5.10.
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poziomnicy y i pionownicy x, znajduje sie na prawej przekatnej x + y, v. ry-
sunek 5.9. V; ma warto$¢ prawda, jezeli na i-ej lewej przekginej znajduje
sie hetman, odpowiednio falsz, jezeli i-ta lewa przekatna jest wolna. Hetman,
umieszczony na poziomnicy y i pionownicy x, znajduje sie¢ na lewej przekatnej
x — 1y, v. rysunek 5.10.
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RYSUNEK 5.9. Prawe przekatne RYSUNEK 5.10. Lewe przekatne

Tablicy H, U i V pomoga sprawdzi¢ dopuszczalnoéé stanu. Na przyklad,
dla stanu A na rysunku 5.8 tablicy te réwne sg odpowiednio

H = (prawda, prawda, falsz, falsz),
U = (prawda, falsz, falsz, prawda, prawda, falsz, falsz),

V = (falsz, falsz, prawda, prawda, falsz, prawda, falsz).

W korzeniu wszystkie wartoéci tych tablic réwne sa falsz.
Do rozwiazania zadania zastosujemy algorytm 5.2. Gléwny program, tacznie
z dzialaniami wstepnymi, przedstawiony jest w algorytmie 5.5.

Dane: n >0
Wiyniki: wydrukowane sa wszystkie rozwiazania zadania o hetmanach
k<0

Us; «— falsz, ..., Us, < falsz
Vi, « fatsz, ..., V,,_, « falsz
H, — falsz, ..., H, — falsz

algorytm 5.2
ALGORYTM 5.5. Program gléwny do zadania o hetmanach

Do implementacja procedur JestZDo*u oraz WD6% zauwazmy, ze poziom Ro-
bota na drzewie okreSlony jest poprzez warto$¢ zmiennej k (iloSci umieszczo-
nych hetmandéw). W szczegblnosci, w korzeniu k = 0. Implementacja procedur
dana jest w algorytmach 5.6 1 5.7.

W procedurze JestZGéru trzeba dobraé¢ pionownice dla kolejnego hetmana.
W szczegoblnosci, jezeli k& = n, i.e. wszystkie hetmany zostaly umieszczone,

Rozdzial II: Algorytmy kombinatorne

Dane: x przedstawia nie ostatni podzbiér
Wyniki: z przedstawia nastepny podzbiér w porzadku leksyko-graficznym

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

s—n

while z;, > n—k + s do
s—s—1

end while

Ts— xs+ 1

18

{ Niezmiennik: w ciqgu xs, ..
poprzedniego}

while i # n do
1—i+1
T, — xi—1+1

end while

., x; kazdy nastepny wyraz jest o 1 wiekszy od

ALGORYTM 2.12. Przejscie do nastepnego ciaggu w drugim algorytmie
wyliczania podzbioréw dlugosci k zbioru {1,...,n}

Wartoéé liczby zmiennoprzecinkowej to z - 10%. Opracowaé algorytm do
podniesienia liczby zmiennoprzecinkowej (x, k) do potegi s o skomplikowa-
nosci O(s).

. Liczba zmiennoprzecinkowa przedstawiona jest jako para (z,k), gdzie x €

€[1,10) jest mantysq, k € Z nazywa sie wyznacznikiem czesci potegowe;.
Wartoéé liczby zmiennoprzecinkowej to z - 10%. Opracowaé algorytm do
podniesienia liczby zmiennoprzecinkowej (x, k) do potegi s o skomplikowa-
nosci O(log, s). PodpowiedZ: mozna uzy¢ niezmiennik

(y-10%) - (b-10%)* = (z - 10¥)%, 1 < y,b < 10.

. Obliczy¢ wedlug schematu Gornera warto$é¢ wielomianu 2° — 2% + 323 —

—42% + 5 w punkcie 2.

Uporzadkowaé¢ w porzadku leksyko-graficznym ciagi: a1 = (1,2,3), az=
=(1,1,1), a3 = (1,1), aqy = (1).

Podaj definicje porzadku leksyko-graficznego.

Podaj przyktad ciagu, ktory jest miedzy ¢; = (1,1,1) a co = (1, 1) wzgledem
porzadku leksyko-graficznego.

Podaj przyklad ciagu x, takiego, ze z < y, gdzie y = (0,0, 0).

Ustal wzajemnie-jednoznaczne odwzorowanie zbioru wszystkich podzbiorow
zbioru {1,2,...,n} na zbidr wszystkich ciagéw dtugosci n, ztozonych z zer
i jedynek. Co odpowiada zbiorowi pustemu?

Zaprojektuj algorytm wydrukowania wszystkich ciagéw diugosci k z liczb
1,...,n w porzadku, odwrotnym do leksyko-graficznego. (Bez implementacji
przej$cia do nastepnego ciggu).

Zaprojektuj algorytm przejscia do kolejnego ciagu przy wydrukowaniu
wszystkich ciagéow dlugosci k z liczb 1,...,n w porzadku, odwrotnym do

15



16 Rozdzial II: Algorytmy kombinatorne

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

leksyko-graficznego.

Zaprojektuj algorytm wydrukowania wszystkich podzbioréw zbioru
{1,2,...,k}.

Zaprojektuj algorytm wydrukowania wszystkich permutacji zbioru
{1,...,n} wporzadku, odwrotnym do leksyko-graficznego. (Bez implemen-
tacji przejscia do nastepnego ciagu).

Zaprojektuj algorytm przejscia do kolejnego ciggu przy wydrukowaniu
wszystkich permutacji zbioru { 1,...,n } w porzadku, odwrotnym do leksy-
ko-graficznego.

Przedstawmy k-elementowy podzbiér zbioru {1,...,n} jako ciag zer i je-
dynek dlugosci n, zawierajacych dokladnie k jedynek. Zaprojektuj algorytm
wydrukowania wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru {1,...,n}
w porzadku, odwrotnym do leksyko-graficznego. (Bez implementacji przej-
Scia do nastepnego ciagu).

Przedstawmy k-elementowy podzbiér zbioru {1,...,n} jako ciag zer i je-
dynek dlugosci n, zawierajacych dokladnie k jedynek. Zaprojektuj algorytm
przejscia do kolejnego ciagu przy wydrukowaniu wszystkich k-elementowych
podzbioréw zbioru {1,...,n} w porzadku, odwrotnym do leksyko-graficz-
nego.

Przedstawmy k-elementowy podzbiér zbioru {1,...,n} jako rosnacy ciag
jego elementéw. Zaprojektuj algorytm przejscia do kolejnego ciagu przy wy-
drukowaniu wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru { 1,...,n } w po-
rzadku, odwrotnym do leksyko-graficznego.

Przedstawmy k-elementowy podzbidér zbioru {1,...,n} jako malejacy ciag
jego elementéw. Zaprojektuj algorytm przejscia do kolejnego ciagu przy wy-
drukowaniu wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru

{1,...,n} w porzadku, odwrotnym do leksyko-graficznego.

Przedstawmy k-elementowy podzbidr zbioru {1,...,n} jako malejacy ciag
jego elementow. Zaprojektuj algorytm przejécia do kolejnego ciagu przy wy-
drukowaniu wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru

{1,...,n} w porzadku leksyko-graficznym.

Wypisaé wszystkie 3-elementowe ciagi z liczb { 0,1} w porzadku leksyko-
-graficznym.

Wypisaé wszystkie 2-elementowe ciagi z liczb {0, 1,2 } w porzadku, odwrot-
nym do leksyko-graficznego.

Wypisaé wszystkie podzbiory zbioru { 0,1 } w porzadku leksyko-graficznym.
Wypisaé¢ wszystkie podzbiory zbioru {0,1,2} w porzadku, odwrotnym do
leksyko-graficznego.

Wypisaé wszystkie permutacje zbioru {0,1} w porzadku leksyko-graficz-
nym.

Wypisaé wszystkie permutacje zbioru { 0,1, 2 } w porzadku, odwrotnym do
leksyko-graficznego.

Przedstawmy k-elementowy podzbidér zbioru {1,...,n} jako malejacy ciag
jego elementéw. Wypisaé wszystkie 2-elementowe podzbiory zbioru

Rozdzial V: Wybrane algorytmy na grafach

sensu kontynuowaé poszukiwanie po tej galezi. Nazwiemy k-stan dopuszczal-
nym, jezeli hetmany sie nie atakuja. Rozwazmy drzewo, ztozone tylko z do-
puszczanych stanéw (v. rysunek 5.8).
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RYSUNEK 5.8. Drzewo stanéw dopuszczalnych w zadaniu o hetmanach
szachowych dla n =4

Przedstawmy stan za pomocg zmiennej k, iloéci ustawionych hetmanéw,
oraz tablicy P;, ¢ = 1,...n, gdzie P; jest numerem pionownicy hetmana nu-
mer 4, ustanowionego w poziomnicy ¢. Na przyktad, stanowi A na rysunku 5.8
odpowiada k = 3, P = (1,4, 2, %), w korzeniu k = 0. Przy i > k warto$¢ P; nie
jest istotna.

Wprowadzimy trzy tablicy pomocnicze H;, ¢ = 1,...,n, U;, i = 2,...2n
oraz Vj, j =1—mn,...,n— 1. H; ma wartoé¢ prawda, jezeli na i-ej piono-
wnicy znajduje si¢ hetman, oraz falsz, jezeli i-ta pionownica jest wolna. U;
ma warto$¢ prawda, jezeli na i-ej prawej przekgtnej znajduje sie hetman,
oraz falsz, jezeli i-ta prawa przekatna jest wolna. Hetman, umieszczony na
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40 Rozdzial V: Wybrane algorytmy na grafach

Dane: Robot jest w korzeniu, wierzchotki nie wydrukowane
Wiyniki: Robot jest w korzeniu, wierzcholki sa wydrukowane
{ Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie 4 z dotu}
WGoéreIWydrukowad
{ Niezmiennik: Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie,
z dotu i z goéry}
while JestZDozu do
if JestZPrawej then
WPrawo
{ Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie i z dotu}
WG6reIWydrukowad
else {Nie ma z prawa, jest z dolu}
WDé6%
end if
end while
{Robot jest w korzeniu, wiec wydrukowane sq wszystkie wierzcholki}

ALGORYTM 5.4. Wydrukowanie wszystkich wierzchotkéw drzewa po-
szukiwan

(k + 1)-ty hetman. Otrzymany graf bedzie drzewem poszukiwan i mozna za-
stosowaé¢ program obejécia drzewa 5.2, wybierajac do druku tylko te liscie,
w ktorych hetmany sie nie atakuja.

w w

N

RYSUNEK 5.7. Drzewo stanéw w zadaniu o hetmanach szachowych dla
n =2

. . , . - I

Drzewo poszukiwania, okreslone w poprzednim akapicie, ma n'™ lidci i "n—711
wierzchotkéw. W taki sposéb, mozna spodziewaé si¢ algorytmu o skompli-
kowanosci O(n™). Mozna powigkszy¢ efektywnosé algorytmu, zmniejszywszy

drzewo. Zauwazmy, ze jezeli w k-stanie dwa hetmany sie atakuja, to nie ma

Rozdzial III: Podzielnosé liczb naturalnych

{0,1,2,3} w porzadku leksyko-graficznym.

32. Przedstawmy k-elementowy podzbiér zbioru {1,...,n} jako rosnacy ciag
jego elementéw. Wypisaé wszystkie 3-elementowe podzbiory zbioru
{0,1,2,3} w porzadku, odwrotnym do leksyko-graficznego.

33. Przedstawmy k-elementowy podzbidr zbioru {1,...,n} jako ciag z zer i je-
dynek, zawierajacy doktadnie k jedynek. Wypisaé wszystkie 3-elementowe
podzbiory zbioru {0,1,2,3 } w porzadku, odwrotnym do leksyko-graficzne-
go.

34. Przedstawmy k-elementowy podzbiér zbioru {1,...,n } jako ciag z zer i je-
dynek, zawierajacy dokladnie k jedynek. Wypisaé wszystkie 2-elementowe
podzbiory zbioru {0,1,2,3} w porzadku leksyko-graficznym.

ITI. Podzielnosé¢ liczb naturalnych

1. Dzielenie liczb calkowitych i pierScien Z,,
Twierdzenie 3.1. Mozliwo$¢ dzielenia z reszty. Vo, y € Z, y # 0 istniejg
jedyne q,r € Z, 0 < r < |y| — 1, takie Ze

T =qy+r,

q = xdivy nazywa sie itlorazem, r = xmody — resztq.

Definicja 3.2. Liczba catkowita z jest podzielna przez y (wielokrotnoscig y),
jezeli reszta przy dzieleniu wynosi zero, czyli dq € Z, x = qy. Méwimy rowniez,
ze y jest dzielnikiem (podzielnikiem) x, piszemy y|z.

Ustalmy liczbe m € Z, m > 1.

Definicja 3.3. Liczby calkowite x i y sa porownywalne modulo m, jezeli x —y
jest podzielna przez m:
z=y (mod m).

Lemat. © = y (mod m) <= z iy majg jednakowe reszty przy dzieleniu
przez m

Twierdzenie 3.4. Relacja porownywalnosci jest relacjqg rownowaznosci.
Dowdd. Sprawdzmy, ze relacja ta jest zwrotng, symetrycznq, oraz przechodnig.

Whiosek 3.5. relacjg pordwnywalnosci rozbija zbior Z na klasy reszt [x] =
={y€Z|y=x (mod m)}. Przy tym
@ [1] = [12] <= 1 =22 (mod m),

jezeli x1 # xo (mod m), to [x1] N [z2] = 0.

17
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Przyklad 3.6. Niech m = 5. Wtedy
@ =[-4=[6={..,~9-41,611,...},
@ R=[1={.,-327..} [1]n[2 =0

Twierdzenie 3.7. JeZeli x1 = y1 (mod m) oraz xo = yo (mod m), to z1 £
+t a9 =y1 £ y2 (mod m), oraz 122 = y1y2 (mod m)

Definicja 3.8 (Dodawanie i mnozenie klas reszt).

© [a] + [y] = [z + 9],

@) [a] - [y] = [zy)-

Przyktad 3.9. Niech m = 5. Wtedy [2] - [-2] = [-4] = [1], [2] - [7] = [14] =
—[4] = [-1].

Twierdzenie 3.10. Okreslone w 3.8 dziatania dodawania i mnozZenia zado-
walajg

© [a] + [y] = [y) + [a],

@) o] + (] + [2]) = (2] + o)) + [2],
@) [0] + [2] = [2] + [0] = [2],

@) [2] + [~=] = [0],

G) 2]y = ly] - 2],

©) [«]- ([y] - [2]) = (2] - [9]) - [2],
@ [ [z] = [2] - [1] = [2],

®) [a]- ([y] + [2]) = [2] - [y] + [«] - [2],
©) (2] + o) - [2] = [2] - [e] + [y] - [2]-

Definicja 3.11. Zbiér klas reszt razem z okreslonymi w 3.8 dzialaniami mno-
zenia i dodawania nazywa sie pierscieniem Zyy,.

2. Kryteria podzielnosci

Twierdzenie 3.12. Kryterium podzielnosci przez 3 i 9. Liczba calko-
wita x jest podzielna przez 3 (9) <= suma cyfr x jest podzielna przez 8 (9).

Dowdd. Rozwazymy zapis dziesietny liczby « = a,, ...a1a9, gdzie a; sa cyfry.

Wtedy

x=ap+10a1+---+10"a, = (ap+---+an)+9a1 +99a2+---+9...9a, =
n razy

=ao+ -+ a, (mod 3(9))

Rozdzial V: Wybrane algorytmy na grafach

Ay
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RysuNEK 5.6. Klasy wierzchotkéw

Dane: Wydrukowane sa wszystkie wierzcholki po lewej stronie i z dotu
Wyniki: Wydrukowane sa wszystkie wierzchotki po lewej stronie, z dolu
iz gory
{ Niezmiennik: Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie
i z dotu}
while JestZGéru do
Wydrukowac
WGore
end while
{ Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie
i z dotu, Robot jest w lisciu}
Wydrukowaé
{ Wydrukowane sq wszystkie wierzcholki po lewej stronie, z dotu i z géry}

ALGORYTM 5.3. Modyfikowana procedura WGéreIWydrukowaé

Uwaga 5.4. Tloéé dzialah w algorytmie jest O(n), gdzie n jest iloscia wierz-
chotkoéw.

Zadanie 5.5. Na szachownicy n x n ustawi¢ n hetmandéw w taki sposob, zeby
zadne dwa hetmany nie atakowaly sie. Wydrukowaé wszystkie ustawienia.

Rozwigzanie. Na kazdej z n poziomnic powinien znajdowac sie jeden hetman.
Nazwiemy k-stanem dowolne ustawienie k hetmanéw na dolnych k poziomni-
cach. Okre$lmy drzewo standw (v. rysunek 5.7). Korzeniem bedzie stan pu-
sty. 7 kazdego k-stanu wychodzi n krawedzi do k 4+ 1 stanéw, odpowiada-
jacym umieszczeniu hetmana numer k + 1 na poziomnicy k + 1. Uporzad-
kujmy (k + 1)-stany wedlug numeru pionownicy, w ktérej zostal umieszczony
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38 Rozdzial V: Wybrane algorytmy na grafach

Dane: Wydrukowane sa wszystkie liScie po lewej stronie
Wiyniki: Wydrukowane sa wszystkie liScie po lewej stronie i z gory
{ Niezmiennik: Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie}
while JestZGéru do
WGore
end while
{ Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie, Robot jest w lisciu}
Wydrukowad

ALGORYTM 5.1. Procedura WGéreIWydrukowaé

Dane: Robot jest w korzeniu, liécie nie wydrukowane
Wiyniki: Robot jest w korzeniu, liScie sa wydrukowane
{ Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie}
WG6reIWydrukowad
{ Niezmiennik: Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie ¢ z gory}
while JestZDotu do
if JestZPrawej then
WPrawo
{ Wydrukowane sq wszystkie liscie po lewej stronie}
WG6reIWydrukowad
else {Nie ma z prawej, jest z dolu}
WD6x
end if
end while
{Robot jest w korzeniu, wiec wydrukowane sq wszystkie liscie}

ALGORYTM 5.2. Wydrukowanie wszystkich liSci drzewa poszukiwan

Zadanie 5.3. Wydrukowaé wszystkie wierzchotki drzewa poszukiwan doktad-
nie jeden raz.

Rozwigzanie. Niech Robot bedzie w pewnym wierzchotku W. Podzielmy wszy-
stkie wierzchotki na klasy (rysunek 5.6):

@ Z dotu — $ciezka z korzenia do wierzchotka W przechodzi przez dany
wierzchotlek.
Po lewej stronie — Sciezka z korzenia do wierzchotka skreca w lewo przed
wierzchotkiem W.
Po prawej stronie — $Sciezka z korzenia do wierzchotka skreca w prawo
przed wierzchotkiem W.

Z gory — $ciezka z korzenia do wierzchotka idzie przez wierzchotek W.
Modyfikacja procedury pomocniczej (cf. 5.1) dana jest w algorytmie 5.3.
Program gléwny podobny jest do algorytmu 5.2 i podany jest w algoryt-

mie 5.4.

Rozdzial III: Podzielnosé liczb naturalnych

Twierdzenie 3.13. Kryterium podzielnos$ci przez 11. Liczba calkowita
x jest podzielna przez 11 <= r1dézZnica sumy parzystych i nieparzystych cyfr
x jest podzielna przez 11.

Dowdéd. Rozwazymy zapis dziesietny liczby © = a,, ... a1a9, gdzie a; sa cyfry.
Wtedy

z=ao+10a1+---+10"a, = ap+1la; —a1 +99az+as+100lag—az+- - - =
=(ap—a1+az—as+aqs+...)+ (1la; +99a2 + 100las+9999%a4s +...) =
=ag—ay+az—az+ag+... (mod 11).

Twierdzenie 3.14. Kryterium podzielnoSci przez 7, 11, 13. Liczba
catkowita x jest podzielna przez 7 (11 albo 18) <= podzielna przez 7 (11
albo 13 odpowiednio) jest liczba nastepujaca:

Rozbijamy zapis dziesietny liczby x z prawej strony na grupy po trzy cyfry.
Otrzymamy ciqg liczb trzycyfrowych: Ty, Th,.... Okreslong liczbg jest T =
=To-T1+To—....

Dowdéd. Rozwazymy zapis dziesietny liczby x = a,, ... a1a9, gdzie a; sa cyfry.
Wtedy

x =ag+ 10ay +--- + 10"a,, =
= Ty + 10007} 4 100000075 + 10975 + - - - + 103*T;,
=Ty + 10017y — T1 + 999 99975 + T 4+ 100000000175 — T3 + - -- =
=To—T1+T>—T5+... (mod 7(11,13)),

bowiem 1001 =7-11-131999999=3%.7-11-13-37.
Przyktad 3.15. Liczba 47528 481

@ jest podzielna przez 3, poniewaz 4+74+54+24+844+8+1=39=3-13,
nie jest podzielna przez 9.

@ jest podzielna przez 11, poniewaz 4 —7+5—-24+8—-4+8—-1=11,

jest podzielna przez 7 i 13, poniewaz 47 — 528 + 481 = 0.

3. Przyklady obliczen w pierScieniu Z,,

Przyklad 3.16. W tym roku mialem urodziny we wtorek. W jakim dniu
bede je mial za 10 lat?

Rozwigzanie. Modulo 7: [2+10-365+2] = [2]+[10]-[365]+[2] = [4]+[3]-[1] =
=[0]. Wiec, w niedziele.
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Rozdzial III: Podzielnosé liczb naturalnych

Przykltad 3.17. Zarabiam 17 zlotych 28 groszy za godzine. Ile bede mial
drobnych za 2143 godzin?

Rozwigzanie. Modulo 100: [1728-2143] = [28] - [43] = ([20] + [8]) ([40] + [3]) =
=[60] + [20] + [24] = [4].

Przyklad 3.18. Znalezé ostatnig cyfre liczby 21000

Rozwigzanie. Ostatnia cyfra zgadza sie z reszta przy dzieleniu przez 10. Wiec
modulo 10: 2] = [2], [2]2 = [4], [22 = [8], [2I* = [6], [2I° = [2]. Ciag poteg
dwdjki ma okres 4. W taki sposéb,

[21000] [2]1000 —_ [2](1000 mod 4) _ [2]4 = 6.

4. Liczby pierwsze

Definicja 3.19. Liczba x, ktéra ma dokladnie 2 podzielniki: 1 i x, nazywa
sie pierwszg. 1 nie jest liczba pierwsza.

Twierdzenie 3.20 (Podstawowe twierdzenie arytmetyki). Kazda liczba
naturalna n > 1 moze byc jednoznacznie roztozona na czynniki

— o2 (9]
n_pl .p2 pk}’

gdzie p1 < p2 < -+ < pr — liczby pierwsze, a; >0 dlat1=1,... k.

Algorytm poszukiwania liczb pierwszych. (Sito Eratostenesa).

Yy QOA@Fr@O 9 w1 uw» LW 2
2 22 23 24 25 26 27 28 €9 30 GD 32 33 34 35 36 G 38 39 40
@ 42 @ 4 45 46 @D 48 49 50 51 52 6 p4 55 56 57 58 Y 60
6D 62 63 64 65 66 6D 68 69 70 @D 72 @ 74 75 76 7 78 @) 80
$1 82 €3 84 5 86 7 58 89 90 91 92 93 94 95 96 @D 98 99 100

W algorytmie 3.1 przedstawiony jest sposéb obliczania S pierwszych liczb
pierwszych poprzez dzielenie przez liczby pierwsze.

Rozdzial V: Wybrane algorytmy na grafach

Rozwigzanie. Zalozmy, ze obejécie drzewa wykonuje Robot, znajdujacy sie na
poczatku w korzeniu. Uzyjmy nastepujacych polecen:

@ WGére — przejscie po pierwszej z wychodzacych krawedzi (rysunek 5.2).

@ WPrawo — przejécie do sasiedniego po prawej stronie wierzchotka (rysu-
nek 5.3).

@ WD62 — zejécie o jeden poziom w dél (rysunek 5.4).

JestZG6éru — ma wartos¢ prawda, jesli istnieje wierzchotek z géry
i falsz, jesli z gory nie ma wierzcholka.

JestZPrawej — ma warto$¢ prawda, jesli istnieje wierzcholek z prawej
strony i falsz, jesli z prawej strony nie ma wierzchotka.

JestZDotu — ma warto$¢ prawda, jesli istnieje wierzchotek z dotu
i falsz, jesli z dotu nie ma wierzchotka.

-
s

Ay
)
’

RysuNEk 5.5. Klasy lidci

Niech Robot bedzie w pewnym wierzchotku W. Podzielmy wszystkie liscie
na klasy (rysunek 5.5):

@ Po lewej stronie — Sciezka z korzenia do liscia skreca w lewo przed wierz-
chotkiem W.
Po prawej stronie — $ciezka z korzenia do liscia skreca w prawo przed
wierzchotkiem W.
Z gory — $ciezka z korzenia do lidcia idzie przez wierzchotek W.

W szczegolnodci, jezeli W jest lisciem, to on nalezy do klasy ,z géry”. Dla
korzenia klasy ,po lewej stronie” oraz ,po prawej stronie” sa puste. Natomiast
klasa ,z gory” zgadza sie ze zbiorem wszystkich lisci.

Zostanie potrzebna procedura WGéreIWydrukowaé, algorytm 5.1.

Program gléwny dany jest w algorytmie 5.2
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Rozdzial V: Wybrane algorytmy na grafach
V. Wybrane algorytmy na grafach

1. Obejscie drzewa poszukiwan
(szukanie z powracaniem, backtraking)

Definicje 5.1. Drzewem poszukiwari, o n wierzchotkach nazywa sie graf pusty,
jezeli n = 0, oraz, przy n > 1, graf, majacy wierzcholek W, nazywany korze-
niem, oraz skonczona (by¢ moze pusta) uporzadkowana ilo$¢ poddrzew poszu-
kiwan t1,...,tx 0 nq, ..., n, wierzchotkach odpowiednio. Przy czym ni+...+
+ni +1=n, (v. rysunek 5.1). Wierzcholek, ktéry nie ma poddrzew, nazywa

sie lisciem.
<

RYSUNEK 5.1. Drzewo poszukiwan

RYSUNEK 5.2. Polecenie WG6re

Zadanie 5.2. Dane jest drzewo poszukiwan. Wydrukowaé wszystkie jego li-

$cie doktadnie jeden raz.

RYSUNEK 5.4. Polecenie WD6%

—

RYSUNEK 5.3. Polecenie WPrawo

Rozdzial III: Podzielnosé liczb naturalnych

Dane: S > 2
Wiyniki: Tablica P[0...S — 1] zawiera S pierwszych liczb pierwszych
P[O] — 2
P[l] — 3
C+—5
k—2
{ Niezmiennik: w tablicy P juz zapisano k pierwszych liczb pierwszych}
while k£ < S do
l—1
CisPrime «— true
{ Niezmiennik: (Cist'me = true i C nie jest podzielng przez P[0], ...,
P[l —1]) lub CisPrime = false.}
while CisPrimei P[l] < VC do
if C jest podzielna przez P[l] then
CisPrime «— false
else {C nie jest podzielna przez P[l]}
l—1l+1
end if
end while
if CisPrime then
Plk] — C
k—k+1
end if
C—C+2

end while

{Liczba C jest kandydatem na kolejng liczbe pierwszq}

{Nastepny kandydat na liczbe pierwszq}

ALGORYTM 3.1. Obliczenie pierwszych S liczb pierwszych

5. Najwiekszy wspoélny podzielnik
i najmniejsza wspélna wielokrotnosé

Przez NWP(z,y) oznaczamy najwiekszy wspélny podzielnik liczb z i y,
przez NWW (x,y) — najmniejsza wspdlna wielokrotnosé.

Definicja 3.21. Liczby = i y sa wzajemnie pierwsze, jeSli NWP(z,y) = 1.
Jako wniosek z twierdzenia 3.20 otrzymamy lemat:

Lemat 3.22. Niech a = p{* ...p2" oraz b = p’fl ...pB" bedq roztoienia liczb

n
a i b na czynniki pierwsze (pozwalamy zerowe potegi). Wtedy

NWP(a,b) = p}*...pJ», NWW(a,b) =pd*...pdn,
NWW (a,b) - NWP(a,b) =a - b,
gdzie v; = min{ a;, B; }, 6; = max{;, i }, i =1,...n.

Znany algorytm obliczania najwiekszego wspdélnego podzielnika jest oparty
na nastepujacym twierdzeniu (algorytm 3.2).
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Twierdzenie 3.23 (Euklides). Niech x > y. Wtedy 00010
0 01 10
NWP(z,y) = NWP(z — y,) = NWP(z mod y, ). 73. Sprawdzi¢, czy graf, okreslony macierzg przyleglosci (1) 1 8 8 (1) ma
00 010
Sciezke Hamiltona?
Przyktad 3.24. N ) ) ) o
74. Sprawdzié, czy graf skierowany, okreslony macierza przylegtosci
01 0 0O
NWP(28,49) = NWP(28,21) = NWP(7,21) = 00110
=NWP(7,14) = NWP(7,7) = 1. 0 0 0 0 O | macykle?
01 0 01
10010
Przykiad 3.25. NWP(28,124) = NWP(28,4) = NWP(0,4) = 4. 0 00 1O
0 01 01
75. Sprawdzié, czy graf, okreslony macierza incydencji | 1 0 0 0 0 | ma
Dane: a >0,b>0 11 0 0 1
01110

Wyniki: d = NWP(a, b
y (a,b) $ciezke Hamiltona?

m«—a
n«+<b 76. Sprawdzié, czy graf, okreslony macierzg incydencji
{Niezmiennik: NWP(a,b) = NWP(m,n), m >0, n >0} 01 0100
while m # 0 lub n # 0 do 0000110
if m > n then 1 01 0 0 0 0| maésciezke Eulera?
m «— m mod n 110 01 01
else {m < n} 0 01 1 0 11
n<«<—n modm 77. Sprawdzié, czy graf, okreslony macierzg incydencji
end if 100 1 0 01
end while 001 01 11
if m =0 then 01 01 1 0 0] jesteulerowskim?
d—n 1110 0 00
else {n =0} 0 000O0OT1TO
d—m 78. Sprawdzié, czy graf, okreslony macierza incydencji
end if 1001 01010
001 010101
ALGORYTM 3.2. Algorytm Euklidesa 8 (1) 8 (1) 8 (1) (1) 8 é jest hamiltonowskim?
Modyfikacja algorytmu 3.2 pozwala jednoczeénie znalezé takie liczby catko- (1) é ? 8 (1) 8 8 (1) 8

wite z 1y, ze ax + by = NWP(a,b), patrz algorytm 3.3. B . ) . ) 3
79. Sprawdzié, czy graf skierowany, okreslony macierza incydencji

Jeszcze jedna modyfikacja, zaproponowana przez Djikstre, pozwala obliczy¢ 1 0 0 -1 0 -1 0 1 0
jednoczesnie NWP(a,b) i NWW (a, b), p. algorytm 3.4. 0 0 -1 0 -1 0 1 0 1
0 -1 0 1 o o0 0 0 -1 ma cykle?
o 0 0 0 O 1 -1 0 0 '
-1 1 0 O 1 o 0 0 O
0 0 1 o o0 0 0 -1 o0
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61.

62.
63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Podaé przyklad grafa nie zorientowanego i odpowiednej macierzy przylegto-
Sci.

Podacé przyklad grafa nie zorientowanego i odpowiednej macierzy incydencji.
Udowodnij, ze suma elementéw wiersza ¢ macierzy przyleglosci jest réwna
(5(0@)

Udowodnij, ze suma elementéw kolumny ¢ macierzy przyleglosci jest réwna
5(011)

Udowodnij, ze suma elementéw kolumny ¢ macierzy przyleglosci grafa skie-
rowanego jest réwna 0~ (a;).

Udowodnij, ze suma elementéw wiersza i macierzy przyleglosci grafa zorien-
towanego jest réwna 61 (a;).

Udowodnij, ze suma wierszy macierzy incydencji grafa zorientowanego jest
rowna wierszu zerowemu.

Sprawdzié, czy bedzie graf, okreslony macierza przyleglosci
0 1 1 1 0

10 010

1 0 0 1 1| eulerowskim?

111 01

00110

Sprawdzié, czy bedzie graf, okreslony macierza przyleglosci

01 010

10 0 1 0

0 0 0 1 0] spbjnym?

1 1 1 0 1

00010
01 010
1 0 0 1 0

Sprawdzié, czy graf, okre$lony macierza przylegtosci | 0 0 0 1 0 | ma
1 1 1 0 1
00010

cykle?

Sprawdzié, czy bedzie graf, okreslony macierza przyleglosci

01 010

10 010

0 0 0 1 0| hamiltonowskim?

111 01

00010
01 1 1 0
1 0 0 1 1

Sprawdzié, czy graf, okreslony macierza przyleglosci [ 1 0 0 1 0 | ma
111 01
01 010

Sciezke Eulera?
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Dane: a >0,b>0
Wyniki: d = NWP(a,b), ax + by =d
m<«—a
n<—b
p1
t—20
r—20
s—1

{Niezmiennik: NWP(a,b) = NWP(m,n), m > 0, n > 0, m

n = ar + bs}
while n # 0 lub m # 0 do
if m > n then
q<— mdivn
m «<— m mod n
p—p—qr
t—1t—gqs
else {m < n}
q — ndivm
n«n mod m
re— 1T —qp
s—s—qt
end if
end while
if m =0 then
d—n
T
y s
else {n =0}
d—m
T—p
y—t
end if

ALGORYTM 3.3. Algorytm Euklidesa z poszukiwaniem liczb z, y,

takich ze az + by = NWP(a,b)

6. Pytania na egzamin

. Podzieli¢ —17 przez —3 z reszta.
. Co to znaczy, ze x jest podzielnikiem y?
. Co to znaczy, ze x jest podzielna przez y?

. Niech bedzie a,b € Z. Co nazywa sie reszta przy dzieleniu a przez b?
. Niech bedzie a,b € Z. Co nazywa sie ilorazem przy dzieleniu a przez b?
. Sformutowaé twierdzenie o mozliwosci dzielenia liczb catkowitych.
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Dane: a > 0,b>0
Wyniki: d = NWP(a,b), 2 = 2NWW(a, b)
m—a
n<«b
uw—b
v a
{Niezmiennik: NWP(a,b) = NWP(m,n), m > 0, n > 0, mu + nv = const}
while n # 0 lub m # 0 do
if m > n then
ve—v+mdivn
m «— m mod n
else {m < n}
u— u+ndivm
n < n mod m
end if
end while
if m =0 then
d—n
z—v
else {n =0}
d—m
zZ—u

end if

ALGORYTM 3.4. Poszukiwanie jednoczesnie NWP (a, b) oraz NWW (a, b)

. Podaj przyklad dwdch liczb catkowitych x i y, takich ze x | y.
. Jakie dwie liczby nazywaja sie poréwnywalnymi modulo m?
. Podaj przyklad dwdéch liczb catkowitych x i y, takich ze x =y (mod 17).

© 0

10. Podaj przyklad liczby catkowitej z, takiej ze 1 = 18 (mod x).

11. Podaj przyklad liczby calkowitej x, takiej ze 1 = —18 (mod z).

12. Niech liczby = i y beda mialy jednakowe reszty przy dzieleniu przez m
(m > 1). Udowodnij, ze x =y (mod m).

13. Niech liczby x i y beda poréwnywalne modulo m (m > 1). Udowodnij, ze z
i y maja jednakowe reszty przy dzieleniu przez m.

14. Czy relacja poréwnywalnodci jest relacjg rownowaznosci?

15. Udowodnij, ze relacja porownywalnosci jest zwrotna.

16. Udowodnij, ze relacja porownywalnosci jest symetryczna.

17. Udowodnij, ze relacja poréwnywalnoéci jest przechodnia.

18. Co to jest ,klasa reszt modulo m”?

19. Rozwazmy klasy reszt modulo 5. Czy [—3] = [2]7 Dlaczego?

20. Niech bedzie z1 = x2 (mod m) oraz y1 = y2 (mod m). Udowodnij, ze x1 +
+y1 =22+ y2 (mod m).

22.
23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.
40.
. Jaki graf nazywa sie eulerowskim?
42.
43.
44.
45.
46.
47.

41

48.
49.
50.
51.
52.
93.
o4.
95.
56.
57.
58.
99.
60.
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Niech G = (4, B) bedzie grafem zorientowanym. Udowodnié, ze
S ead (@) = |Bl.

Niech G = (4, B) bedzie grafem zorientowanym. Udowodnié, ze
e 07(@) = e 0+(a).

Czy graf moze mie¢ doktadnie 5 wierzchotkéw o stopniach 1, 2, 3, 4 oraz 57
Ile krawedzi ma zupelny graf o n weztach?

Co nazywa sie marszruta w grafie?

Podaé przyklad marszruty w grafie.

Podaé przyklad cyklu w grafie.

Co nazywa si¢ cyklem w grafie?

Co nazywa sie grafem acyklicznym?

Jaki graf nazywa sie drzewem?

Co nazywa sie dlugoscia grogi w grafie?

Jaki graf nazywa si¢ spdjnym?

Podaé przyklad spdjnego grafa.

Podac¢ przyktad grafa nie spéjnego.

Co jest sktadowa grafa?

Podaj przyktad grafa o 3 skladowych.

Udowodnié, ze jesli graf ma doktadnie dwa wierzchotki o nieparzystym stop-
niu, to istnieje Sciezka, taczaca te dwa wierzchotki.

Jaka Sciezka w grafie nazywa si¢ $ciezka Eulera?

Podaé definicje cyklu Eulera.

Podaé przyktad eulerowskiego grafa.

Podac¢ przyktad grafa nie eulerowskiego.

Jaki jest konieczny i dostateczny warunek istnienia w grafie cyklu Eulera?
Udowodnié, ze kazdy wierzcholek eulerowskiego grafa ma parzysta stopien.
Jaki jest konieczny i dostateczny warunek istnienia w grafie $ciezki Eulera?
Niech graf " bedzie mial Sciezke Eulera, laczaca wezly a i b (a # b). Udo-
wodnij, ze wezly te sa jedyne wezly o nieparzystym stopniu.

Jaka Sciezka w grafie nazywa si¢ $ciezka Hamiltona?

Podaé definicje cyklu Hamiltona.

Jaki graf nazywa sie hamiltonowskim?

Podaé przyktad hamiltonowskiego grafa.

Podac¢ przyktad grafa nie hamiltonowskiego.

Podaé dostateczny warunek istnienia w grafie cyklu Hamiltona.
Udowodnij, ze graf zupely jest hamiltonowskim.

Podaé definicje macierzy incydencji grafa zorientowanego.

Poda¢ definicje macierzy incydencji grafa nie zorientowanego.

Poda¢ definicje macierzy przyleglosci grafa zorientowanego.

Podac¢ definicje macierzy przyleglosci grafa nie zorientowanego.

Podaé przyklad grafa zorientowanego i odpowiednej macierzy przyleglosci.
Podaé przyklad grafa zorientowanego i odpowiednej macierzy incydencji.
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5. Hamiltonowskie $ciezki i cykle w grafach

Definicje 4.12.

@ Sciezkq hamiltonowskq w grafie nazywa sie $ciezka, przechodzaca przez
kazdy wierzchotek dokladnie jeden raz.

Cyklem hamiltonowskim w grafie nazywa sie cykl, przechodzacy przez
kazdy wierzchotek dokladnie jeden raz.

@ Graf nazywa sie hamiltonowskim, jezeli posiada on cykl hamiltonowski.

Twierdzenia 4.13.

@ Graf zupelny jest hamiltonowskim.
Jezeli dla kazdej pary wierzcholkow a i b grafa T' o m wierzcholkach bez
petel 6(a) + 6(b) = m, to graf T jest hamiltonowskim.
Jezeli dla kazdego wierzcholtka a grafa T' o m wierzcholkach bez petel
zachodzi 6(a) = %, to graf I jest hamiltonowskim.

Dowody.

@ Indukcja po ilosci wierzchotkéw.
@ Whiosek z twierdzenia @

6. Pytania na egzamin

. Podaj definicje grafa.

. Podaj definicje grafa zorientowanego.

. Podaj przyktad grafa o 6 wierzcholkach i 3 krzwedziach.

. Podaj przyktad grafa z petla.

. Podaj przyktad grafa, ktéry ma krawedzie réwnolegle.

. Podaj przyktad grafa zorientowanego o 3 wierzchotkach i 6 tukach.

. Jakie dwa wierzcholki nazywaja sie sasiednimi?

. Zdefiniuj pojecie incydencji.

. Co jest stopniem wierzchotka grafa?

. Jaki wezel grafa nazywa sie izolowanym?

. Jaki wezel grafa nazywa sie wiszacym?

. Jaki tuk (krawedz) grafa nazywa si¢ petla?

. Jaki graf nazywa si¢ zupelnym?

. Podac¢ przyktad grafa zupelnego.

. Co jest polstopniem wyjscia wierzchotka grafa zorientowanego?

. Co jest polstopniem wejscia wierzchotka grafa zorientowanego?

. Ile wynosi suma stopni wszystkich wezléw grafa?

. Ile wynosi suma pdlstopni wyjscia wszystkich weztéw grafa?

. Ile wynosi suma pdlstopni wejscia wszystkich weztéw grafa?

. Niech G = (A, B) bedzie grafem. Udowodnié, ze ), 4 0(a) = 2|B|.

. Niech G = (4, B) bedzie grafem zorientowanym. Udowodnié, ze
S weadt(a) = |BI.

00 O UL~ W N+
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22.

23.
24.
25.

26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

92.
93.
54.
55.
56.
o7.
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. Niech bedzie z1 = 22 (mod m) oraz y; = y2 (mod m). Udowodnij, ze x1 X

Xy1 = x2 - Y2 (mod m).

Niech bedzie £1 = z2 (mod m) oraz y1 = y2 (mod m). Udowodnij, ze x1 —
—y1 = 22 — y2 (mod m).

Podaj definicje sumy klas reszt.

Podaj definicje iloczynu klas reszt.

Dlaczego relacja poréwnywalnoéci dzieli zbiér Z na nieprzecinajace sie kla-

sy?
Rozwazmy klasy reszt modulo 5. Czy —3 € [2] + [100]? Dlaczego?
Rozwazmy klasy reszt modulo 5. Znalezé¢ z, takie ze [z] - [3] = [—1].
Udowodnij, ze [z] + [y] = [y] + [z].
Udowodnij, 7e [a] + ([y] + [2]) = ([z] + [o]) + [¢]
Udowodnij, ze [z] + [0] = [0] + [z] = []
Udowodnij, ze [z] + [—x] = [0].
[y] = [y] - [=].

[

[

[
Udowodnij, ze [z] -

[

[

[

}
Udowodnij, ze [z] - ([y] - [2]) = ([z] - []) - [2]
Udowodnij, ze [z] - [1] = [1] - [z] = [z].
) - {y} + (2] - [2]

Udowodnij, ze [z] - ([y] + [2]) = |
Udowodnij, ze ([z] + [y]) - [2] = [«] -
Co nazywa sie pierScieniem Z,,,?

Rozwazmy klasy reszt modulo 5. Oblicz [192873] - [—-12 123130 397]+
+[1212336] - [374112 341].

W roku 2003 Boze Narodzenie bylo w czwartek. W jaki dzien bylo Boze
Narodzenie w roku 19037
Znalez¢ ostatnia cyfre liczby
Jakie jest kryterium podzielnosci przez 37

Udowodnij kryterium podzielnosci przez 3.

Jakie jest kryterium podzielnosci przez 97

Udowodnij kryterium podzielnosci przez 9.

Jakie jest kryterium podzielnosci przez 117

Udowodnij kryterium podzielnosci przez 11.

Jakie jest kryterium podzielnosci przez 137

Udowodnij kryterium podzielnosci przez 13.

Jakie jest kryterium podzielnosci przez 77

Udowodnij kryterium podzielnosci przez 7.

Przez jakie z liczb 2, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11 oraz 13 jest podzielna liczba
192827 364 548 495 066 253 4447

Jaka liczba nazywa si¢ pierwsza?

Podaj pieé liczb pierwszych.

Czy liczba pierwsza moze by¢ podzielna przez 57

Sformutuj podstawowe twierdzenie arytmetyki.

Na czym polega algorytm ,,Sito Eratostenesa”?

Co nazywa sie najwiekszym wspdlnym podzielnikiem dwdéch liczb catkowi-
tych?
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58.

99.
60.
61.
62.

63.

64.
65.
66.
67.

68.

69.

Co nazywa sie najmniejsza wspoOlna wielokrotnoscia dwéch liczb catkowi-
tych?

Jakie liczby nazywaja sie wzajemnie-pierwszymi?

Podaj przyklad liczb wzajemnie-pierwszych?

Podaj przyktad liczb, ktore nie sa wzajemnie-pierwsze?

Niech a = p{*...p%" oraz b = p;*...p’" beda rozlozenia liczb a i b
na czynniki pierwsze (pozwalamy zerowe potegi). Jakim bedzie rozlozenie
NWP(a,b)?

Niech @ = p{'...p% oraz b = p|'...p" beda rozlozenia liczb a i b
na czynniki pierwsze (pozwalamy zerowe potegi). Jakim bedzie rozlozenie
NWW (a,b)?

Sformutuj twierdzenie Euklidesa o najwigkszym wspolnym podzielniku.
Oblicz NWP(35,42).

Oblicz NWW (35, 42).

Rozwazmy algorytm Euklidesa obliczenia NWP(a, b) dla liczb 42 i 35. Podaj
pierwsze trzy kroki tego algorytmu.

Rozwazmy algorytm Euklidesa obliczenia NWP(a, b) i liczb z,y, takich, ze
ax + by = NWP(a,b). Jakie beda znalezione liczby x i y, jezeli a = 35,
b =427

Rozwazmy modyfikacje Djikstry algorytmu Euklidesa obliczenia NWP(a, b)
i NWW(a, b) dla liczb 42 i 35. Podaj pierwsze trzy kroki tego algorytmu.

IV. Teoria grafow

1. Podstawowe definicje

Uwaga 4.1. Teoria graféw nie ma ustalonego jezyka — kazdy autor uzywa
swojej terminologii. Okreslone w tym rozdziale pojecia moga sie réznié¢ od
analogicznych, uzywanych w innych ksiazkach. Staralem si¢ uzy¢ takiej termi-
nologii, ktéra pozwala jednoznacznie traktowaé okreélone obiekty.

B

RYSUNEK 4.1. Przyklad grafa ~ RYSUNEK 4.2. Graf zupelny

Rozdzial IV: Teoria grafow

Twierdzenie 4.9 (Wlasno$ci macierzy przyleglosci i incydencji).
Niech T' bedzie grafem bez petel i krotnych krawedzi (tukdw).

@ Dla grafa nieskierowanego T' suma elementéw macierzy S(I') w wierszu i
albo w kolumnie i réwna jest §(a;).

@ Dla grafa skierowanego T' suma elementéw macierzy S(I') w kolumnie i
réwna jest 6% (a;), zaé suma elementéw macierzy w wierszu i jest réwna
0~ (a,)

Dla grafa nieskierowanego T' suma wierszy macierzy C(T) jest réwna
wierszu o samych dwdjkach.

Dla grafa skierowanego T' suma wierszy macierzy C(T') jest réwna wierszu
zerowemau.

Na to, zeby graf skierowany I' o n wierzchotkach bez petel mial przynajmniej jeden
cykl potrzeba i wystarczy, zeby macierz S2(I") + S3(T") 4 ... +S™(I") miata niezerowe
elementy na przekatnej.

@ Na to, zeby nieskierowany graf I' o n wierzchotkach mial przynajmniej jeden cykl po-
trzeba i wystarczy, zeby macierz S(T") + S2(T") + S3(T') + ... +S™(T") miala niezerowe
elementy na przekatnej.

4. Grafy eulerowskie

Rozwazmy w tym rozdziale grafy bez wierzchotkéw izolowanych.

Definicje 4.10.

@ Sciezkq euleroswkq w grafie nazywa sie $ciezka, zawierajaca dokladnie
jeden raz wszystkie krawedzie grafa.

@ FEulerowskim cyklem w Grafie nazywa sie cykl, zawierajacy dokladnie
jeden raz wszystkie krawedzie grafa.

@ Graf nazywa sie eulerowskim,jezeli ma on eulerowski cykl, v. rysunek 4.5.

Twierdzenia 4.11.

@ Eulerowski graf jest spojny i wszystkie jego wierzcholki majg parzysty
stopien.

@ Jezeli graf T jest spdjnym i wszystkie jego wierzcholki majg parzysty sto-
pien, to graf ten jest eulerowski.
Jezeli graf T ma Sciezke eulerowskq o kovicach a i b, (a # b), to graf ten
jest spajnym oraz a i b sq jedynymi wierzcholtkami o nieparzystym stopniu.

Jezeli graf T jest spdjnym i ma dokladnie dwa wierzchotki a i b (a #b)
o nieparzystym stopniu, to graf I' ma $ciezke eulerowskq o koncach a i b.
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Definicje 4.8.
@ Macierzq przyleglosci grafa T' nazywa si¢ macierz S(I') = (s;5), i=
=1,...,n,5=1,...,n, gdzie
{ 1, jezeli wierzcholki a; i a; polaczone sg krawedzia,
8o —
“ 0, jezeli nie istnieje krawedzi, taczacej wierzcholki a; i a;.
@ Macierzq incydencji grafa T’ nazywa si¢ macierz C(I') = (¢;5),i=1,...,n,
ji=1,...,m, gdzie
1, jezeli wierzcholek a; jest incydentny z krawedzia j,
Cis —
7 0, jezeli wierzchotek a; nie jest incydentny z krawedzia j.
@ Macierzq przyleglosci grafa skierowanego I' nazywa si¢ macierz S(T') =
=(si;), 4,5 =1,...,n, gdzie
1, jezeli istnieje tuk (a;,a;),
Sij =
* 0, jezeli nie istnieje tuku (a;,a;).

Macierzq incydencji grafa skierowanego I' nazywa sie macierz C(I") =
=(cij),i=1,...,n,j=1,...,m, gdzie

1, jezeli wierzchotek a; jest koncem tuku j,
cij =4 —1, jezeli wierzchotek a; jest poczatkiem tuku j,
0, jezeli wierzcholek a; nie jest incydentny z tukiem j.
Przyklady.
@ Dla grafa na rysunku 4.4 macierze przyleglosci oraz incydencji beda na-
stepujace:
000100 01 00O
000100 10 0 00O
0 00101 0 01 01
57111000 C711100
000001 0 00 1O
001 010 0 00 11

@ Dla grafa skierowanego na rysunku 4.3 odpowiednio:

OO OO
oo oo oo
_ o o O
SO o O
O OO - =

-1 1
0 0
0 0
0 1
1 0

O O OO
-0 OO
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Definicje 4.2.

@ Zbiér M = { a1, az, ...} i zestaw! N nieuporzadkowanych par elementéw
vg = (aiya;,) M nazywa sig¢ grafem I'= (91, N). Elementy zbioru P na-
zywaja sie wierzcholkami (albo wezlami), a obiekty z zestawu 91 nazywaja
sie krawedziami grafa I'. Cf. rysunek 4.1, gdzie

M={A,B,D D EF} 0={AC,CC,CB,DE DE,DE}

@ Méwia, ze krawedz v = (a;a;) lgczy wierzcholki a; 1 a;j.

Méwimy, ze wierzcholki a; i a; sa koricami krawedzi v = (a;a;).

Jezeli wierzcholek a nalezy do krawedzi v, to méwimy, ze one sa incy-
dentne.

Tloé¢ krawedzi, incydentnych wierzchotku a nazywa sie jego stopniem,
oznacza si¢ d(a). Na przyklad, na rysunku 4.1 §(A) =1, 6(B) =1, 6(C) =
=4,6(D) =3,0(FE)=3,(F)=0.

Wierzchotek o stopniu 0 nazywa sie izolowanym, wierzchotek o stop-
niu 1, — wiszgcym. Cf. rysunek 4.1, gdzie wierzcholek F' jest izolowany,
za$ wierzchotki A i B sa wiszace.

Dwie krawedzie sa przylegle, jezeli maja one wspdlny wierzchotek.

Dwa wierzcholki sa sgsiednie, jezeli sa one potaczone krawedzia.

Krawedz postaci (a;, a;) nazywa sie petlg. Cf. rysunek 4.1, gdzie CC jest
petla.

Krawedzie, zawierajace sie w M kilka razy, sa wielokrotne (réwnolegle).
Ilos¢ wchodzen krawedzi w O nazywa si¢ krotnoscig. Cf. rysunek 4.1,
gdzie krotnoé¢ krawedzi ED jest rowna 3, za$ pozostale krawedzie maja
krotnos¢ 1.

Graf bez krotnych krawedzi nazywa si¢ prostym.

@ Jezeli wierzcholki, definiujace krawedz grafa I, sa uporzadkowane, to graf
nazywa sie skierowanym (zorientowanym), a jego krawedzie nazywaja sie
tukami. Cf. rysunek 4.3.

@ O huku v=(a;a;) méwia, ze wychodzi on z wierzcholka a; i wchodzi
w wierzcholek a;.

@ Wierzchotek a; nazywa sie poczgtkiem, zaé wierzchotek a; — koricem tuku
v="(a;a;).

Tloéé tukow, wychodzacych z wierzcholka a, nazywa sie pdlstopniem wyj-
$cia, oznacza sie przez 6~ (a). Na przyklad, dla grafa z rysunku 4.3
57((11) =3, 67((12) =0, 57(0'3) =0, 67((14) =0, 67((15) =1

Tloéé tukéw, wehodzacych do wierzchotka a, nazywa sie pdlstopniem wej-

§cia, oznacza sie przez 6 (a). Na przyklad, dla grafa z rysunku 4.3
3T (a1) =0,0"(az) =1, 6" (az) =0, §*(ag) =2, 5 (as) = 1.

I ten sam element moze si¢ zawieraé w zestawie kilka razy
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@ Graf jest zupelnym, jezeli dwa jego dowolne wierzcholki potaczone sg
krawedzia. V. rysunek 4.2.

RYSUNEK 4.4. Drzewo

RYSUNEK 4.3. Graf skierowany

Uwaga 4.3. Czesto grafy przedstawia sie za pomoca rysunkéw, na ktorych
wierzchotkom odpowiadaja punkty, za$ krawedziom (lukom) — laczace je
krzywe. Przy tym krawedzie nie maja wspélnych punktéw oprécz wierzchol-
kéw. V. rysunki 4.1-4.3

Twierdzenia 4.4. Dia grafa T = {9, M}
© T da) =27
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@ Jezeli graf jest skierowany, to Y. 67 (a) = > 6 (a) = M|
aeM aeM

2. Drogi i cykle w grafach

Definicje 4.5.

@ Uklad krawedzi grafa T' Ag,q, = {(a1,a2), (az,as3),...,(an-1,an) }, na-
zywa sie marszrutq (trasq, drogq, Sciezkq)?, taczaca wierzcholki a1 i ap,.
Zapisujemy marszrute rowniez a3 — ag — ag — -+ — Ap—1 — Gp.

@ Liczba krawedzi w marszrucie nazywa sie jej dlugosciq.

@ Sciezka Aqg, a;, Wszystkie krawedzie ktorej sa rézne, nazywa si¢ cyklem,
jesli a; = a;. Na przyktad, graf na rysunku 4.1 ma cykle C' — C oraz
D—FE—D.

Cykl w grafie nazywa sie prostym, jezeli wszystkie jego wierzcholki sa
rézne.

2w niektérych ksigzkach Sciezki okreéla sie, jako marszruty, wszystkie krawedzie ktérej sa
rézne, za$ drogi — jako Sciezki o réznych wierzchotkach, cf. uwage 4.1

Rozdzial IV: Teoria grafow

@ Graf nazywa sie spgjnym, jezeli dwa dowolne wierzchotki sa potaczone
Sciezka.

Graf nazywa sie acyklicznym, jezeli on nie zawiera cykli.

Acykliczny spéjny graf nazywa sie drzewem, v. rysunek 4.4.

Graf T'y = {9, 91 } jest podgrafem grafa T = {9, N} jezeli My C N,
oraz 9y C N.

Spéjny podgraf T'y={ My, Ny } nazywa sie skladowq grafa T' = {9, 9},
jezeli zaden z wierzcholkéw z 9\ 911 nie jest polaczony krawedzia z zad-
nym z wierzchotkéw z M. Na przyklad, graf na rysunku 4.1 ma 3 sktadowe,
graf na rysunku 4.2 — jedna, graf na rysunku 4.3 — dwie.

RYSUNEK 4.5. Graf eulerowski RYSUNEK 4.6. Graf hamiltonowski

Twierdzenie 4.6. Niech graf ma dokladnie dwa wierzcholki o nieparzystym
stopniu. Wtedy istnieje Sciezka, laczgca te wierzchotki.

Dowdd. Zastosowaé twierdzenie 4.4, punkt 1 do skladowych grafa.

Dalej w tym rozdziale kazdy graf jest prostym bez petel

3. Macierzowa reprezentacja grafa

Definicja 4.7. Macierzg n x m nazywamy prostokatna tablice liczb:

ailr a2 ... Qim

a21 Aa22 a2
A= m

an1 an2 Anm

Méwimy réwniez, ze macierz A ma n wierszy i m kolumn. Zapis a;;, oznacza,
ze element ten znajduje sie w ¢-tym wierszu i k-tej kolumnie. Jezeli m = n,
macierz nazywa sie kwadratowg stopnia n.

Niech I' bedzie grafem o n wierzchotkach i m krawedziach.
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