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Wstep

Prezentowany cykl wykladow obejmuje wprowadzenie do gier w postaci strategicznej, gier
w postaci ekstensywnej i gier kooperacyjnych. Zostaly uwzglednione gry iterowane, przetargi.
Oddzielne wyktady zostaly poswiecone wprowadzeniu do gier ewolucyjnych i do teorii uczenia
sie w grach.

Wybrana literatura w postaci podstawowych podrecznikéw i prac zZrodtowych jest podana w
bibliografii umieszczonej w koncowej czeéci prezentowanego cyklu wyktadéw. Ponizej podamy
kilka informacji dotyczacych zrédel dostepnych w sieci.

W sieci istnieje wiele interesujacych stron zawierajacych materiaty dotyczace réznych apek-
tow teorii gier. Link http://arielrubinstein.tau.ac.il/books.html udostepnia wybrane
monografie A. Rubinsteina dotyczace teorii gier, zob. tez http://theory.economics.utoronto.
ca/books/, oraz strona domowa A. Rubinsteina gdzie mozna znalezé m.in. szereg artykulow
dotyczacych réznych aspektéw teorii gier.

Oto wybrane inne interesujace adresy:

http://www.gametheory.net/, zawierajacy wiele wyktadow, zadan, programow interakcyj-
nych itp.,

strona D. K. Levina: http://wuw.dklevine.com/General/whatis.htm

strona Game Theory Society: http://www.gametheorysociety.org/

Aukcje: strona P. Klemperera: http://www.paulklemperer.org/

Cykl wykladéw B. Polaka (Yale University) zarejestrowanych na video:

http://academicearth.org/courses/game-theory

Pakiety numeryczne:

www.gambit-project.org

http://www.univie.ac.at/virtuallabs(autor:C.Hauert)

http://wuw.ssc.wisc.edu/ whs/dynamo/ (autorzy:B.Sandholm, E.Dokumaci,F.Franchetti)

Adresy ”encyklopedyczne”:
http://en.wikipedia.org/wiki/Game_theory
http://plato.stanford.edu/entries/game-theory/

Uwaga 0.1. Podstawowa literatura zwigzana z tematyka wyktadow jest dostepna w jezyku an-
gielskim. Dlatego czestokroé¢ bedziemy kursywa, na ogdél w nawiasach, podawali odpowiednia
terminologie angielska.
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1. Wprowadzenie. Przyktady Gier
1.1. Uwagi ogdlne

Teorie gier (TG) mozna scharakteryzowaé jako nauke o strategicznym dzialaniu w warunkach
konfliktu i kooperacji.

Jest zbiorem rozwazan stosowalnych przez podmioty w sytuacjach strategicznych.

Jest narzedziem ulatwiajacym zrozumienie zjawisk i interakcji zachodzacych miedzy ludzmi i
innymi podmiotami. Jest formalnym, uniwersalnym jezykiem unifikacji nauk behawioralnych.
Opisuje formalnie sytuacje w ktérych podmioty wspoétzawodniczg lub wspdtpracuja.

Jest nauka o powstawaniu, przemianach, dyfuzji (tj. rozprzestrzenianiu si¢) i ewentualnej sta-
bilizacji réznych form behawioralnych ludzi i innych podmiotéw.

W biologii pewne idee i metody TG staly sie waznym teoretycznym narzedziem teorii ewolucji.
W ostatnich dziesiecioleciach obserwujemy sprzezenie zwrotne miedzy teoria gier a biologia,
antropologia, socjologia, ekonomia, psychologia, naukami politycznymi, informatyka i innymi
gateziami nauki. Matematyczny aparat i formalizm teorii gier jest stosowany do opisu teorii ewo-
lucji populacji, opisu konkurencji i kooperacji miedzy indywidualnymi osobnikami i grupami, do
opisu konfliktéw politycznych i spotecznych, funkcjonowania rynkéw finansowych, powstawania
i ewolucji instytucji i norm spotecznych, do opisu przebiegu proceséw ekonomicznych, przekazu
informacji w internecie itd.

Podstawowym obiektem w nieformalnym opisie TG jest (podejmujacy decyzje) gracz. W zalez-
nosci od dziedziny badawczej i/lub kontekstu uzywamy nazw: agent, osobnik, podmiot, osoba,
indywiduum, obiekt etc. Graczem moze by¢ grupa, jednostka ekonomiczna czy administracyjna,
zwierze, program komputerowy itp.

W przypadku jednego gracza mamy do czynienia z problemem decyzyjnym.

Interakcja jest to sytuacja (strategiczna sytuacja) w ktérej rezultat decyzji kazdego gracza
zalezy od decyzji (akeji) conajmniej jednego innego gracza (wpp. mieliby$my zbiér niezaleznych
probleméw decyzyjnych). Jako prosty przyklad rozwazmy dwie osoby w restauracji. Gdy kazda
zamawia tylko dla siebie i placi tylko za siebie, mamy 2 niezalezne problemy decyzyjne. Gdy
kazda zamawia tylko dla siebie a placi polowe calego rachunku, mamy interakcje ktéra mozna
sformalizowaé¢ w postaci gry (tu rezultatem, wynikiem decyzji, akcji obu graczy jest kwota ktéra
kazdy gracz placi).

Istotng role bedzie odgrywalo pojecie gracz racjonalny. Gracz racjonalny to taki ktory zna
szczegOly interakeji (kto, z kim i w jaka gre gra) i wie Ze inni tez znaja szczegdly interakeji i wie
ze inni wiedza ze on wie ze...itd., oraz podejmuje najlepsza (z punktu widzenia preferencji na
wynikach) dla siebie decyzje (inaczej - wybiera akcje), i wie ze inni gracze tez podejmuja takie
decyzje (wybieraja takie akcje).

W zaleznosci od kontekstu uzywa sie terminéw: zagraé, zagra¢ (wybrac) akcje, strategie, podjaé
decyzje, mie¢ ruch, wykonaé¢ posuniecie, etc.

W ogélnosci istnieje réznica miedzy pojeciami akcja i strategia, o czym bedzie mowa w odpo-
wiednich wykladach. Akcja to decyzja jednorazowa; strategia to plan akcji, ktéry precyzuje jaka
decyzje podja¢ w kazdej mozliwej sytuacji w grze.

TG zostala po raz pierwszy sformalizowana matematycznie w monografii J. von Neumanna, O.
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1.1. Uwagi ogdine 7

Morgensterna, [16]. Literatura w jezyku angielskim jest bardzo bogata, patrz np. [1, 6, 5, 7, 9,
8, 10, 11, 19, 17, 40, 31, 37, 39]. W jezyku polskim przykladowe pozycje to [13, 14, 20, 36].
Poczatkowo zasadniczym zrodiem inspiracji dla formalizowania TG byta ekonomia. Do okoto
I p. XIX ekonomia byta nauka opisows. Pierwsze modele matematyczne to modele duopolu
Cournota i Bertranda. W modelach tych zajmowano sie problemami réwnowagi rynkowej (np.
podaz - popyt, liczba rak do pracy - liczba miejsc pracy). Obecnie TG jest stosowana w wielu
dyscyplinach nauki, od biologii po nauki polityczne.
Ze wzgledu na specyficzne wlasnoéci i charakterystyki wyrézniamy wiele typow gier i istniejg
rozne sposoby ich klasyfikacji. Ponizej przyktadowe typy kier i ich klasyfikacje ze wzgledu na
rézne ich cechy (nie sa to wyczerpujace i spéjne charakterystyki i klasyfikacje, lecz raczej in-
formacje jakie nazwy, okreslenia i typy gier spotyka sie w bogatej literaturze przedmiotu). Gry
mozna podzieli¢:
— Ze wzgledu na czas (kolejnos$¢) podejmowania decyzji:
1. Gry w postaci strategicznej (normalnej)
Opisuja sytuacje w ktéorych gracze podejmuja decyzje jednoczeénie, bez wiedzy o decyzjach
innych uczestnikéw gry.
2. Gry w postaci ekstensywnej (rozwinetej)
Opisuja sytuacje w ktorych gracze podejmuja decyzje sekwencyjnie, w kolejnych chwilach
czasu, majac okreslone informacje o decyzjach innych graczy (i swoich) w poprzednich chwi-
lach czasu.
— Ze wzgledu na posiadana wiedze:
1. Gry z kompletng informacja
Sa to gry w ktorych gracze maja pelna informacje o mozliwych wynikach gry (znaja funkcje
wyplat swoja i innych graczy) i o zbiorach mozliwych strategii graczy. W przypadku gier
ekstensywnych, gdy gracze oprocz tego w kazdej chwili maja petna informacje o poprzednich
decyzjach innych graczy i o ewentualnych ich posunieciach losowych, méwimy o grach z pelng
informacja.
2. Gry z niekompletna informacja
— Ze wzgledu na mozliwo$¢ tworzenia koalicji
1. Gry kooperacyjne (koalicyjne) - gdy akcje sa przypisywane grupom (koalicjom) graczy
2. Gry niekooperacyjne - gdy akcje sa przypisywane pojedynczym graczom
— Ze wzgledu na liczbe graczy:
Gry dwuosobowe, wieloosobowe nieskoniczone (w szczegdlnosci tzw. "duze gry”, tzn. gry z
continuum graczy).
— Ze wzgledu na zbiory dostepnych akcji, strategii:
Gry skonczone - gdy zbiér akcji czy strategii kazdego gracza jest skonczony.
Gry nieskonczone. W szczeg6lnosci wyodrebniamy tu gry z continuum akeji (strategii).
— Ze wzgledu na liczbe wykonywalnych akcji
Gry ze skonczonym i z nieskonczonym horyzontem czasowym.
— Ze wzgledu na powtarzalnosé:
Gry jednokrotne i wielokrotne (iterowane)
— Ze wzgledu na "role” czasu:
Gry statyczne i gry ewolucyjne
— Inne charakterystyki gier: Gry stochastyczne, gry rézniczkowe, gry dynamiczne, gry prze-
ciwko naturze, gry na sieciach.
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Nagrody Banku Szwecji im. A. Nobla z ekonomii, zwigzane z teorig gier:
1975 L. Kantorowicz, T. C. Koopmans

1972: K.J. Arrow

1983: G. Debreu

1994: J. Nash, J. Harsanyi, R. Selten

2005: R. Aumann, T. Schelling

2007: L. Hurwicz, E. Maskin, R. Myerson

1.2. Przyktady Gier

Przyktad 1.1. Polowanie na Jelenia (Stag Hunt)

2 my$liwych moze polowaé na jelenia lub na zajace. Ich decyzje zapadaja jednoczeénie i nie-
zaleznie, tzn. bez wiedzy o decyzji drugiego. Jelen ma wartos¢ 4, zajace po 1. Kazdy ma 2
akcje do wyboru: J, Z. Jesli obaj zapoluja na jelenia (akcje J) to upoluja go, otrzymujac po
2. Jesli jeden wybierze J, drugi Z, to pierwszy nic nie upoluje (otrzymuje 0), drugi upoluje
zajaca (otrzymuje 1). Jesli obaj wybiora Z, to otrzymuja po 1. Przedstawimy mozliwe rezultaty
polowania w postaci macierzy wyplat graczy:

i=1:|J Z
J 0
Z 1 1

i=2:|J Z
J 2 1
7z 0 1

gdzie pierwsza macierz reprezentuje wyplaty gracza nazwanego graczem wierszowym, druga -
gracza kolumnowego. Przykladowo: zero w pierwszej macierzy oznacza wyplate gracza (wier-
szowego) grajacego J, gdy przeciwnik (gracz kolumnowy) gra Z. Jedynka w pierwszym wierszu
drugiej macierzy w oznacza wyplate gracza kolumnowego grajacego Z gdy przeciwnik (gracz
wierszowy) gra J. Nierozréznialno$é mysliwych implikuje ze jedna macierz jest transponowana
do drugiej. Zapis w postaci jednej macierzy:

Zauwazmy ze gdyby gracze podjeli decyzje (J,J) lub (Z,Z) to zadnemu z nich nie oplaca sie
JEDNOSTRONNIE (tj. gdy drugi nie zmienia decyzji) zmieni¢ swojej decyzji. Méwimy, na
razie nieformalnie, ze takie pary akcji, decyzji, strategii czystych ”sa w rownowadze”, ”tworza
réwnowage” (réwnowage Nasha w strategiach czystych, patrz nastepny wyklad).
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Uwaga: J. J. Rousseau 1712-1779, pisarz, filozof Os$wiecenia, w traktacie o
poczatku i zasadach nieréwnosci miedzy ludzmi” (1755) opisal nieformalnie te
gre [5].

Oto wolny przektad odpowiedniego fragmentu traktatu:

7...Jezeli grupa mysliwych poluje na jelenia, to kazdy z nich musi byé na sta-
nowisku by polowanie zakonczyto sie sukcesem. je,zeli jednak zajac przemknie
koto jednego z nich to [nie ma watpliwosci ze] ten mysliwy zacznie go gonié nie
zwazajac na to ze w ten sposéb moze dramatycznie obnizy¢ szanse innych na
upolowanie jelenia...”

Wiecej o grze Polowanie na Jelenia mozna przeczyta¢ np. w ksiazce [34].

Przyktad 1.2. Gra Dylemat WieZnia (Prisoner’s Dilemma)

2 podejrzanych o dokonanie przestepstwa siedzi w areszcie, nie komunikujac sie miedzy soba.
Sledczy nie ma dostatecznych dowodéw by skazaé obu, Proponuje kazdemu by obcigzyl dru-
giego, uzyskujac w zamian zwolnienie. Podejrzani maja do wyboru dwie akcje (strategie): C:
milczeé, czyli nie obciazaé drugiego (kooperacja, Cooperation), i D: obciazy¢ drugiego (defekcja,
Defection), i wybieraja jedna z nich jednoczesnie i bez komunikacji miedzy soba. Wybierajac:
(C,C) = kazdy dostaje rok wiezienia: wynik akcji to po -1 dla kazdego

(C,D) i (D, C) = C dostaje 5 lat (wynik -5), D jest zwolniony (wynik 0)

(D,D) = kazdy dostaje 3 lata: wynik akcji to po -1 dla kazdego

Macierz gry:

| ¢ D
Cl-1-1 -50
D|0-5 -3-3

Uwaga: nawet gdyby wiezniowie mogli si¢ kontaktowaé, a nawet uzgodnié¢ przedtem swoje akcje,
a nawet gdyby decydowali sekwencyjnie, wynik (D,D) jest jedynym ”racjonalnym” z punktu
widzenia indywidualnych intereséw kazdego z podejrzanych!

Jezeli za wynik gry (wyplate) przyjmiemy liczbe lat spedzonych na wolnosci w czasie 5 lat po
zapadnieciu wyroku, to macierz gry ma postaé

| C D
C|l44 05
D |50 22
Dylemat Wieznia w postaci ogdlnej:
| ¢ D
C|RR ST
D| TS PP

T > R > P > S. T: Temptation, R: Reward, P: Punishment, S: Sucker. Para (D, D) jest
(jedyna) réwnowaga Nasha.

Oto inne przyktady ”tego typu” gry.

* Wspdlny projekt.

s; € {0,1},7 = 1,2 indykator gracza i: udaje prace: s; = 0, pracuje: s; = 1. Jedli gracz pracowal
- ponosi koszt 3, nie - 0. Wynik pracy: 2(s; + s2) dla kazdego uczestnika, niezaleznie od tego
czy pracowal czy udawal.
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* Dylemat Wspolpracy

2 mocarstwa A, B musza niezaleznie, bez wiedzy o decyzji drugiego, podjaé¢ decyzje: C - wlozyé
(zainwestowac) 2¢ > 0, lub D - nie inwestowaé. 2¢ > 0 - koszt wyjscia swiata z kryzysu. Jesli A
i B wlozyly po 2¢ > 0 to korzy$é (wyplata) kazdego: —2¢ + ¢+ b =b — c. Jedli A wlozyloby 2¢
a B nic, to A otrzymuje b — 2¢, B b; nalogicznie (symetrycznie) B. Jesli A i B nic nie wloza, to
beda mialy po a, 0 < b—2c <a < b—c <b. Macierz gry:

| C D

C | b-c,b-c  b-2¢,b
D | b,b-2c a,a

Przyktad 1.3. Gra Zamie¢ Sniezna (Snowdrift)

2 kierowcow stoi przed droga zasypang przez lawine. ¢ > 0 - catkowity naklad energii potrzebny
do od$niezenia drogi , b > ¢ - korzy$¢ kazdego gracza z dojechania do domu, a - energia (wyplata)
kazdego gracza gdy nic nie robia, b — ¢ > a by optacato sie wracac.

C D
C | b-¢/2,b-c/2 b-c,b
D b, b-c a,a

Na og6t przyjmuje sie¢ a = 0. Przyklad ogélniejszy: b = 5,c = 2,a = 1. W tej grze zaden gracz
nie ma tzw. strategii dominujacej. Sa dwie (”asymetryczne”) réwnowagi Nasha w strategiach
czystych: (C, D), (D, C).

Oto inny przyktady "tego typu” gry:

* Dylemat Wspotpracy 11

2 mocarstwa: A, B maja do wyboru akcje: C: wlozy¢ (zainwestowac), D - nie inwestowaé. A
musi "na poczatku” wlozy¢ ¢ by wyjéé z kryzysu (niezaleznie od tego co bedzie grat B; ”finalna”
wyplata B zalezy od akcji B!) B: analogicznie (symetrycznie). Jedli A i B wloza po ¢ > 0 to
dostana zwrot ¢/2 + zysk b. Jesli A wlozy ¢ a B wlozy 0, to A otrzymuje b — ¢ > 0, B b.
Analogicznie B. Jesli A i B wtoza 0, beda mialy po kryzysie a, b — ¢ > a. Macierz gry:

| C D
C | b-¢/2,b-c/2 Db-c,b
D b,b-c a,a

W powyzszych przyktadach macierz wyptat jednego gracza byta transponowana macierza wy-
plat drugiego (symetryczne gry dwuosobowe; ogdlna definicja dla szerszej klasy gier bedzie
podana pdzniej). Ponizsza gra nie ma juz tej wlasnosci.

Przyktad 1.4. Gra W Monety (Gra Orzel-Reszka, Matching Pennies)
Dwaj gracze pokazuja jednoczesnie strone monety (O lub R). Macierz wyplat:

| O R
Ol1-1 -11
R|-1,1 1-1

Gry nie maja RN w strategiach czystych ("brak koordynacji”). Sa to gry o sumie stalej (w
pierwszym przypadku - o sumie zerowej). Intuicyjnie: w przypadku wielokrotnego powtarzania
gry, $rednia wyptlata kazdego gracza ze strategii mieszanej polegajacej na odkrywaniu kazdej ze
stron monety z prawdopodobienistwem 1/2 wynosi 0 dla pierwszej, 0.5 dla drugiej macierzy.

Podobny przyklad, w ktérym brak symetrii gry (formalna definicja bedzie podana w nastepnym
wykltadzie) jest ”bardziej widoczny”:
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Przyktad 1.5. (Gra W Kota i Myszke)
Kot goni Myszke. Kazde zwierze ma 2 opcje: skreci¢ w lewo (L) lub w prawo (P). Macierz
wyplat:

gdzie M jest graczem wierszowym, K - kolumnowym: pierwszy element kazdej pary wyplat
daje wyplate M, drugi - K. Gra nie ma RN w strategiach czystych. W przeciwienstwie do
poprzedniego przypadku gracze sg ”rozrdznialni”.

Przyktad 1.6. Gra Walka Plci (Battle of the Sexes)
Kobieta (gracz wierszowy, K) woli boks (Bo), mezczyzna (gracz kolumnowy, M) balet (Ba). Z
drugiej strony chcg oglada¢ wybrane widowisko razem. Macierz wyplat:

‘ Bo Ba
Bo | 3,2 0,0
Ba | 1,1 23

Przyktad 1.7. Gra Walka Ptci - wersja ekstensywna:

Zat6zmy ze K wybrata Bo i nie moze juz zmienié¢ decyzji, i dzwoni do M z tymi informacjami.
Racjonalny M wybierze Bo. Mozna narysowaé posta¢ rozwinigta tej gry. Uwzgledniamy wszyst-
kie scenariusze, np. wybo6r Ba przez K (np. gdy nie jest pewna pelnej racjonalnosci M lub gdy
jest szansa ze M si¢ pomyli).

Przyktad 1.8. Gra Kamien-Papier-Nozyczki (Rock-Paper-Scissors)
2 graczy, kazdy ma 3 strategie: K, P, N. Macierz wyptat:

| K P N
K[00 -1,1 1-1
P|1-1 00 -11
N|-11 1-1 00

Przyktad 1.9. Gra Dobra Publiczne (Public Goods Game, PG)

N graczy. Kazdy dostaje po ¢(= 1) do dyspozycji i wklada te kwote (akcja C) lub nie (akcja D)
do wspoélnej puli. Jesli zagra D to zatrzymuje c. Gracze nie znaja decyzji innych graczy. Pula
zostaje zwielokrotniona r razy. Niech n oznacza liczbe graczy ktérzy zagrali C. KAZDY z N
graczy dostaje rn/N z puli. Niech Po(n), Pp(n) - finalne stany posiadanie gracza grajacego
odpowiednio C, D : Po(n) = nr¢/N, Pp(n) = nre/N + c¢. Zauwazmy ze r < N < Po(n) <
Pp(n —1); dla r < N zawsze lepiej gra¢ D. PG to gra opisana powyzszym scenariuszem, dla
ktorej r < N i dodatkowo Po(N) > Pp(0), czyli dla ktérej 1 < r < N.

W szczegdlnodci, im wicksza liczba graczy N tym mniej kazdy gracz musi dostaé¢ z puli by
opisany scenariusz definiowal PG.

Przyktad 1.10. Gra ”Dylemat Wspélnych Zasobéw” (Tragedy of Commons)

N graczy. Jezeli jest nie wiecej niz M < N defektoréw to kazdy gracz dostaje bonus B. Wyplata
defektoréw jest zawsze wyzsza niz kooperatoréw: T' > R. Kazdy gracz ma lepiej jesli wszyscy
kooperuja niz gdy wszyscy zdradzaja: R+ B > T

‘ < M innych gra D M innych gra D > M innych gra D
C R+B R+B R
D T+ B T T
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W tej grze jest wiele RN w strategiach czystych: totalna defekcja i takie profile gry w ktérych jest
dokladnie M defektoréw (minimalna efektywna kooperacja). Minimalna efektywna kooperacja
jest jedynym profilem Pareto - optymalnym, patr Wyktad 3.

Przyktad 1.11. Gra Ultimatum (Ultimatum Game)

Jest do podziatu 100 PLN miedzy graczy A i B. A proponuje B podzial:  dla B, 100 —x dla A,
gdzie x € {1,2,...100} sa akcjami gracza A. Dla gracza A jego strategie utozsamiamy z akcjami.
Gracz B ma dwie akcje : TAK, NIE. Wyptlaty: (100 - x, x) lub (0,0). Strategie B (czyli plany
jaka akcje podjaé¢ w kazdej mozliwej sytuacji): wektory 100 elementowe o wyrazach TAK, NIE.
Réwnowaga Nasha: Para strategii: (1, (TAK, TAK, ...,TAK)).

Przyktad 1.12. Gra Wejscie-Odstraszanie (Entry - Deterrence Game)

Posiadasz warsztat o dochodach 2. Obok jest sklep spozywczy o dochodach 5. Jedli przeksztalcisz
warsztat w drugi sklep to:

a. jesli pierwszy sklep zareaguje agresywnie (wojna cen) to dochody obu beda po 1.

b. jesli pokojowo (podzial rynku) to dochody obu beda po 3.

Jesli nie przeksztalcisz warsztatu w sklep to wasze dochody nie ulegna zmianie.

Przyktad 1.13. Gra Stonoga (Centipede Game)

2 graczy A i B, majg na kontach po 0 PLN. A otrzymuje oferte przyjecia 1 PLN. Jesli przyjmie
(akcja T), to gra sie konczy i A ma 1, B 0, uzyjemy notacji (1,0) na oznaczenie wyniku.

Jedli nie (akcja N), to B otrzymuje oferte 10! PLN. Jedli B zagra T to gra si¢ koficzy z wynikiem
(0,10).

Jedli N to A otrzymuje oferte 102 PLN. Jedli A zagra T to gra sie koficzy z wynikiem
Jeéli N to B otrzymuje oferte 102 PLN. Jedli B zagra T to gra sie kohczy z wynikiem
Jedli N to A otrzymuje oferte 10* PLN. Jedli A zagra T to gra sie koficzy z wynikiem
Jedli N to B otrzymuje oferte 10> PLN. Jedli B zagra T to gra sie kohczy z wynikiem
Jedli N to gra sie konczy i nikt nic nie dostaje.

10%,0).
0,10%).
10%,0).
0,10%).

TN AN

Przyktad 1.14. Gra Podziat Dolara.

Do podziatlu jest 1 $§. N=3 gracze moga tworzy¢ koalicje (niepuste podzbiory zbioru graczy)
proponujac partnerom koalicji pewien podzial 1 $. Podzial nastepuje (gra sie konczy) gdy co-
najmniej 2 graczy go zaakceptuje i zaden z 3 graczy nie zaproponuje innego podziatlu, ktéry by
zmienit decyzje conajmniej jednego z tych 2 graczy, ktérzy zaakceptowali podziatl. Kazdy chce
dostaé¢ jak najwigksza cze$é z 1 $ i nie jest zwigzany w zaden sposob z pozostalymi graczy.

Cwiczenie 1.1. Gra W Tchérza (Chicken Game)

2 osoby stoja po przeciwnej stronie ktadki przez rzeke. Przez kltadke moze przejsé tylko jedna
osoba. Maja do wyboru 2 strategie: A(gresywna) - wejs¢ na kladke, P(okojowa) - nie wejsé
(czekajac az druga przejdzie). Jesli obie wejda (graja A) to zadna nie przejdzie, obie ucierpia w
wyniku zderzenia oraz spdznig sie do pracy - wyplaty po -1, jesli wybiora przeciwne strategie
to wybierajacy A dostaje 2, a P dostaje 1 (A bedzie wczesniej w pracy), jesli obie graja P, to
sp6znig sie do pracy - dostaja po 0. Macierz gry:

| A P
Al-11 21
P| 12 00

Czyste RN: (A,P), (P,A). Ogdlna postaé tej gry:

| A P
A |aa bec
Plcbhb dd
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b>a,c>a,d<b. Czyste RN: (A,P), (P,A).

Cwiczenie 1.2. 3-osobowy PD: kazdy z 3 graczy ma 2 akcje: C lub D.

(c,c,C)= (R,R,R), (D,D,D)= (P,P,P),

(C,D,D)= (S,P',P"),(C,C,D)= (R,R,T), T>R>P>S,T>P >P, R>R. Jedyna
réwnowaga Nasha to (D, D, D).

Cwiczenie 1.3. 3-osobowa Gra Zamieé¢ Sniezna

Praca wymagana do od$niezenia: c. Wyplaty: (CCC) : (b —¢/3,b — ¢/3,b — ¢/3),(CCD) :
(b—c/2,b—c/2,b), (CDD) : (b—¢,b,b),(DDD) : (¢/3,¢/3,c/3) (defektorzy zachowuja energie).
Jedyna czysta RN: (DDD). Rozwazy¢ modyfikacje: (DDD) — (0,0,0). Sa wtedy 3 RN czyste.

Cwiczenie 1.4. 3-osobowa Gra na Mniejszos¢ (Minority Game)

3 graczy wybiera jednoczesnie jedna z opcji: A lub B. Wygrywa gracz ktéry jest w mniejszosci.
Macierz gry - 3 "kostki gry”. Mozna zréznicowaé wyniki (wyplaty) w zaleznosci czy sie wybrato
opcje te sama co 1 czy 2 pozostali gracze. Uogdlnienie - 2k 4+ 1 - osobowa gra na mniejszo$¢.

Cwiczenie 1.5. Dylemat podréznika ( Traveller’s Dilemma)

Linia lotnicza zgubila 2 identyczne walizki, nalezace do 2 podréznych. Linia oferuje odszkodowa-
nie, ale nie wigksze niz K $. Podrézni proszeni sg niezaleznie od siebie o napisanie kwoty jakiej
oczekuja jako odszkodowanie, nie mniejszej niz 2 $ i nie wiekszej niz K $. Jesli napisza taka
sama kwote, obaj otrzymaja odszkodowanie tej wysokoéci, jesli rézne, to zostanie uznana nizsza
kwota i ten kto napisze nizsza kwote, dostanie dodatkowo 2 $, a drugi straci 2 $ ze swojego
odszkodowania.

Dla K = 3 $ gra jest dylematem wieznia. Dylemat podréznika jest uogdlnieniem DW.

Jesli przewidujemy ze przeciwnik napisze warto$é K $, najbardziej optaca nam sie napisa¢ K —1
$. Nasza nagroda wyniesie wtedy K +1 $. Jesli jednak przeciwnik przewidzi, ze bedziemy chcieli
napisa¢ K — 1 $, sam napisze K — 2 $ (jego nagroda wyniesie wtedy K §, a nasza K —4 § itd.
Napisanie kwoty 2 § jest wiec strategia dominujaca. Jedyna RN to para (2,2) $.

Cwiczenie 1.6. Gra Banacha (Stanistaw Mazur, 1935)

2 graczy, A C [0, 1] -ustalony. Gracz 1-y wybiera cyfre aj, 2-i ag, 1-y a3 itd w nieskonczono$¢.
Powstaje rozwiniecie dziesietne x = 0.aja2as.... jeSli z € A to wygrywa 1-y, wpp 2-i. Podaj
przyktady strategii wygrywajacych dla réznych A.

Nazwijmy A C [0, 1] zbiorem zdeterminowanym jezeli 1-y lub 2-i gracz ma strategie wygrywaja-
ca. Wiele ”spotykanych na codzien” podzbioréw [0, 1] jest zdeterminowanych. Pewnik wyboru
implikuje istnienie zbioréw niezdeterminowanych. Jest to gra ekstensywna z nieskonczonym
horyzontem czasowym. Szerzej o pewnych zwigzkach pomiedzy teoriag mnogosci a TG - patrz
np. rozdz. 40 w [14].



2. Gry w postaci strategicznej

2.1. Gra strategiczna

Wprowadzamy oznaczenia

N ={1,2,...n} — zbiér graczy

A;,i=1,2,..n — niepusty zbidér akcji (strategii czystych) gracza ¢
A= xA;,ie N.

u; : A — R — wyplata (funkcja wyplat) gracza i, i = 1,..n

Definicja (wazna) 2.1. Gra strategiczna jest to trojka GS = (N, (4;)ien, (4;)ien)

Uzywa sie tez terminéw: gra w postaci strategicznej, gra w postaci normalnej, gra niekoopera-
cyjna.

Oznaczamy

a = (a1, az,...an) = (a;)ieny — profil (strategii czystych) gry, a; € A;.

u;(a) — wyplata gracza i z profilu a

Niekiedy, chcac wyrézni¢ gracza i, np. by poréwnywaé¢ wartosci funkcji wyptat w profilach w
ktorych zmieniamy jedna wspélrzedna, bedziemy profil zapisywali w postaci (a;,a—;), gdzie
a—; oznacza ciag wyrazéw profilu (a;) dla wszystkich graczy poza i: a—; = (a;)jen {i}- Konse-
kwentnie oznaczamy A_; = x Ay, k € N\{i}

Uwaga 2.1. Tam gdzie nie bedzie watpliwoéci, bedziemy utozsamiaé akcje ze strategia. W ogol-
nosci, dla wielu typéw gier strategia to scenariusz, plan dziatan, akcji na wszystkie mozliwe
sytuacje. Odpowiednie formalne definicje beda podane w dalszych rozdziatach.

Uwaga 2.2. Ogdlniejsza definicja gry strategicznej wprowadza pojecie wynikow gry i zastepuje
funkcje wyplat graczy przez relacje preferencji na zbiorze wynikéw gry. W tym wykladzie relacje
preferencji specyfikujemy przez podanie funkcji uzytecznosci - funkcji wyptat, ktére te relacje
okreslaja. Wiecej na ten temat - patrz np. [13, 16, 20, 14].

Przyktad 2.1. N = {1,2}, A; = {1,2,..m1}, A2 = {1,2,...ma}. Niech a = (a1,a2) € A =
Aj x Ay - profil strategii czystych, u;(a) - wyplata gracza i z profilu a, i = 1, 2. W ogdlnosci zbiory
A; moga byé zbiorami réznych strategii. Zbiory {u;(a),a € A} maja po m; X mo elementow,
ktére tworza m1 X mg elementowe macierze - macierze wyplat graczy. Niech E oznacza macierz
wypltat gracza 1, F—gracza 2:

E = (ent), enk = ui(h, k), F'= (fnr), fur = ua(h,k) Vh € A1, Vk € As.

Numer wiersza odpowiada numerowi strategii gracza 1, numer kolumny - numerowi strategii
gracza 2.

Przyktad 2.2. Jako szczegblny przypadek Przyktadu 2.1 przyjmijmy

N ={1,2}, A=Ay ={C,D}, oraz

w1 ((C,C)) = R, wi((C, D)) =S, wi((D,C)) =T, u1((D, D)) = P,

u((C,C)) = R, u2((C,D)) =T, ua((D,C)) =S, uz((D,D)) = P, T,R,P,S € R. Macierze
E, F wypltat gracza 1 i 2 maja postaé¢ odpowiednio

Wstep do Teorii Gier (© T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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E|C D

C|R S

D|T P

F|C D

C|R T

D|S P

Bedziemy uzywacé tacznego zapisu
C D

C|RR ST
b| TS PP

W szczegdlonosci dla T > R > P > S otrzymujemy Dylemat WieZnia, z oznaczeniami: C =
Cooperation, D = Defection.

2.2. Réwnowaga Nasha w strategiach czystych

Definicja (wazna) 2.2. Réwnowaga Nasha w strategiach czystych (RIN) gry strategicznej
GS = (N, (Ai)ien, (ui)ien)
jest to profil akeji (strategii czystych) a* = (af,a3,...,a)) € A t. ze Vi € N Va; € A;
ui(ay,a”;) > ui(a;, a*;)

Okazuje si¢ ze wiele gier nie ma RN w strategiach czystych, np. gra Orzel - Reszka z Przyktadu

2.3. Strategie mieszane

Rozwazmy gre "W Kotka i Myszke” z Przyktadu 1.5, o macierzy wyptat

gdzie myszka (M) jest graczem wierszowym, kot (K) - graczem kolumnowym i nie ma RN w
strategiach czystych.

Rozwazmy intuicyjny sposob wprowadzenia strategii mieszanych. Niech M wybiera akcje L
z prawdopodobienstwem x, P z 1 — x, K wybiera L. z p-stwem y, P z 1 — y. Nazwijmy pary
(z,1—2x), (y,1—y) strategiami mieszanymi odpowiednio M i K. Mozna pokaza¢ ze para strategii
((1/2,1/2),(1/2,1/2)) ma te wlasno$é ze oczekiwana wartos¢ wyplaty M (K) nie podniesie sie
(w istocie—nie ulegnie zmianie, co bedzie wynikalo z ogdlnej teorii przedstawionej w nastepnej
czesci) jezeli dowolnie zmienimy z(y) (patrz Cwiczenie 3.2, Cwiczenie 3.3 ).

Mozna wiec nazwaé te pare réwnowagag Nasha dla strategii mieszanych.

Definicja 2.3. GS jest skonczona jezeli m; = |A4;| < o0o0,i =1,2,...n.

W dalszym ciagu, o ile nie bedzie to powiedziane explicite inaczej, bedziemy rozwazaé gry
skonczone. Definiujemy

Definicja 2.4. Strategia mieszana o; gracza i w grze strategiczej GS = (N, (A;)ien, (4;)ien)
jest to rozktad prawdopodobienistwa na zbiorze jego strategii czystych Aj;:

0; = (Ui17 042, -+ O'imi)
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Wspélrzedna oy, > 0 jest prawdopodobienstwem ze gracz i zagra strategia czysta (wybierze
akcje) h € A;. Wprowadzamy oznaczenia:

¥i={oi: Ay —[0,1] : >}, 0 = 1, 04 > 0} zbidr strategii mieszanych gracza i

o = (0j)jen = (01,09, ...0,) — profil gry

3= %3, i € N — zbiér wszystkich profili gry

o_; = (01,09,..04.,.,0n) - profil strategii wszystkich graczy poza graczem i.

ui(0) = ui(0,0-;) — wyplata gracza i z profilu o

W dalszym ciggu zamiast strategia mieszana bedziemy mdwié strategia. Strategia czysta jest
szczegllnym przypadkiem strategii mieszanej; czasami gdy bedziemy chcieli podkresli¢ ze mamy
do czynienia ze strategia czysta bedziemy zamiast strategia mowi¢ strategia czysta.

Strategie mieszane opisuja sytuacje w ktorych gracze podejmuja akcje z pewnym prawdopodo-
bienstwem. Mozna sobie wyobrazaé¢ ze kazdy gracz posiada urzadzenie dajace rozklad p-stwa
okredlajacy jego strategie mieszang i uzywaja tego urzadzenia do gry. Alternatywna interpreta-
cja strategii mieszanych jest nastepujaca. Kazdemu graczowi odpowiada jedna ”bardzo duza”
populacja graczy. Czesto$é wystepowania w niej graczy grajacych kazda z akcji ze zbioru A4;
jest réwna p-stwu wystepowania tej akcji w strategii mieszanej. Gracz ¢ losuje z tej populacji
jednego gracza i gra jego strategia.

Kazda strategia mieszana o; kazdego gracza i jest opisana przez wektor pewien wektor x; =
(%i1y ..oy Tim,;) W przestrzeni euklidesowej R™:. Bedziemy uzywaé alternatywnie zapisu: o; =
(041, vy Oim,; ) Oraz, gdy bedziemy chcieli podkresli¢ algebraiczna strukture wprowadzanego for-
malizmu, powyzszej reprezentacji x;. Profil ¢ gry bedziemy alternatywnie oznaczaé przex x,
x = (z1,...xN). Z definicji rozkladu p-stwa mamy

mg
d win=1, z;>0Vie N,
h=1

Wspélrzedna z;;, jest prawdopodobienstwem ze gracz ¢ zagra strategia czysta (wybierze akcje)
h e Al

Definicja 2.5. Niech Vi € N A; = A, czyli zbidr akcji jest ten sam dla wszystkich graczy. GS
jest symetryczna < Vi # j, Va = (aq, ...ay,) zachodzi

Ui (@1, ey Qiy oeny oOpy) = Ui (A1, oy Ay oy Ay ooy )

Méwimy ze GS jest symetryczna jezeli wyptaty kazdych dwéch graczy nie ulegaja zmianie przy
zamianie rél tych graczy.

Uwaga 2.3. Dla n=2 i gry symetrycznej us(ai,a2) = ui(az,a1), macierze wyplat graczy sa
transponowane. Ogolniej, dla n=2 symetria sprowadza sie do stwierdzenia ze macierze wyptat
sa kwadratowe i jedna powstaje z drugiej przez transpozycje.

Wyptaty graczy z profili strategii mieszanych.

Dla kazdego gracza i definiujemy A; - sympleks jednostkowy gracza i (sympleks strategii mie-
szanych gracza i) oraz A - sympleks strategii mieszanych GS:

Definicja 2.6.

m;
A; = {z; = (Ti1, Tig, oy Tm,) € R™ 1Y i =1, @y, >0V h € A}
h=1

A= XlAl
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Tak wiec elementy sympleksu jednostkowego gracza utozsamiamy z jego strategiami mieszanymi.
Zbiory A;, i = 1,..n, A sa zwarte i wypukle, co bedzie w szczegolnosci odgrywalo role w
dowodzie istnienia réwnowagi Nasha.

Przyktad 2.3. Dla N = {1,2}, m; = mg = 2, x1 = (211,212), T2 = (T21,Z22), sympleksy
obu graczy sa odcinkami o dtugoéci v/2. Dla N = {1,2}, m1 = mg = 3 sympleksy obu graczy
sa tréjkatami rownobocznymi.

Strategia czysta jest szczegdlnym przypadkiem strategii mieszanej. Oznaczajac
ef =(0,...0,1,0,...0) (2.1)

- k-ty wersor w R, mozemy zapisa¢ wektorowa reprezentacje profilu x; = (zi1, ..., Tim,) W
nastepujacy sposob:

m;
X = Z zipek € A (2.2)
k=1

Mozna powiedzie¢ ze wektor ef jest strategia (mieszana) gracza i przypisujaca akcji o numerze
k ze zbioru A; prawdopodobienstwo 1, ef jest k-ta strategia czysta gracza ¢. Dla kazdego gracza
i wierzcholki sympleksu A; sa to elementy bazy kanonicznej {e?, ..., e;"'} przestrzeni wektorowej
R™

Rozwazmy GS = (N, (4;)ien, (ui)ien). Zalozenie ze kazdy gracz podejmuje decyzje o wyborze
akcji "niezaleznie” | bez wiedzy o wyborze innych graczy, formalizujemy w postaci tzw. postulatu
niezaleznos$ci stochastycznej.

Definicja 2.7. Niech a = (aq,...a,), a; € A; - profil strategii czystych GS. Postulat niezalezno-
Sci statystycznej méwi ze (laczne) p-stwo ze 1-y gracz wybierze akcje (zagra) aq, ..., n-ty zagra
an jest dane wyrazeniem
x(a) = T1q,T24y---Tna,

gdzie x;q; jest p-stwem ze gracz ¢ zagra a;, 1 =1,...n.
W ten sposéb kazdemu profilowi strategii czystych a € A gry GS przyporzadkowaliémy liczbe
x(a) > 0. Zachodzi przy tym

> a(a)=1 (2.3)

acA

Dla kazdego gracza i procedura ta definiuje na zbiorze A = xA;, i = 1,...n profili strategii
czystych gry pewna zmienna losowa U; o rozkladzie

(ui(a), z(a)), a € A (2.4)

gdzie u;(a) jest wyplata gracza i z profilu a, natomiast x(a) jest zdefiniowanym wyzej prawdo-
podobienstwem zagrania tego profilu.

Definicja 2.8. Wyplata gracza i z profilu strategii mieszanych x = (z1,...x,) jest to wartosé
oczekiwana zmiennej losowej U;:

u;(x) = Z ui(a)z(a)

acA

W dalszym ciagu bedziemy na ogdt zastepowaé @;(z) przez u;(x), oraz pomijaé¢ jedna pare
nawiaséw tam gdzie nie budzi to watpliwosci. Np. zamiast u;((x1,x2)) bedziemy pisaé u;(z1, z2).
Funkcje wyplat sa liniowe wzgledem poszczegdlnych wspéirzednych profilu gry (w dalszym ciagu
bedziemy uzywali zwrotu: wyplaty sa liniowe). Méwi o tym
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Stwierdzenie 2.1. O liniowos$ci wyplat wzgledem kazdej wspdirzednej pofilu
m; m;
Vie N VjeN wui(xy,..., ijkeé?, p) = Z xjpui (21, ...,e?, ey Tp) (2.5)
k=1 k=1

Dowdd. Wykorzystujac postulat niezaleznodci statystycznej [z(a) = Z1iay.--Tja;--Tna,] Prawa
strone przepisujemy w postaci

™m;
Zazjk Z wi(a, oo by ooy ap) gy 1o g, -
k=1

(alv'“udjv“'a'n)

Lewa strona ma postaé

ui(zi, ;) = Z Z z(a)ui(a),

aj (al,.‘.,dj,...an)

Wyciagajac xjq, z ¥(a) przed "wewngtrzna” sume i pamigtajac ze >a;cA; Tja; = Z;::jl Tk
otrzymujemy teze. O

W szczegoblnosci dla j = ¢ otrzymujemy wykorzystywana w dalszych rozwazaniach réwnoscé
m; mg
Vie N ul(z xikef,az,i) = inkui(ef,x,i).
k=1 k=1
Przyklad 2.4. N=2. Oznaczmy A, B - macierze wyplat odpowiednio gracza 1,2. Wyplata

gracza 1 z profilu = (x1, x2):

u(z1,22) = Y. TiaTagyui(ar, az) = v Az
(a1,a2)EA

Analogicznie dla drugiego gracza us(z1,22) = o1 Bxd. W szczegdlnoéci dla gry symetrycznej,
tzn. gdy ui(x1, z2) = ug(x2, 1), czyli A = BT,

Uwaga: (z;,x_;) oznacza profil (z1,ze,...x,), a nie profil (z;,x1,...&;, ..., Tpn).
W szczegdlnosci, dla n = 2,9 = 2 mamy x_; = x1, ale formalny zapis
wi(x;, ©—;) = ug(xa, 1) jest to wartosé funkeji wyplat uz na profilu (w punkcie)
(1,2), a nie na (xq, x1).

Definicja 2.9. Rozszerzenie mieszane skonczonej gry strategicznej GSS (N, (Ai)ien, (Ui)ien)
jest to trojka ~
GS = (N, (3i)ien, (U;)ien) -

W dalszym ciagu rozszerzenie mieszane takze oznaczamy skrétem G.S.

2.4. Dominacje strategii

Definicja 2.10. Strategia o; € ¥; Scisle dominuje strategie n; € X; jezeli
Vo_ie€X_; ui(oi,0-5)>ui(ni,o-;)

Definicja 2.11. Strategia o; € 3; stabo dominuje strategie n; € %; jezeli
Voo, €Xi wui(oi0-i) > ui(ni,o_;)

oraz istnieje podprofil o_; € ¥_; dla ktérego powyzsza nieréwnosé jest ostra.
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Méwimy ze odpowiednie strategie 7); sa Scisle (stabo) zdominowane przez powyzsze strategie o;.
Strategia jest stabo zdominowana jezeli istnieje inna ktéra ja stabo dominuje.

Przyktad 2.5. W DW (czysta) strategia D (i.e. o; = (0,1), i = 1,2) $cisle dominuje kazda
inng strategie gracza 1.

Przyktad 2.6. W Stabym DW

C D
C|RR ST
D|TS SS

T > R > S, strategia D nie dominuje $cisle strategii C' gracza. Mamy bowiem np. dla i = 1-ego
gracza, oznaczajac og = (3,1 — [):

ui(D,o9) = T + (1 — B)S,

ul(cv 02) = PR+ (1 - B)S’

a zatem dla =0, czyli dla o9 = (0, 1), zachodzi réwnos$é¢ uy (D, o2) = ui(C, 02).

Przyktad 2.7. W Stabym DW (czysta) strategia o1 = D stabo dominuje strategie 11 = C
1-go gracza. Mamy bowiem, dlai =1, o_; = 09 := (8,1 — [3), z liniowosci,

ui(D,o9) > u1(C,09),

oraz Yoo # (1,0):
ul(D,ag) > ul(C, 0'2)

Uwaga 2.4. Scista dominacja implikuje staba dominacje.

Definicja 2.12. Strategia o; € 3; dominuje strategie n; € ¥; jezeli
Vo ie€X ui(oy,0-) > ui(ni, o)

Stwierdzenie 2.2. Strategia mieszana ktéra dominuje kazdg strategie czystq danego gracza,
dominuje kazdq strategie nieszang tego gracza.

W szczegdlnosci strategia czysta ktéra dominuje kazda inng strategie czysta danego gracza, do-
minuje kazdg strategie nieszang tego gracza. Dowdd wynikajacy z liniowosci wyplat, pomijamy.
Uwaga 2.5. Strategia $cisle zdominowana nie moze wystepowa¢ w profilu réwnowagowym (”nie
moze by¢ grana w réwnowadze”), gdyz gracz grajacy ta strategia moéglby podwyzszyé swa
wyplate zmieniajac ja na Scisle dominujaca.

Usuwajac ze zbioru strategii gracza strategie $cidle zdominowana nie zmieniamy zbioru réwno-
wag Nasha. Jezeli metoda eliminacji strategii Scisle zdominowanych prowadzi do jednego profilu
gry, to jest on RN. Nie jest to prawda w przeciwng strone - w wielu GS istnieja jednoznaczne
RN ktére nie moga by¢ uzyskane ta metoda.

Uwaga 2.6. Algorytm usuwania strategii scisle zdominowanych ( wynik nie zalezy od kolejnosci
usuwania):
1. Jesli nie istnieje gracz ktéry ma strategie Scisle zdominowana, to stop. W przeciwnym razie
przejdz do p. 2.
2. Usun te strategie i powrd¢ do punktu 1.
Przyktlad 2.8.
| L S R

U |43 51 6.2

M |21 84 3,6

D |30 96 28
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Strategia R scisle dominuje S, po usunieciu S strategia U $cisle dominuje M i D, po ich usunieciu
L &cisle dominuje R. RN to profil (U,L).

Strategia czysta, jesli nawet nie jest Scisle zdominowana przez zadna inna czysta, moze by¢ écisle
zdominowana przez mieszana, jak pokazuje

Przyktad 2.9.

L R
U |20 -1,0
M| 00 0,0
D|-1,0 20

M nie jest SciSle zdominowana ani przez R ani D, natomiast jest $cisle zdominowana przez
strategie o = (1/2,0,1/2).

Stwierdzenie 2.3. Strategia ktdra nie jest strategiq czystq nie moze byc strategiq Scisle domi-
nujgcg.
Dowdéd pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie.

Cwiczenie 2.1. Znalez¢ wszystkie strategie stabo zdominowane i $cigle zdominowane w Stabym
Dylemacie Wigznia.



3. Réwnowaga Nasha

3.1. Definicje

Réwnowaga Nasha (RN) jest centralnym pojeciem teorii gier strategicznych.

Definicja (wazna) 3.1. Profil (strategii mieszanych) gry strategicznej o* jest rbwnowaga Na-
sha wtedy i tylko wtedy jezeli

ui(o;,0;) > ui(os,0%;) VYi=1,..n, Vo, € %;
Stownie: zaden z graczy nie moze podwyzszyé swojej wyplaty przez jednostronna (to znaczy

bez zmiany strategii wszystkich innych graczy) zmiane swojej strategii.
W dalszym ciagu udowodnimy wazne twierdzenia charakteryzujace RN.

3.2. Wlasnosci RN

Definicja 3.2. Nosnik strategii mieszanej o; = (i1, ..., Oim,) jest to zbidr suppo; C A; akeji
(strategii czystych gracza i) taki ze akcja o numerze k z A; nalezy do suppo; < oy > 0.

INaczej méwigc nosnik strategii o; jest to zbior strategii czystych ktére sa grane z dodatnimi
prawdopodobienistwami w danej strategii mieszanej o;.

Jezeli uzywamy dla strategii mieszanej notacji z;, to jej nosnik oznaczmy suppz;. Nosnik stra-
tegii czystej jest singletonem. Mozna wprowadzi¢ dodatkowe charakterystyki strategii: strategie
istotnie mieszane (te ktore nie sa czyste) i calkowicie mieszane (te ktérych noéniki pokrywaja
sie ze odpowiednim zbiorem strategii czystych).

Twierdzenie 3.1 (O wyplatach strategii czystych w RN). Niech

mg
x = (T1,..2n), T; = Z ef:vik, i1=1,..n
k=1

- profil strategii mieszanych GS. Ustalmy gracza i. Niech efl, efQ - dwie rozne strategie
w suppx; czyli p1 1= ik, > 0, p2 =z, > 0. Wiedy
z jest RN = Vie N wi(ef, z_) = ui(el, z_) (3.1)

Tak wiec w RN kazdy gracz ma jednakowe wyplaty ze wszystkich strategii czystych z nosnika
swojej strategii mieszanej ktora gra w RN.

k k
Uwaga 3.1. u;(e;', x—;) oznacza u;(x1, 2, ..., €; ", ...,, Tp).

Dowdd. ad absurdum. Niech = = (x1, ..., 2,) - RN, oraz

wi(e z_;) > ui(ei@,x_i) (3.2)

et

Wstep do Teorii Gier (©) T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Definiujemy profil

= (l‘la "'7$i717ji71"i+13 a'IN)

taki ze
m;
- ki~
Ty = Z eizxika
k=1
gdzie
Zik, = p1 + P2,
i‘ikg = O)

Pokazemy ze
ui(i‘i, l’fl') > ui(:z:i, 1‘72') (3.3)

czyli sprzecznosé¢ z definicjg RN. Lewa strona tej nieréwnosci ma postaé:

mg
L=u(} i, v_i) =(p1 + p2)ui(ef*, x_;) (3.4)
k=1

+0- ui(ei@,x,i) + ug( Z eFri, T_). (3.5)
kk ktko

Prawa strona nieréwnosci

m;
P=u(> eFmip,z;) =prui(ef, x_;) + pawi(ef?, z_;) (3.6)
k=1
+ ui( Z e, r_y), (3.7)
ktk1 kko
a zatem z (3.2) otrzymujemy L > P, czyli (3.3), i.e. sprzeczno$¢ z definicja RN. O

Whniosek 3.1. Wyplata kazdego gracza w RN jest réwna jego wyptacie z profilu w ktorym gracz
ten gra dowolng strategiq czystq z nosnika swojej strategit w RN, a pozostali gracze grajq swoimsi
strategiami z RN. Mowi o tym

Stwierdzenie 3.1 (O wyptatach w RN). Niech
m;
x* = (x],..xy), =, = z efah, ie N
k=1

- profil strategii mieszanych GS w RN. Wyplata kazdego gracza i € N z profilu x* jest réowna
jego wyplacie z profilu w ktdrym gra (dowolng) strategie czystq z suppr) a wszyscy inni nie
zmieniajq swych strategii. Formalnie:

wi(ah, ) = wi(eb, ;) veb € suppa} (3.8)
Mowimy, Ze w RN wyplata gracza jest rowna wyplacie z dowolnej granej przez niego w RN
strategii czystej.
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Dowdd. Gracz i gra w RN pewng strategia =7 = 3 jcsuppa :r;fkeff.
Korzystajac z liniowosci u; otrzymujemy

wilei,at) = Y ahuilef,aty) =

ke suppxy
(z Twierdzenia 3.1), oznaczajac s—numer dowolnej ustalonej strategii z suppx;:

= > whule],aty) = wief,at;) Y af=

ke€suppz; kesuppx}

= (Y =1 wle,aly).

kesuppx}

O]

Ponizej udowodnimy twierdzenie ktore pozwala znalezé RN jesli jest spetlniony warunek dosta-
teczny, oraz daje charakterystyke RN jako warunek konieczny.

Twierdzenie (wazne) 3.2 (Warunek konieczny i dostateczny RN). Profil z* =
(x7,...,x} jest RN < dla kazdego i € N

1o wi(s' ar,) = wi(s",2*,) gdy §',s" € suppx;

2. ui(s x*;) <wu(s’,x*,) gdy s ¢ suppxl, s € suppx}

Dowdad.

=

Warunek 1. jest identyczny z Twierdzeniem 3.1.

Warunek 2.: ad absurdum: w przeciwnym razie mieliby$my

ui(s', %) > u(s",2*,) dla s ¢ suppx},s’ € suppz}.
Z Whiosku (3.1), w RN dla s” € suppz;
ui(s",x*,) = wi(af, 2% ;) = ui(a"),

a zatem otrzymujemy wu;(s',x* ;) > u;(z}, z*;), sprzeczno$é z definicja RN.
<~
Ustalmy gracza ¢. Niech z] bedzie jego strategia mieszang spelniajaca warunki 1. i 2. Nalezy
wykazaé ze
wi(zi, x;) <wui(zy,xr;) Vo, € X,

Oznaczmy, pomijajac dla uproszczenia notacji w obu symbolach indeks ¢: S := suppz], a = ef

- k-ta strategia czysta gracza i. Rozkladajac u;(x;, ;) wzgledem nosnika strategii x i jego
dopelnienia otrzymujemy, korzystajac z liniowosci w;:

ui (i, 7 Z Tigui(ag, v2;) + Z T (ag, 2;),
ap€S ap ¢S

gdzie zastosowaliSmy zapis z; = >, axZk.
Pierwsza suma po prawej stronie ma (z warunku 1.) postaé:

Z mikui(a&xii) - a87 Z Lik,

ar€S ap€S
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gdzie as jest jedna ze strategii czystych z nosnika S. Druga suma spekia (z warunku 2.) nie-

réwnoscé:
> wguiag, x) < Y wmiuilas, 2 = wias, x;) Y wa
ap¢S ap¢sS ap ¢S
gdzie a, jest ustalong strategia czysta z noénika S. Zatem, poniewaz A; = SU S,
ul(x“x*—z) uz Qas, T Z Tiks
akGA

Zauwazmy ze dla obu profili z; oraz z} (kazdy profil nalezy do sympleksu jednostkowego A;)
Z Tik = Z xy, =1,
ax€A; ap€A;
a wiec
UZ(‘T@,CC*,Z) a37 Z $zk - Z uz(a57 z Zk + Z U a57 k
akGA ap€S ak¢S

Wykorzystujac warunek 1. (do zamiany as na ay), reprezentacje x; = Y, 4, axTj;, 1 liniowos¢
funkcji wyptat wzgledem odpowiednich argunentéw, przepisujemy wyrazenie po ostatnim znaku
réwnosci w postaci

Z wi(ag, ™ ;)xg, + Z wi(as, z%;)x, = Z wilag, ©°;)x), = ui(xf, z*;),
ap€S ax¢S ap€A;
gdzie ostatnia rownosé wynika z liniowosci wyptat. OtrzymaliSmy wiec
wi(xs, x%;) < wui(zj,xr;).
Powyzsze rozumowanie przeprowadzamy Vi € N. ]
Pokazemy przykltad zastosowania Twierdzenia 3.2.

Przyktad 3.1.

/L C R
Tla2 33 11
M |00 00 2pb
B|cd4 51 0,7

a,b, c € R. Nastepujaca para (profil) strategii mieszanych jest RN:

z* = (1”{7 l’;) = ((3/47 0, 1/4)7 (07 1/37 2/3))

Dowdd. Poréwnamy wyplaty ze strategii czystych i zastosujemy Twierdzenie 3.2. Obliczamy
wyplaty ze strategii czystych gdy profil przeciwnika jest z RN. Dla gracza i = 1:
WyptatazT:0-a+1/3-34+2/3-1=5/3
Wypltataz M :0-b+1/3-0+2/3-2=4/3
Wyplataz B:0-¢+1/3-5+2/3-0=5/3
Wyplaty ze strategii czystych z suppx; = {T, B} sa jednakowe, wyplata z M jest nizsza. Dla
gracza ¢ = 2 analogiczny rachunek pokazuje ze wyplaty ze wszystkich strategii czystych: ug(x7, -)
sa réwne 5/2, np:

ug(z],L)=2-3/440-0+4-1/4=5/2.

Warunki dostateczne na RN (dla drugiego gracza jest potrzebny tylko warunek 1) sa wiec
spelnione. ]
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Uwaga: Jesli w drugim wierszu zamienimy 2 na 3 to powyzszy profil nie bedzie RN bo
u((M, %)) = u1((0,1,0),(0,1/3,2/3)) =6/3 > 5/3.

A oto jeszcze jedna charakterystyka RN dajaca w szczegdlnosci warunek dostateczny istnienia
RN.

Stwierdzenie 3.2. Profil x* jest RN <
Vie N,Vek € Ap wi(el, ;) <wi(al,z*))

Dowad.

=-: 7 definicji RN.

<: Ustalmy 7. Niech z; = " 1xzke - dowolna strategia mieszana gracza ¢. Obliczamy: z
liniowoéci

m;
i(2i, Z zirui(ef, o) < wipui(af, 27 ) (3.9)
P
m;
= ui(a},2*;) Y i = wi(a], 2%)). (3.10)
k=1
O

Istotna role w teorii gier strategicznych odgrywa $cista RN.

Definicja 3.3. Profil z* = (z7, ..., x}) jest Scista RN (SRN) & Vi V; # x
wi(xg, x%;) < ui(z], z;)

Uwaga 3.2. RN jest SRN gdy strategia kazdego gracza w RN jest JEDYNA najlepsza odpowie-
dzia na strategie wszystkich innych graczy w RN (definicja najlepszej odpowiedzi bedzie podana
w nastepnym rozdziale).

Méwimy ze skonficzona GS jest generyczna jesli Vi € N funkcja wyplat u; jest réznowartoéciowa.

Zachodzi:
Stwierdzenie 3.3. SRN jest RN w strategiach czystych

Dowdd. Wsk. W przeciwnym razie w RN nosnik strategii x; pewnego gracza i nie jest single-
tonem. 7Z Twierdzenia 3.1 wynika istnienie co najmniej dwoch réznych najlepszych odpowiedzi
na x;. O

Uwaga 3.3. SRN nie musi istnieé. Przyktad: Gra Orzel-Reszka.
RN w strategiach czystych nie musi by¢ SRN. Przyktad: W grze

A B
Al 1,1 00
B |00 0,0

(A,A) jest SRN, (B,B) nie.
Nawet gdy GS ma doktadnie jedng RN, to ta RN nie musi by¢ SRN. Przyktad: w grze

A B C
D[11 1,0 01
E|10 01 10

(D, A) jest (jedyna) RN, ale nie jest SRN.
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Przyklad 3.2. W Stabym Dylemacie Wigznia nie ma SRN. To Ze mieszane strategie nie sa
SRN wynika ze Stwierdzeniaq 3.3. Bezposredni rachunek pokazuje ze zadna z 3 czystych Rn nie
jest SRN.

Definicja 3.4. Profil 0" = (07)jen w GS w ktérej wszyscy gracze maja ten sam zbiér akcji (

czyli Aj = A, Vj € N) jest symetryczna RN jesli jest RN oraz of = o} Vi, j € A.

Uwaga 3.4. ”Wiekszo$¢” gier skonczonych ma nieparzysta liczbe RN. Przykladem sa gry 2—osobowe
dla ktérych Vi € N funkcja u; : A — R jest réznowartosciowa (gry generyczne).
Oto "kontrprzyktad”: GS z czterema RN ([33]):

| A B C
D[ 00 -1-1 -1-1
E|-1-1 -1-1 -1-1
E|-1-1 -1-1 00

(poza trzema czystymi RN jest ”czedciowo mieszana” RN (1/2,0,1/2).
Innym ”kontrprzyktadem” jest gra ”Staby Dylemat Wieznia”, ktéra jest modyfikacja DW z
wyplatg P = S:

C D
C|RR ST
D|TS SS

dla T > R > S. Wyptata kazdego gracza nie jest funkcjg réznowartosiowa. Gra ma continuum
RN (w tym 3 RN w strategiach czystych), patrz Cwiczenie 4.1.

W ekonomicznych zastosowaniach teorii gier istotna role odgrywa pojecie Pareto-optymalnosci.

Definicja 3.5. Profil gry strategicznej jest Pareto-optymalny (PO) jezeli nie istnieje profil
dajacy conajmniej jednemu graczowi wyzsza, a wszystkim innym conajmniej taks sama wyptate.
Profil gry jest Pareto-nieoptymalny jezeli istnieje inny, lepszy dla conajmniej jednego gracza i
nie gorszy dla zadnego (czyli gdy nie jest PO).

Przyktad 3.3.

/L S R
U |43 51 62
M |21 84 36
D |30 96 28

(U, L) jest RN ale nie jest PO. (D, S) jest PO, ale nie jest RN.

Przyktad 3.4. Gra koordynacyjna
| A B
A 2,2 —107°,0
B| -107°,0 1,1

ma 2 RN w strategiach czystych. RN (A,A) jest PO, ale, zakladajac wyptaty np. w PLN, nie
jest to ”przekonywujacy” wybér w praktycznej realizacji.

Przyktad 3.5. W 2-osobowym DW profil (C,C) jest PO gdyz gdy jeden z graczy sobie pod-
wyzszy wyplate to wyplata drugiego sie obnizy. (C,C) jest PO, ale nie jest RN. Profil (D,D)
jest RN ale nie jest PO.

W ”Dylemacie Wsp6lnych Zasobéw” (Tragedy of Commons) tzw. minimalna efektywna koope-
racja (czyli profil w ktérym jest doktadnie tylu kooperantéw ile wynosi ”"prég” - minimalna
liczba kooperantéw przy ktorej pula jest rozdzielana miedzy wszystkich graczy) jest jedynym
profilem PO.
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Dla gier o sumie stalej (patrz cze$¢ 5) kazdy profil jest PO (bo nie istnieje profil dajacy conajm-
niej jednemu graczowi wyzsza, a wszystkim innym conajmniej taka sama wyplate).

Cwiczenie 3.1. Pokazaé¢ ze DW nie ma innych réwnowag poza (D,D).

W strategiach czystych nie ma innych RN poza (D,D). Gdyby mial réwnowage $cisle mieszana
(01,02), to dla o9 = (8,1 — ) mamy, z twierdzenia podstawowego u1(C,02) = u1(D, 02), czyli
R+ S(1—-08) =T+ P(1—-74), czyli (S— P)(1—p3)= (T — R)S, sprzecznos¢ dla DW. Dla
profili w ktérych jeden gracz gra strategia Scisle mieszang a drugi czysta z twierdzenia—warunku
koniecznego na wyplaty z obu strategii czystych pierwszego gracza bylyby jednakowe, co nie
jest mozliwe dla DW.

Cwiczenie 3.2. Pokaz 7e w grze w Kota i Myszke up((1/2,1/2),(1/2,1/2)) > up((2,1 —
x),(1/2,1/2)) Vx € [0,1], oraz ups((1/2,1/2),(1/2,1/2)) > up((1/2,1/2), (y,1—y)) Yy € [0,1],
a zatem para strategii ((1/2,1/2),(1/2,1/2)) jest RN (w istocie zachodza réwnosci).

Cwiczenie 3.3. Ogdlniejsza postaé¢ gry "W Kota i Myszke”

| L P
L[0K MO
P| MO 0K

Obliczy¢ $rednie wyplaty przy stosowaniu strategii mieszanych i znalezé RN.

Cwiczenie 3.4. W grze

L S R
U0l 01 24
M|51 22 1,0
D |43 14 10

znalez¢ RN 1 profile PO w strategiach czystych.
Odp.: (U,R): RN, PO. (M,S):RN ale nie PO. (D,L):PO ale nie RN.

Cwiczenie 3.5. Znalezé RN w grze

L S R
U133 1,3 13
M |00 22 22
D00 00 31

Cwiczenie 3.6. GS jest o sumie zerowej jezeli V(ay, ...,an) € A Yo ui(ar, ..., an) = 0. Wykaz
ze dla GS o sumie zerowej kazdy profil jest PO.
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4.1. Preliminaria matematyczne
Odwzorowania (funkcje wielowartosciowe) ze zbioru X w Y, czyli funkcje
v X —2Y

bedziemy oznaczaé v : X =Y.

Definicja 4.1. Wykres odwzorowania v : F = F, E, F C "™ jest to zbior
Gry={(z,y) € EXF:ye€(z)}
Definicja 4.2. Odwzorowanie v: E = F, E, F C R™ jest domkniete w x jezeli

(" =z, y" =y, Yy ey(a") =y e(z).

Odwzorowanie v jest domkniete jezeli jest domkniete w kazdym punkcie swojej dziedziny, czyli
jezeli jego wykres, Gr ~ jest domkniety.

Przyktad 4.1. Odwzorowanie v(z) := (0,1), z € R nie jest domkniete w o = 1. WeZmy
bowiem ciag z™ taki ze 2" — 1, oraz ciag y"™ € y(z™) = (0,1) taki ze y" — y := 1. Mamy wiec

y ¢ (o).
Odwzorowanie y(z) := {0} dla z =0, {1/z} dla z € R\{0} jest domknigte.

Twierdzenie 4.1 (Brouwer, 1905). Niech C - niepusty, zwarty i wypukly podzbior
m-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R'™, f: C — C - funkcja ciggla. Wtedy funkcja
f ma punkt staly, tzn.

JreC: f(z)==x.

Przyktad 4.2. Nieciagla funkcja f : [0,1] — [0,1] : f(z) = x4+ 1/4 dla = € [0,1/3), f(z) =
x —1/4 dla © € [1/3,1] nie ma punktu statego. Jezeli przyjmiemy jednak ze wartosciami f sa
zbiory, definiujac np.

F(1/3) = 2/12,7/12], f(x) = {f(2)}, = € [0,1]\{1/3},

to dla tak okreslonego odwzorowania f istnieje z € [0,1] : 2 € f(z). W naszym przykladzie
oczywiscie x = 1/3.

Do dowodu twierdzenia o istnieniu RN bedzie nam potrzebne uogélnienie twierdzenia Brouwera
na odwzorowania. Ogdlnie, niech K - dowolny zbiér.

Definicja 4.3. Odwzorowanie ¥ : K =—> K ma punkt staly x € K jesli x € ¥U(x)

Wstep do Teorii Gier (©) T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Twierdzenie 4.2 (Kakutani, 1941). Niech X - niepusty, zwarty, wypukly podzbidr
n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R", f : X — X -odwzorowanie t. Ze

1. Vx € X zbior f(x) jest niepusty i wypukly (moéwimy zZe odwzorowanie f jest
wypukle).

2. Wykres [ jest domkniety [i.e. dla wszystkich ciggow x™,y" takich Ze z™ —

z, Yy —y, y" € f(z"), zachodzi y € f(x)].
Wtedy odwzorowanie f ma punkt staly (i.e. 3z € X : x € f(x).)

Twierdzenie Kakutaniego jest uogélnieniem na odwzorowania twierdzenia Brouwera o punkcie
stalym.

4.2. Odwzorowania najlepszej odpowiedzi

W dalszych rozwazaniach istotna role beda gralty zbiory i odwzorowania najlepszych odpowiedzi.
W ogélnosci zbiory takie moga byé puste lub zawieraé¢ wiele elementéw. Podamy wpierw od-
powiednie definicje dla strategii czystych, a nastepnie uogdlnimy powyzsze pojecia dla strategii
mieszanych.

Definicja 4.4. Dla kazdego podprofilu a_; € A_;, i € N zbior
Bi(a_z-) = {ai S Az‘ : ui(ai,a_i) > ui(di,a_i) Va; € Az}

nazywamy zbiorem najlepszych odpowiedzi gracza i na podprofil a_;.

Odwzorowanie B; : A_; — 2% nazywamy odwzorowaniem najlepszej odpowiedzi (best reply
correspondence) gracza i. Jego warto$ciami sa podzbiory zbioru A; strategii czystych gracza i.
Odwzorowanie B : A — x24i i € N zdefiniowane wzorem

B(CL) = XBZ‘(Q_Z‘), 1€N
nazywamy odwzorowaniem najlepszej odpowiedzi gry strategicznej GS.

Za pomocg odwzorowan B;, i = 1,...n oraz B uzyskujemy réwnowane z wyjéciowa definicje RN.

Definicja 4.5. RN (w strategiach czystych) jest to profil a* = (a7, ..., a}y) taki ze
Vi e N a; € Bi(a*;)

lub kroécej

a* € B(a")
Przyklad 4.3. W grze o macierzy wyplat
| L M
T|1,1 1,0
B|1,0 0,1

mamy

Bl(L) = {TvB}7 Bl(M) = {T}7 BQ(T) = {L}7 B2(B) = {M}7
B(a®) = B((a,a3)) = Bi(az) x Ba(ay)
Zbiér RN (w strategiach czystych) to zbiér

{(a1,a3) : a1 € Bi(az) N aj € By(aq)} = {(T’ L)}
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Dla strategii mieszanych odpowiednie definicje majg postaé:

Definicja 4.6. Dla kazdego podprofilu 0_; € ¥_;, i € N zbior
Bi(O'_Z‘) = {O’Z‘ €Y ui(ai,a_i) > ui(&i,a_i) Vo, € El}

nazywamy zbiorem najlepszych odpowiedzi gracza ¢ na podprofil o_;.

Odwzorowanie B; : ¥_; — 2% nazywamy odwzorowaniem najlepszej odpowiedzi gracza i. Jego
wartoSciami sqg podzbiory zbioru ;.

Odwzorowanie B : ¥ — x2%i,i € N zdefiniowane wzorem

B(O’) = XBi(O'_Z‘), 1 €N
nazywamy odwzorowaniem najlepszej odpowiedzi gry strategicznej GS.

Za pomoca odwzorowan B;, ¢ = 1,...n oraz B uzyskujemy réwnowazng z wyjsciowa definicje

RN.

*

Definicja (wazna) 4.7. RN gry strategicznej GS jest to profil o* = (oF,...,0}) taki ze
Vie N o} € Bi(c*,;)

lub krécej

o* € B(o")
Inaczej méwiac, RN gry strategicznej GS jest punktem stalym (wielowarto$ciowego) odwzoro-
wania najlepszej odpowiedzi B tej gry. W RN gracze graja wzajemnie najlepsze odpowiedzi.
Uwaga 4.1. Powyzsza definicja RN jest réwnowazna definicji 3.1. Dowdd pozostawiamy czytel-
nikowi jako proste ¢wiczenie.

4.3. Twierdzenie Nasha

Twierdzenie (wazne) 4.3. Twierdzenie Nasha, J. Nash, 1950
Kazda skoniczona GS = < N, (%;), (u;) > ma réownowage Nasha w strategiach mie-
szanych.

Dowdéd. Fakt 1.
Zbiér X jest niepustym, zwartym i wypuklym podzbiorem skonczeniewymiarowej przestrzeni
euklidesowej.
Wynika to z faktu ze ¥; jest |A;| — 1 - wymiarowym sympleksem, a 3 = x%;, i € N.
Fakt 2.
VoeX B(o)#0

By to wykazaé¢ ustalmy i. u; jest liniowa w argumencie odpowiadajacym strategii mieszanej o;:
YA€ [0,1] wihol + (1= Ny ,0-5) = (ol o) + (1 — Nu(o; , 0_;)

i jest okreélona na zwartym sympleksie jednostkowym X;, wiec u;, jako funkcja ciagta, osiaga
maksimum na sympleksie gry .

Fakt 3.

Vo € ¥ zbiér B(o) jest wypukly.
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By to wykazaé ustalmy gracza i. Wezmy O';,J;l € Bi(0;). Mamy, z definicji odwzorowania
najlepszej odpowiedzi:

ui(a;,a_i) > ui(ai,a_i), oraz ul‘(O';l,O'_i) > ui(ai,a_i).

Stad

VA € [0,1], Vo; € %5 ui(Ao + (1 = Noy , o) > wi(os,0_5),

a zatem Ao} + (1 — N)o; € Bi(o_;), czyli Bi(o_;) jest wypukly. B(o) jest wypukly jako iloczyn
X Bi(o—;) zbioréw wypuktych.

Fakt 4.

Odwzorowanie B : ¥ — 2% ma wykres domkniety.

Wezmy dwa ciagi (o™), (6") takie, ze

i
.

Pokazemy ze
6 € B(o).

Pamietajmy ze zbieznosé jest w odpowiedniej przestrzeni euklidesowej, a zatem zbiegaja wspot-
rzedne profili, czyli strategie mieszane graczy, oraz podprofili, co bedziemy wykorzystywali w
dalszej czesci dowodu.
Zalézmy ze 6 ¢ B(o) := xBj(a—;).
Witedy dla pewnego ¢
6i ¢ Bi(oi),

a zatem

Je >0 o, : ui(o;,0-5) > ui(65,0-) + 3e

Poniewaz u; jest ciggla we wszystkich argumentach, wiec dla dostatecznie duzych n
ui(o;, 0™ > ui(0y,0-3) — € > ui(6i,0—;) + 2€ > u; (67, 0™;) + € > u; (67, 0™).

W pierwszej nieréwnoéci wykorzystujemy fakt ze o, — o_; gdyz 0™ — o, w drugiej nieréwnosé¢
otrzymana powyzej, trzecia zachodzi poniewaz zalozyliSmy ze (0™, 6") — (0,6), czyli w szcze-
gblnoéci zbieznosé po wspétrzednych: o”; — o_;, 67 — ;. Tak wiec u;(a;, 0™;) > ui(67,0™,),
sprzecznosé z faktem ze 6 € B;(o™).

Konkludujac, odwzorowanie B : ¥ — 2% jest wypuklym, domknietym (posiadajacym wykres
domknigty) odwzorowaniem niepustego, zwartego i wypuklego podzbioru ¥ skonczenie wymia-
rowej przestrzeni euklidesowej w niepusty zbiér podzbioréw 3. Z twierdzenia Kakutaniego 4.2
o punkcie stalym

do* e X:0" € B(o"),

a zatem o* jest RN. O

Uwaga 4.2. Pojecie RN jest centralnym pojeciem teorii gier. Na ogol interesujace gry posiadaja
wiele réwnowag Nasha. Teoria gier nie posiada zadowalajacego aparatu formalnego prowadza-
cego do wyboru takiej a nie innej RN. Problem niejednoznacznoéci RN jest szeroko omawiany
w cytowanej w Wyktadzie 1 literaturze. Problemem tez jest jak ”doj$¢” do rownowagi Nasha.
Pewne formalne procedury w pewnych sytuacjach daje teoria gier ewolucyjnych. Okazuje sie
tez ze (co zostalo potwierdzone m. in. przez eksperymenty laboratoryjne), ze ludzie czesto nie
”graja” RN. Implikuje to koniecznosé dalszych badan i wprowadzenie bardziej ogbélnego aparatu

formalnego teorii gier, ktéry dawaltby wyniki lepiej zgadzajace sie z rzeczywistoscia.
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4.4. Uogoblnienia Twierdzenia Nasha

Definicja 4.8. Niech F C R™ - zbiér wypuktly, f:FE — R. Powiemy ze
1. f jest quasi-wklesta < Va e R {z € E: f(x) > a} jest wypukly.
2. f jest quasi-wypukla & Va e R {x € E: f(z) < a} jest wypukly.

Twierdzenie 4.4. Debreu, 1952, Fan, 1952, Glicksberg, 1952 Rozwazmy GS taka Ze
Vi € N A; C R™ sq to niepuste, zwarte i wypukie podzbiory przestrzeni euklide-
sowej R, a u; sa ciggle w a i quasi-wkleste w a;. Wtedy istnieje RN w strategiach
CZYSTYCH.

Uwaga 4.3. Idea dowodu: ciaglo$é¢ u; implikuje ze odwzorowanie B ma wykres domkniety i zbiér
B jest niepusty. Quasi-wklestoé¢ w a; implikuje ze wartosciami B; sg zbiory wypukie.
Uwaga 4.4. f jest quasi-wypukla < (-f) jest quasi-wklesta.

Uwaga 4.5. Dasgupta, Maskin (1986) udowodnili twierdzenie o istnieniu odrzucajac zaloze-
nia o ciaglosci wyplat (np. niespelnianego dla waznego w ekonomii matematycznej oligopolu
Bertranda). Ich stabsze zalozenia sa spelniane w wiekszoéci modeli waznych dla zastosowan.

Cwiczenie 4.1. Wykaz ze Slaby Dylemat Wieznia ma continuum RN.
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Dwuosobowe gry o sumie zerowej (ogdlniej: o sumie stalej) byly—chronologicznie—pierwszym
typem gier rozwazanym przez natematykéw, w szczegdlnoéci w pracach J. von Neumanna w
latach 20ych i 30ych XX wieku. Gry o sumie zerowej byly podstaws opracowanej przez J. von
Neumanna i O. Morgensterna matematycznej teorii gier [16].

5.1. Definicje

Definicja 5.1. GS jest gra o sumie stalej jezeli

deeR: Vac A Zui(a):c.

i=1
Jedli ¢ = 0 to GS nazywamy gra o zumie zerowej i oznaczamy GS0.

Gry dwuosobowe (n=2) o sumie zero nazywa sie tez grami $cisle konkurencyjnymi. Nazwa gry
$cisle konkurencyjne wynika stad ze w takich grach interesy graczy sa ”$ciSle przeciwstawne”:
aby uzyska¢ maksymalna wyptate gracz dazy do tego by zminimalizowa¢ sume wyptat przeciw-
nikéw. W takich grach gracze maja przeciwne wyplaty:

ui(a) = —ug(a),a € A.

Do takich gier mozna zaklasyfikowaé (pomijajac remisy) gry towarzyskie (parlor games): szachy,
GO, warcaby, klasyczne dwuosobowe gry karciane. ” Teoriogrowe” przyklady $cisle konkuren-
cyjnych GS to: gra Kamien-Papier-Nozyczki, Orzet-Reszka.

Skonczone gry dwuosobowe o sumie zerowej nazywa sie tez grami macierzowymi.

Uwaga 5.1. Mozemy sformutowaé réwnowazna definicje GS o sumie stalej uzywajac strategii
mieszanych: GS jest gra o sumie stalej jezeli

deeR: VoeX Zui(a):c.
i=1

Réwnowaznoséé wynika z liniowosci funkcji wyptat wzgledem poszczegdlnych argumentdéw profilu
GS0.

Wiszystkie ponizsze definicje, o ile nie zostanie napisane inaczej, odnosza sie do
GS0.

Uwaga 5.2. Wyptaty w takich grach mozeny zapisa¢ w formie macierzowej:
u1(0) = ui(01,09) = 01 Aok, us(o) = —ui(o) Vo e X,

gdzie profil oy jest wektorem wierszowym, o3 - wektorem kolumnowym.

Wstep do Teorii Gier (©) T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Zdefiniujemy dwie liczby: v1: maximin, oraz ve: minimax.

Definicja 5.2.
V1 1= MATe, ex, MiNg,ex, U1 (01, 02)

V9 1= MiNgyex, MATs v, U1 (01, 02).
v1, v nazywamy tez odpowiednio dolng i gérna wartoscia GSO.

Uwaga 5.3. Gdy zastapimy w tej definicji X; przez A;, czyli wezmiemy pod uwage tylko strategie
czyste, to w celu obliczenia vy bierzemy minimum z kazdego wiersza macierzy wyptat gracza 1
i z tak uzyskanej kolumny znajdujemy maksimum.

Heurystycznie, maximin v; jest maksymalng wyptatg gracza 1 gdy gracz 2 minimalizuje wyplaty
u1 gracza 1. Dokladniej: dla kazdego profilu o1 gracz 1 znajduje profil oo ktéry minimalizuje
u1 a "nastepnie” 1 swoimi profilami o1 maksymalizuje u;. Otrzymana wartosé¢ u; to maximin;
minimax vy jest wynikiem procedury optymalizacyjnej gracza 2, ktéry wpierw maksymalizuje
uy profilami oy przy ustalonym oo, a nastepnie minimalizuje u; swoimi profilami os.

Zauwazmy ze v, v mozna zdefiniowaé dla dowolnych (niekoniecznie o sumie zero) dwuosobo-
wych GS.

Definicja 5.3. Profil (o7,0%) jest punktem siodlowym jezeli
U1(0'17O';) < Ul(O'ik,O';) < Ul(UT,UQ) Vo, € %, i = 172)

Wyplate u; (o], 03) nazwiemy wartoscia gry (w punkcie siodlowym, saddle point value of the
game).

Uwaga 5.4. Poniewaz
—uy(07,03) > —u1 (07, 02),

wiec, z uwagi na ug = —uj, mamy
* * *
u(07,03) 2 uz(07,02),

a zatem punkt siodlowy GSO jest RN GSO0.

5.2. Wtasnosci. Podstawowe twierdzenia

Sformutujemy podstawowe twierdzenie dla rozwazanych gier.

Twierdzenie 5.1 (”O minimaksie”, J. von Neumann, 1928). Dia kazdej 2-osobowej
skonczonej GS o sumie zerowej

1. Istnieje punkt siodtowy.

2. Istnieje v* € R taka Ze v1 = vo = v*, patrz Definicja 5.2.

3. Jezeli (07, 0%) jest punktem siodlowym to ui(oj,05) = v*.

4. (0%,03) jest punktem siodlowym wtedy i tylko wtedy gdy

o] € argmazqs, ming,ui(oi, oa)

oraz
05 € argming, maey, ui (o1, 02)
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Punkt 1 jest szczegélnym ptzypadkiem Twieredzenia Nasha.

Punkt 2. méwi ze w dwuosobowych GSO maximin i minimaks sa sobie rowne.

Punkt 3. méwi ze v* jest taka sama we wszystkich punktach siodtowych. W kazdym punkcie sio-
dlowym sg jednoczesnie spelnione najbardziej pesymistyczne przewidywania obu graczy. Gracz
1 otrzymuje wyplate ui (o], 02) = v*, gracz 2 otrzymuje wyplate —u; (o}, 02) = —v*.

Punkt 4 méwi ze w punkcie siodtowym gracz 1 gra strategia maximinowa, gracz 2-i minimak-
SOW3..

Dowdd. 1. Jest to szczegdlny przypadek twierdenia Nasha o istnieniu. Oryginalny dowdd von
Neumanna korzystal z innych technik matematycznych.
2. Wykazemy wpierw ze vo > v1. Niech o; € ¥;,¢ = 1, 2. Zachodzi

ming;ez2u1(01,0/2) < wui(oy,02). (5.1)

Dzialajac na powyzsza nieréwnos¢ operatorem maz,, ey, otzymujemy
. /
v = mamaleglmzng;622u1(al,02) < Maxy ex,u1(o1,02). (5.2)

Nieréwnosé ta zachodzi dla kazdego o9 € 3. Dzialajac na powyzsza nieréwnos$é¢ operatorem
MiNg,es, Otzymujemy
V1 < MiNg, e, MAT 4 cx, U1 (01, 02) = V2. (5.3)

co dowodzi nierownosci vg > vy.
Pokazemy teraz ze vy > vo. Wykorzystamy fakt istnienia RN. Niech (o7, 05) bedzie RN, czyli

’LL1(UT,O’§> > U1<O'1,U;)V(71 S 21, (5.4)
oraz
ul(UT,G;) <U1(GT,02)V01 € X. (5.5)
Zachodzi tez
V] = MAT s, ex, MiNgyex, U1 (01, 02) = MiNg,ex,u1 (07, 02). (5.6)
Poniewaz, na mocy (5.5)
min02622u1(UT> 02) = ul(JT7 0—;)7 (57)
wiec
vy > uy (o], 03). (5.8)
Z uwagi na (5.4) mamy
ui (07, 03) = mazq ex,u1(01,03) (5.9)
a wiec
V1 = MaZe, ex,u1(01,05) = MiNg,ex,MaTq e, U1 (01, 02) = Va. (5.10)

WykazaliSmy v1 > ve 1 v1 < vo, a zatem rownoéé vy = vy = v*.
3. Punkt 3 jest bezposrednia konsekwencja powyzszej rownosci. W kazdej réwnowadze mamy
wiec:
Dla gracza 1:
ui (o7, 03) = Maxy,exn, MiNg ex,ul (01, 02) = v*, (5.11)

a dla gracza 2
u2(07,05) = —MiNg,en,MaTq, ex, U1 (01, 02) = —v™. (5.12)

Punkt 4 zostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.
O
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Definicja 5.4. Liczbe v* nazywamy wartoscia (value) dwuosobowej GS o sumie zerowej.
Wartosé cisle konkurencyjnej GSO jest to wiec wyptata gracza 1 w punkcie siodlowym.

Definicja 5.5. Strategia o; gracza ¢ rozwiazujaca problem
mazeming  ui(oi,0_;), i=1,2,

nazywa sie strategia maksyminowa gracza .

Twierdzenie 5.2. Jezeli vi = vy to (kaidy) profil (oF,03), gdzie o) jest strategiq
maksyminowq gracza i, i = 1,2 jest punktem siodtowym.

Przyklad 5.1. Znajdziemy strategic maksyminowa i wyplate ze strategii maksyminowej gracza
1 (wierszowego) w grze Orzel — Reszka.

| B S
B[1-1 -1,1

Y Y

S|-1,1 1-1

Niech o1 = (p,1 — p), 02 = (y,1 — y). Obliczamy
ui(o1,02) = (1 —2p)(1 — 2y).

Przy ustalonym p: dla p < 1/2 w; przyjmuje minimum dla y = 1, wynosi ono 2p — 1 < 0. Dla
p = 1/2 minimum u; wynosi 0. Dla p > 1/2 minimum u; jest dla y = 0 i jest mniejsze od zera.
Tak wiec max,minu; = 0, strategia maksyminowa to profil (1/2,1/2) z wyplata 0. Analogicznie
postepujemy dla gracza 2.

W kazdej RN GS0 gracze otrzymuja takie same (przeciwne co do znaku) wyplaty. Zachodzi tez
interesujaca wlasno$¢ ” wymiennosci réwnowag” (equilibrium interchangeability). W 2-osobowych
GS o sumie zerowej jezeli gracz 1 wybierze swdj profil z pewnej RN a drugi gracz wybierze swoj
z innej RN, to para tych profili tez jest RN. Méwi o tym

Twierdzenie 5.3 (O wymiennosci réwnowag). Niech (a,b) € 3, (¢,d) € ¥ - dwie RN
dwuosobowej GS o sumie zerowej. Wtedy profile (a,d), (c,b) tez sg RN.

Dowdd. Niech v* - wartosé gry. W RN (a, b), poniewaz suma wyplat graczy jest zero oraz
us(a,b) > ug(a,b) ¥ b € Sy
(a zatem —up(a,b) < —uso(a,b) V b € ), wiec otrzymujemy
v* = uy(a,b) = —us(a,b) < —ug(a,b) ¥ b e Oy,
Podstawiajac b=d otrzymujemy obustronne oszacowanie
v* < —ug(a,d) = ui(a,d) < ui(e,d) =0,

gdzie r6wnos$¢ wynika z faktu ze gra jest o sumie zerowej, a ostatnia nieréwnosé z tego ze (¢, d)
jest RN. Wyplata u;(a, d) zostala obustronnie oszacowana przez v*, a zatem zachodzi réwnosé
ui(a,d) = v*. Otrzymujemy

ul(a,d) =" = ul(a, b) = ul(al,d) Vo1 € 21,
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5.2. Wiasnosci. Podstawowe twierdzenia

gdzie nieréwnos¢ z faktu ze (a,b) jest RN. Mamy tez

ui(a,d) = ui(a,b) = —uz(a,b) < —uz(a,o2) = ui(a,09) Vog € Lo,

nieréwnos$¢ wynika z faktu ze (a,b) jesr RN. Mnozac przez —1 otrzymujemy stad

—uq(a,d) > —ui(a,o2) Yoy € Yo,

a zatem

uz(a,d> = —Ul(%d) > _Ul(a702> = U2(a702) Voo € Y.

Profil (a,d) jest wiec RN. Analogicznie dowodzimy ze profil (c,b) jest RN.

Uwaga 5.5. Dla GS0 mozna podaé efektywne algorytmy szukanie wartoéci gry za pomoca pro-
gramowania liniowego, patrz np. monografia Luce, Reiffa [13].

Cwiczenie 5.1. W symetrycznej GSO A; = Ao, ui(ai,az) = ug(ag,a1) Ya; € Aj;i = 1,2 w
mieszanej RN (jezeli istnieje) zachodzi u; =0, i = 1,2.



6. Gry Bayesa

6.1. Uwagi wstepne

W dotychczas rozpatrywanym modelu gry strategicznej gracze ktorzy podejmowali decyzje mie-
li pelna informacje dotyczaca gry, w szczegdlnosci znali macierze wyptat wszystkich graczy. W
wielu rzeczywistych sytuacjach w ekonomii, w polityce, w konfliktach militarnych, w relacjach
spotecznych gracze maja zréznicowana informacje o pewnych aspektach gry, istotnych dla pod-
jecia decyzji o wyborze akcji. Gry w ktérych przynajmniej jeden gracz posiada taka informacje,
tzn. nieznana conajmniej jednemu innemu graczowi, bedziemy nazywaé grami Bayesa (Bayesian
games), albo grami z niepelna informacja. Uzywa sie tez terminu: gry z asymetryczng informacja.
W dotychczasowych rozwazaniach dla GS gracze znali w szczegdlnodci akcje i wyplaty swoje
i przeciwnikéw. W rzeczywistych konfliktach czesto tak nie jest, walczacy nie znaja sity prze-
ciwnikéw, firmy nie znaja kosztow produkcji konkurentéw, uczestnicy aukceji nie znaja waluacji
obiektu aukcji przez innych uczestnikéw aukcji. W grach opisujacych takie sytuacje dochodzi
wiec element ryzyka zwiazany z niepelng informacja.

W grach Bayesa definicja rownowagi Nasha musi zosta¢ zmieniona tak aby uwzglednié¢ zr6znico-
wang informacje graczy o grze. Odpowiednie uogélnienie pojecia rownowagi bedziemy nazywali
rownowaga Nasha—Bayesa, lub po prostu réwnowaga Bayesa. W takiej réwnowadze akcje graczy
beda optymalne (beda najlepszymi odpowiedziami) przy ich okreslonych przekonaniach (beliefs)
dotyczacych innych graczy.

W formalnym modelu gry strategicznej uwzgledniajacym niepelng informacje dojda dodatko-
we obiekty—stany $wiata, i subiektywne, zalezne od gracza prawdopodobienstwa wystapienia
roznych stanéw swiata. Odpowiednim modyfikacjom ulegng wyptaty, ktore beda wartosciami
oczekiwanymi odpowiednich zmiennych losowych, i w konsekwencji pojecia najlepszej odpowie-
dzi.

Uwaga 6.1. Innym rodzajem niepetnej informacji o grze moze by¢ brak informacji gracza co inni
gracze wiedzg o tym co wie dany gracz na temat gry. W grach ekstensywnych, bedacych tematem
kolejnych rozdzialéw, rozwaza sie jeszcze inny rodzaj niepewnosci w grze: brak pewnosci jaka
akcje gral ostatnio przeciwnik (przeciwnicy). Gry tego typu nazwiemy grami z niedoskonaltg
informacja (imperfect information).

W ponizszych przykladach (por. [17]) rozwazymy gry dwuosobowe w ktérych przynajmniej
jeden gracz nie bedzie mial pewnosci na temat wyplat swojego przeciwnika czy tez partnera
gry.

Przyktad 6.1 (Duopol Cournota z asymetryczna informacja). Niech C1(q1) = cq; jest funkcja
kosztéw 1-ej firmy. Funkcja kosztow 2-ej jest réwna Ca(g2) = crq2 z prawdopodobienstwem p,
C2(q2) = cpqe z prawdopodobienstwem 1 — p. Informacja graczy o grze jest asymetryczna w
nastepujacym sensie: 2 zna Cy and C1, 1 zna C i wie ze koszt koszt wyprodukowania jednostki
towaru przez firme 2 wynosi ¢y, z prawdopodobienstwem p, cy z prawdopodobienstwem 1 —
p. Przykltadowo, firma 2 moze dopiero wchodzi¢ na rynek lub wprowadzaé¢ nowa technologie
produkcji rozwazanego towaru. Zakladamy ”common knowledge”: 1 wie co 2 wie o grze, 2 wie
ze 1 wie co 2 wie o grze itd.

Przyktad 6.2. Walka Plci (przy niepelnej informacji)

Wstep do Teorii Gier (© T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Rozwazmy symetryczna GS: N = {1,2}, A} = Ay = {B, S}. 1-y gracz to Mezczyzna, 2-i gracz
to Kobieta. B oznacza Boks, S—Siatkéwke. 1 and 2 musza zdecydowaé jednocze$nie: wybraé¢ B
czy S.

Gracz 1 ma macierz wyplat

|2

B
S

> o W

Q_‘}—‘

Gracz 2 moze by¢ jednym z dwéch typéw: [ i h (od ang.: love, hate). Gdy jest typu [ to jego

macierz wyptat ma postac

B S
B|1 0
S0 2
a gdy typu h, to
B S
B|0 2
S|1 0

W tym przyktadzie gracz 1 ma tylko jeden typ. Zakladamy ze przy realizacji gry kazdy gracz
wie jakiego jest typu.
Gracz 1 nie wie z jakim typem gracza 2 bedzie gral. Zakladajac prawdopodobienstwo kazdego
typu réwne (w naszym przykladzie) 0.5 i wiedzac jaka akcje wybierze (z prawdopodobienstwem
1) gracz 2 gdy jest kazdego z typéw, gracz 1 moze obliczyé wyplaty ze swoich strategii czystych
jako wartosci oczekiwane zmiennej losowej "typ gracza 2”.
Niech para (A,B) oznacza: gracz 2 gra A gdy jest typu [, B gdy jest typu h. Otrzymujemy
macierz wartosdci oczekiwanych wyplat gracza 1 przy danych zalozeniach o graczu 2:
| BB) (BS) (SB) (8.9)
B 2 1 1 0
S 0 1/2 1/2 1

Zauwazmy ze macierz te mozna traktowaé jako macierz wyptat pewnej gry trzyosobowej.
Za profil strategii czystych gry przyjmiemy tréjke

(X,A,B) = (X, (A,B)), X,A,Be {B,S)}.

Za profil rowowagowy (strategii czystych) przyjmiemy taki profil (X, (A4, B)) dla ktérego:

1. Przy ustalonych akcjach (A,B) 2-ego gracza gdy jest typu odpowiednio [, h (i przy znanym
graczowi 1 prawdopodobienstwie kazdego typu gracza 2 (w maszym przykladzie 0.5) akcja X
daje graczowi 1 maksymalna wyplate

2. Przy ustalonej akcji X 1-ego: gdy 2-i jest typu [ (typu h) to akcja A (akcja B) daje 2-emu
maksymalna wyplate.

Jak latwo sprawdzié¢, w naszym przykladzie warunki te speklia tréjka (B, (B, S)).

6.2. Definicje

Definicja 6.1. Przekonanie (belief) u; gracza i (o akcjach pozostatych graczy) jest to rozklad
prawdopodobienstwa na A_;.
Gracz i jest racjonalny jezeli wybiera strategie a; taka ze

a; € argmarg, By, o yuwi(@;,a—;),
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czyli taka ktora maksymalizuje wyrazenie
Z wi (s, a—)pi(a—;).
a;

Przyktadowo {(C,0.6),(D,0.4)} jest przekonaniem gracza 1 w grze koordynacyjnej

C D
cl1 0
D0 1

Gracz 1 jest racjonalny jezeli wybiera C.

Definicja 6.2. Niech 2 bedzie zbiorem skoniczonym. Elementy ) bedziemy nazywa¢ stanami
$wiata. Przekonanie pu; gracza i o stanach $wiata jest to rozklad prawdopodobienstwa na Q.

Definicja 6.3. Gra Bayesowska
GB = (N,Q, (Ai, Ti, 7i, pis wi)ien)

sklada sie z nastepujacych elementéw:
N ={1,...n} — skoficzony zbiér graczy.
Q) — skonczony zbiér stanéw Swiata.
Dla kazdego gracza i € N okre$lamy

— A; — zbiér akcji gracza i.

— Ty ={t}, ..., tf’} — skohczony zbiér k; typow gracza i (sygnaléow ktoére moze otrzymac). W
dalszym ciggu dla uproszczenia gorny wskaznik numerujacy typ bedziemy pomijaé.

— 7 :  — T; — funkcja sygnatu gracza ¢. Przyporzadkowuje ona stanom swiata typ gracza
i.
Moc zbioru standéw ktére generuja ryp t; opisuje stopienn pewnosci gracza ¢ o stanie Swiata.
Na przyklad jezeli 7;(w1) # 7i(w2) Ywi,ws € Q to gracz i wie, po otrzymaniu sygnatu, jaki
jest stan $wiata (jaki stan ”zaszedl”), a zatem zna typy wszystkich graczy.
Jezeli natomiast 7;(w1) = 7;(w2) Ywi,ws € Q to sygnal ktéry otrzymuje gracz (a zatem jego
typ) nie daje mu zadnej informacji o stanie $wiata.
W pozostalych przypadkach informacja ma charakter czesciowy. Niech np. $wiat ma trzy
stany: Q = {wi,wo, w3}, Ti(w1) # Ti(w2) = T(ws3). Jezeli $wiat jest w stanie wy, to gracz ¢
wie ze $wiat jest w stanie wi, jesli we lub w3 to gracz i nie wie w ktérym z tych standéw.

— Dla kazdego typu t; P; = Pr(wl|t;) jest prawdopodobienstwem apriori (prior belief) jakie
typ t; assigns stanowi w.
Funkcja sygnatu 7; wraz ze zbiorem prawdopodobienstw apriori opisuja wiedze i o stanie
Swiata.

—u;: AxQ—RN, A= xA4;, i € N—funkcja wyplat gracza i.

Gra odbywa sie w nastepstwie realizacji pewnego stanu $wiata w € Q.

Gracz i otrzymuje sygnal (dla uproszczenia oznaczen pomijamy numer sygnatu) t; = 7;(w),
czyli jest typu t;. Typ t; definiuje podzbiér stanéw $wiata Tz»_l(ti) (ktére implikuja typ ¢;). Dla
kazdego takiego stanu w € Ti_l(ti) otrzymujemy Pr(w|t;) - aprioryczne prawdobodobienstwa
gracza ¢ w stanie t; ze stan $wiata jest w. Majac te prawdopodobienstwa obliczamy wyplaty
gracza 1.

Przyktad 6.3. W rozpatrywanej grze Walka Plci (przy niepelnej informacji):
N ={1,2}
Q = {razem, osobno}
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A;={B,S}, i=1,2

Funkcje sygnatu: gracza 1: 71(razem) = 71(0sobno) = ti, Ty = {ti} — gracz 1 moze otrzymac
tylko jeden sygnal, jest tylko jednego typu.

gracza 2: To(razem) = | = t3, m(0sobno) = h = t3, T = {I,h} — gracz 2 moze by¢ typu [ lub
typu h.

Prawdopodobienstwa aprioryczne gracza 1:

Pr(razem|t) = Pr(osobno|t}) = 1/2.

Méwimy ze gracz 1 przypisuje kazdemu stanowi $wiata prawdopodobienstwo 1/2 po otrzymaniu
sygnatu t1.
Prawdopodobienstwa aprioryczne gracza 2:

P(razeml|tl) = 1 = P(osobnol|t3), P(osobno|(t}) = P(razem|t3) = 0.

Gracz 2 przypisuje prawdopodobiefistwo 1 stanowi razem po otrzymaniu synatu ¢} i stanowi
0sobno po otrzymaniu sygnatu t3.

Wyplaty: dla a = (a1,a2), a; € {B,S}:

Liczby w;(a,razem) sa elementami macierzy wyplat gdy 2 jest typu [,

Liczby w;(a, 0sobno) sa elementami macierzy wyplat gdy 2 jest typu h.

Definicja 6.4. Réwnowaga Nasha Gry Bayesowskiej GB jest to RN nastepujacej GS:
Gracze: pary (i,t;), gdzie i € N, t; € T;

Zbior akeji gracza (i,t;) jest to zbiér akeji A; gracza i w GS

Wyplaty gracza (i,t;) definiujemy nastepujaco:

Oznaczmy: a;(j,t;) =: a;(w) —akcja typu t; gracza i, i € N.

Wyplata gracza (i,t;) wybierajacego akcje a; jest réwna

ul (a,-) = Z wi(a;, a—i(w)),w)Pr(w|t;).

we

(@i, a—;(w)) jest profilem GS w ktorej gracz i typu t; gra a;, a pozostali graja a;(w), j =
1,..,i—1,i+1,..n, a;(w) jest wprowadzonym wyzej oznaczeniem akcji gracz j typu 7;(w) gdy
stan $wiata jest w.

Zauwazmy ze ufl (ai,-) zalezy od akcji wszystkich typéw wszystkich pozostalych graczy, a nie
zalezy od akcji zadnego z typow gracza 1.

6.3. Przyklady

Przyktad 6.4. W rozwazanym wyzej Przykladzie 6.3 policzymy oczekiwang wyplate (jedyne-
go) typu ti gracza 1 z akcji a1 = B, gdy as(wi) = B, az(ws) = S:

u''(B,-) = u1((B, B),w1)Pr(wi|t}) + ui1((B, S),w2) Pr(wa|t]) =2-1/2+0-1/2 = 1.

Przyktad 6.5 (Battle of the Sexes (with incomplete information)). Niech obaj gracze moga
byé¢ jednego z dwoch typéw: [, h, i ze nie wiedza jakiego typu jest przeciwnik: 1 przypisuje
typowi 2-go prawdopodobienstwo 1/2, 2-i przypisuje 1-mu typ ! z prawdopodobienstwem 2/3,
h z prawdopodobienstwem 1/3. Gracze znaja swoje typy.

Te sytuacje modelujemy jako nastepujaca GB:

Q = {yy,yn, ny,nn}

A;={B,S}, i=1,2

Funkcja sygnatu gracza 1: 71 (yy) = 11(yn) =: y1, m1(ny) = mi(nn) =:ny, T1 = {y1,n1}
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Funkcja sygnaltu gracza 2: mo(yy) = 72(ny) = y2, 72(yn) = m2(nn) =: ne, To = {y2,n2}
Prawdopodobienstwa aprioryczne (beliefs) gracza 1:

Pr(yyly1) = Pr(ynly1) = 1/2 = Pr(ny|n1) = Pr(nn|ny) = 1/2
Prawdopodobienstwa aprioryczne (beliefs) gracza 2:
Pr(yyly2) = Pr(ynin2) = 2/3, Pr(nylyz) = Pr(nn|ng) =1/3

Wyplaty: dla a = (a1,a2), a; € {B,S}: liczby u;(a,w), w € {yy,yn,ny,nn} sa elementami
macierzy My, ...My.

Mli
B S
B[21 00
S |00 1,2

Mg:
B S
B |20 0.2
S|101 1,0

Mg:
B S
B |01 20
S|1,0 02

My:
B S
B |00 2.2
S|{11 0,1

Przyktad 6.6 (Duopol Cournota z asymetryczna informacja).

W Przykladzie 6.1 gra Bayesa ma postac:

N={1,2}, Q={L,H}, A;=%R4, i=1,2.

Funkcje sygnatu: 7 (H) = 71 (L), m(L) # m(H).

Prawdopodobienstwa aprioryczne: jedyny typ gracza 1 przypisuje prwadopodobienstwo p stano-
wi L, 1 — p stanowi H. Kazdy typ gracza 2 przypisuje prawdopodobienistwo 1 kazdemu stanowi
konsystentnemu ze swoim sygnatem Pro(L.,t3) = 1 = Pry(H,t2), natomiast prawdopodobien-
stwo 0 w przeciwnym przypadku.

Funkcje wyptaty: ui(q1,q2) = 1 P(Q) —cq1, u2(q1,q2) = @2P(Q) —crq2, gdzie Q = q1 +¢q2, I €
Q, a P(Q) jest rynkowa cena jednostki towaru ktérego catkowita produkecja wynosi Q.

Cwiczenie 6.1.

W duopolu Cournota z Przyktadu 9.7 dla ¢, ¢y dostatecznie bliskich by istniala RN z dodatnimi
produkcjami znalezé t¢ RN i poréwnaé z RN gier w ktorych 1 zna ¢y, i cy.

Niech P(Q) =a—Q dla Q < a, P(Q) =0 dla Q > «. Niech (q7, (¢*L,q};)) — RN. Wtedy

q; = Bi(qy, qy) = maxg, [pP(q1 + q1) — c)q1 + (1 — p)(P(q1 + qy) — ¢)aq1l,

q;, = Br(q}) = mazq, [(P(q} + qr) — c1)qr]
a; = Bu(q}) = maxg, [(P(qf + qun) — cr)an)-
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Obliczajac pierwsze pochodne otrzymujemy 3 réwnania algebraiczne na (¢, (¢*L, q3;)). Ich roz-
wiazanie:
a—2c+pep + (1 —p)eg
3
q; = (@ —2cp +¢)/3— (1 —p)(eg —c1)/6
gy = (a—2cg +¢)/3+plcg —cp)/6

Przypomnijmy ze dla duopolu Cournota z petna informacja gdy koszt produkcji firmy ¢ wynosi
¢, 1 = 1,2, to zakladajac dodatnio$¢ odpowiednich wielkosci produkcji, w RN wielkosci te
WYNosza

q =

¢ = (@ —2¢; +¢5)/3.

W szczegoblonodci otrzymujemy wiec
gy > (a—2cy +¢)/3, qp < (a—2cr+¢)/3.

Przyktad 6.7 (Nadmiar informacji moze obnizyé¢ wyplate).

I. Rozwazmy wpierw 2-osobowg GB z dwoma stanami: wy, ws, w ktérej zaden z graczy nie zna
stanu $wiata i kazdy przypisuje prawdopodobientwo 1/2 kazdemu z 2 stanéw. Macierze wyptlat
odpowiadajace obu stanom majg postaé¢: Mi:

L M R
T|12a 1,0 1.3a
B| 22 00 03

L M R
T|1,2a 1,3a 1,0
B| 22 03 00

gdzie a € (0,1/2).

Najlepsza odpowiedz gracza 2 na kazda akcje 1-go to L:

jesli 1 wybierze T, to L da 2a, M i R dadza po 3a/2 kazda.

jesli 1 wybierze B, to L da 2, M i R dadza po 3/2 kazda.

Co wiecej, najlepsza odpowiedz 1 na L to B. Poniewaz jest to jedyna najlepsza odpowiedz, wiec
para (par) (B, B), (L, L)) jest jedyna RN (takze w strategiach mieszanych). W Rn kazdy gracz
otrzymuje 2.

II. Rozwazmy teraz nastepujaca modyfikacje tej gry. Gracz 2 zna stan $wiata: 7o (w1) # T2(wo.
Mamy sytuacje taka jak w pierwszej wersji gry Wojna Plci z niepelna informacja. Gracz 2 ma
wiec wiecej informacji. Zakladamy ze gracz 1 jest o tym poinformowany.

W tej grze (T, (R, M)) jest jedyna RN: kazdy typ gracza 2 ma strategie Scisle dominujaca, wprzy
ktorej jedyna najlepsza odpowiedzia gracza 1 jest T. W tej RN gracz 2 otrzymuje 3a w kazdym
ze standéw, a wiec wyplate nizszg niz w przypadku I!
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7.1. Wprowadzenie

Poczatki teorii gier ewolucyjnych (TGE) siegaja lat 60ych XX wieku. Pierwotnie TGE rozwijata
sie w oparciu o idee i przyktady wziete z biologii. Zasadniczym jej elementem bylo spostrzezenie
ze biologiczne przystosowanie (fitness) gatunkéw zalezy od interakeji ktére mozna opisaé jezy-
kiem teorii gier. Gracze (osobniki, geny) nie zmieniali swych strategii (np. cech w jakie geny
wyposazaja organizm, przykladowo gresywna, pokojowa), nie musieli wiedziec ze graja w gre, a
zmiana udzialu strategii w populacji brala sie z réznego tempa reprodukcji graczy uzywajacych
poszczegoblonych strategii. W tym kontekscie TGE jest zwiazana z darwinowska teoria ewolucji,
ktérej jednym z podstawowych postulatéw jest zalozenie ze udzial procentowy osobnikéw o
lepszym przystosowaniu roénie w populacji.

J. Maynard Smith jako pierwszy w latach 60ych zaproponowal wyjasnianie zachowan zwierzat
za pomocy teorii gier. O ile w interakcjach miedzyludzkich gracze, agenci, to ludzie, zespoty,
instytucje, majacy swiadomosc uczestniczenia w grze, o tyle w przypadku swiata zwierzecego,
ogolniej w biologii, opisywane obiekty nie maja $wiadomosci uczestnictwa w interakcjach ktére
nazywamy teoriogrowymi, nie majg sSwiadomosci podejmowania decyzji, i idea opisu takich
interakcji za pomocg formalizmu teorii gier miata w owym czasie charakter rewolucyjny. Jedna
z inspiracji lezacych u zrédet TGE byly obserwacje konfliktéw w $wiecie zwierzecym, np. walk
rytualnych, walk o terytorium, o samice, czy o przewodnictwo w stadzie.

W naukach biologicznych powstaly odrebne dzialy wykozystujace formalizm teorii gier, takie
jak biologia ewolucyjna, ekologia ewolucyjna, patrz np. [3]. Rozwijaja sie zastosowania TGE
w ekonomii, patrz np. [15, 33, 25], w psychologii i w naukach spotecznych. W ekonomii gracze
to podmioty gospodarcze, wyplaty to zyski, a strategie to np. sposoby dzialania na rynku.
W naukach spolecznych stosuje si¢ TGE w szczegolnosci do opisu, powstawania i utrzymywa-
nia sie postaw kooperacyjnych i altruistycznych w spoteczenistwach (ludzi, zwierzat), do opisu
powstawania i ewolucji norm spotecznych.

O ile w biologii czestosci strategii zaleza od temp reprodukcji, a mutacje maja podloze gene-
tyczne, to w naukach spotecznych i w ekonomii zaleza od mozliwosci imitacji jednych graczy
przez drugich, oraz od mozliwosci indywidualnego i grupowego uczenia sie (learning), a muta-
cje to np. eksperymenty, innowacje, przypadkowe bledy czy zachowania idiosynkratyczne. W
ekonomii, naukach behawioralnych, stosujemy réwnania dynamiki imitacji, dynamiki najlepszej
odpowiedzi, dynamiki wielokrotnego testowania i inne. Bedzie to tematem wyktadu XV.
Podstawowym pojeciem klasycznej TG jest réwnowaga Nasha. TG w zasadzie nie precyzuje
czy, 1 ktora (gdy jest wiecej niz jedna) RN jest grana, osiagana, i jezeli gracze graja RN,
to jak do niej doszli. Teoria Gier Ewolucyjnych (TGE) préobuje odpowiedzie¢ na te pytania.
Podejscie ewolucyjne polega na opisie jak zachodza zmiany sktadu takich uktadéw, jakie sa
stany asymptotyczne proceséw ewolucyjnych, jaka jest ich stabilnosé itp.

Wstep do Teorii Gier (©) T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Réwnania rozpadu promieniotwoérczego i reprodukcji
Niech N(t) oznacza liczbe obiektéw pewnego typu w ukladzie w chwili ¢. Dla
malych przyrostéw czasu § postulujemy réwnanie reprodukcji:

N({t+9d)=N(t)+adN(t), N(0)= Ny.
Dla 6 — 0 otrzymujemy réwnanie ewolucji
N'(t) = aN(t) ==> N(t) = Ny exp(at)
a > 0 - stala wzrostu, tempo wzrostu, wyraza sie wiec wzorem
a= N'(t)/N(t)

W fizyce czastek elementarnych rozwaza sie analogiczne rownanie rozpadu pro-
mieniotworczego. Niech N(t) oznacza mase czastek elementarnych ktére nie
ulegly rozpadowi do czasu t. Zalézmy ze dla bardzo malych czaséow §

N(t+6) = N(t) — AM6N(t), N(0) = N,

gdzie A > 0 - stala rozpadu promieniotwoérczego. Dla 6 — 0 otrzymujemy
rozniczkowe réwnanie rozpadu promieniotwérczego

N'(t) = =AN(t) ==> N(t) = Ny exp(—At)

7.2. Scenariusz ewolucyjny. Gra Jastrzab-Golab

Podstawowy scenariusz ewolucyjny:

Podstawowy scenariusz ewolucyjny jest to eksperyment myslowy, wywdd teoretyczny:

1. rozpatrujemy duza populacja jednakowych graczy

2. kazdy posiada jedna, niezmienng strategie

3. zakladamy laczenie losowe w pary, w parach jest jednorazowo rozgrywana 2-osobowa gra
symetryczna

4. kazdy gracz rodzi potomstwo (reprodukcja aseksualna), wyplata z gry jest to liczebnosé
potomstwa.

5. potomstwo dziedziczy strategie rodzica.

6. wracamy do p. 1.

Uwaga 7.1. Bardziej skomplikowane scenariusze ewolucyjne uwzgledniaja np. gry wieloosobowe,
zmiany strategii przez graczy, bledy w wyborze optymalnych strategii, wprowadzaja nielosowe
oddzialywania (selekcja grupowa, dobér krewniaczy, sygnalny itp.)

Gra ewolucyjna jest to gra strategiczna rozgrywana w populacji osobnikéw zgodnie
z scenariuszem ewolucyjnym.

Przyktad 7.1. Rozwazmy duza populacje sktadajaca sie z osobnikéw 2 typéw: A i B. Zatézmy
dla uproszczenia ze osobniki nie wymieraja, liczba osobnikéw kazdego typu rosnie w wyniku
pewnego procesu, ktére nazwiemy reprodukcja, procesem urodzin. Niech bedzie w danej chwili
t N4 > 0 osobnikéw A i Ng osobnikéw B, N := N4 + Np.

Zakladamy ze liczba nowych osobnikéw typu A ktéra powstaje w czasie pomiedzy t a t +
At, At << 1 jest wprost proporcjonalna do N4 (t) oraz do At. Wspélezynnik proporcjonalnosci
oznaczamy a i nazywamy tempem urodzin (birth rate) osobnikéw typu A. Tempo urodzin a
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osobnikéw typu A jest wiec liczbg nowych osobnikéw typu A powstajacych w jednostce czasu
At przypadajacych na jednego ”starego” A, analogicznie b - liczba nowych osobnikéw typu B
na jednego "starego” B w At. Formalnie N4 (t + At) — Na(t) = aNa(t)At, a zatem w granicy

a=4
Na

Wzér ten mozemy przyjaé za definicje tempa urodzin dla odpowiednio gladkich funkcji (w
duzych populacjach zamiast liczby osobnikéw danego typu rozwazamy ich mase). Niech f4(t) :=
Na/N oznacza ulamek (czesto$é, proporcje, udzial) osobnikéw A w populacji w chwili ¢. W
czasie At powstaje aN4At osobnikow typu A i bNgAt osobnikéw typu B. Po uplywie At w
populacji bedzie wiec Ny + aN4At osobnikéw A oraz Np + bNpAt osobnikéw B. Czestoséé
osobnikéw A bedzie rowna:

Nao+aNygAt
t+ At) =
Falt + A0 = = N At 1 DN AL

Jak tatwo obliczy¢,
fa(t+ At) > fa(t) < a>b.

Otrzymalismy intuicyjnie oczywisty

Whiosek 7.1. Czestos$é graczy A rosnie gdy tempo urodzin osobnikéw A jest wicksze od tempa
urodzin B.

Podstawowa role w prezentacji podstaw ewolucyjnej teorii gier bedzie miala gra Jastrzab—Gotab.

Gra Jastrzab—Golab. n=2 identyczne osobniki wchodza w konflikt o pewne
dobro, np. terytorium, o wartosci v > 0. Niech ¢ > v bedzie kosztem walki.
Kazdy gracz ma do wyboru 2 strategie czyste (akcje): strategia Jastrzebia (J)
i strategia Golebia (G). Macierz wyplat:

1«
J | =% 0
G 0,v 55
Gra ma 2 7czyste” RN: (J,G), (G, J) i mieszang RN ((v/¢,1 —v/c), (v/c,1 —
v/c)).

Rozwazamy scenariusz ewolucyjny z gra Jastrzab—Gotab. Mamy duza populacje sktadajaca sie
z osobnikéw A=J, i B=G, o czestosciach odpowiednio p i 1-p, ktérych losowo taczymy w pary
w kazdej jednostce czasu. Kazda para rozgrywa jedng gre Jastrzab-Gotab. Chcemy opisaé jak
bedzie ewoluowal sklad procentowy Jastrzebi i Golebi w populacji. Niech p = p(t) oznacza
czestodé¢ Jastrzebi w chwili ¢.

Srednie wyplata osobnikéw grajacych J i G w chwili ¢ wynosza odpowiednio

Wy=pv—0c)/2+ 1 -pv, Wg=p-0+(1-pv/2.

Zalozenie ze scenariusza ewolucyjnego, ze wynikiem gry sa wyplaty w grze sa mierzone liczebno-
Scig potomstwa, (dziedziczacego strategie rodzica) odpowiada paradygmatowi teorii Darwina:
przystosowanie (fitness) jest mierzone liczebno$cig potomstwa. Teoriogrowym odpowiednikiem
przystosowania jest wyplata. Zalozenie to formalnie formutujemy jako postulat:

Tempa urodzin a, b sa liniowymi funkcjami Srednich wyptat osobnikow J, G:

a=Wo+ Wy, b=Wy+ Wg,
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gdzie Wy jest stalym, niezaleznym od interakcji tempem urodzin (baseline fitness), ktéry do-
dajemy by uniknaé ujemnych temp urodzin. Zauwazmy ze w przeciwienstwie np. do rozpadu
promieniotwoérczego, tempa urodzin sa (przez zalezno$¢ od skladu populacji) zalezne od czasu.
Otrzymujemy .
2
W szczegdlnodei, jezeli p — czestoéé J w danej chwili jest nizsza od p* (i r6zna od zera), to czestosé
J rosnie w procesie ewolucyjnym. Analogicznie, jezeli p > p*, p # 1, to czestosé J maleje. dla
p = p* nie zmienia si¢. Oznacza to ze sktad procentowy populacji dazy do p* = ¢ niezaleznie
od skladu poczatkowego [o ile p(0) € (0,1), wpp. populacja sklada sie caly czas tylko z graczy
G lub tylko z graczy J]. Warto$¢ p* mozna wiec nazwaé stanem réwnowagi. Populacja J-G o
réwnowagowym skladzie p* = v/c nie zmienia sktadu w scenariuszu ewolucyjnym. Odchylka
procentowego udzialu kazdego typu od skladu réwnowagowego uruchamia ewolucje do sktadu
réwnowagowego.

Powyzszy model ewolucyjny przestawimy w jezyku rownan rézniczkowych. Niech N(t) - li-
czebno$é ukladu w t, p = p(t)—czestosé strategii J, a = a(t),b = b(t) - tempa urodzin od-
powiednio graczy J, G. W czasie At << 1 urodzi sie w przyblizeniu aAtp(t)N(t) Jastrzebi,
bAt(1 — p(t))N(t) Golebi. Tempo zmiany p:

£, Y

a—b=W;-Wg=_-(p"—p), p =

pt+AY) —pt) _  cp(l—p)(p* —p) (7.1)
At 2[1 4 apAt + b(1 — p)At]’ '

gdzie p* := v/c. Dla At — 0 otrzymujemy réwnanie rézniczkowe ewolucji czestosci Jastrzebi

dp(t) ¢
= —p(1 = * ). 7.2
4 = P =p)" —p) (7.2)
Punkty p = p*, p =01 p = 1 sa punktami stalymi (punktami réwnowagowymi) powyzszej dy-
namiki w omawianym scenariuszu ewolucyjnym. Pierwszy z nich jest atraktorem, dwa pozostate
to repellery.

Uwaga 7.2. Do liczenia $rednich wyplat sa réwnowazne scenariusze:

1. Duza populacja graczy: x: czestos¢ grajacych J, 1 — z: czestos¢ G, kazdy gra stale swoja
strategia

2. Duza populacja graczy, kazdy gra z prawdopodobienstwem x strategie J, a z prawdopodo-
bienstwem 1 — x strategie G.

3. Duza populacja graczy, osobniki graja rézne strategie mieszane, ale érednio w kazdej chwili
czasu w x wszystkich gier jest grana strategia J, w 1 — x gier—strategia G.

7.3. Dynamika replikatorowa

Model dynamiki replikatorowej jest podstawowym i najbardziej znanym rézniczkowym modelem
TGE.

Rozwazamy scenariusz ewolucyjny: GS: < {1,2}, A;,u; >, ¢ = 1,..n, n - liczba strategii
czystych,

N;(t) - liczba (masa) graczy grajacych strategia ¢ (masa podpopulacji i),

N(t) = >"11 Ni(t) - liczebnos¢ populacji (masa catej populacji),

x; = x;(t) = N;/N—czestosé graczy grajacych i, czestosé strategii 4,

r = (21,29,...2,) = Sop_; ¥z € A, - stan populacji w chwili ¢, e¥ - k-ty wersor w R?, A -
sympleks jednostkowy. Gracze sa nierozréznialni, wiec wersor ma tylko jeden indeks (ogdlnie
mieli$my ef - k-ty wersor gracza i-tego).
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u(e!, z)-wyplata strategii i gdy populacja jest w w stanie . Jest to z definicji wartoéé oczekiwana
zmiennej losowej—wyplaty gracza grajacego strategia i z losowym partnerem z populacji w stanie
x (i.e. z jest rozkladem tej zmiennej losowej); . jest prawdopodobienistwem wylosowania gracza
grajacego strategia k, k = 1,..n). Rownowaznie mozna powiedzieé¢ ze jest to wyplata gracza
grajacego ¢ z losowo wybranym partnerem grajacym strategia mieszang x.

u(z,z) = Y0, vu(el, x) - $rednia wyptata w populacji ($rednia wyplata losowego gracza).
Uwaga 7.3. W ogélniejszym przypadku gier k-osobowych u(e?, z) jest wartoscia oczekiwana
zmiennej losowej—wyplaty gracza grajacego strategia ¢ z kK — 1 losowo wybranymi partnerami z
populacji w stanie x.

K. Darwin: udzial procentowy osobnikéw (czyli strategii) o lepszej adaptacji
pLa—

ro$nie w wyniku doboru naturalnego ("lepsza adaptacja” = wyzsze tempo
urodzin = wyzsza $rednia wyplata).

W rozwazanym scenariuszu ewolucyjnym postulat ten formalizujemy w nastepujacy sposob:
Tempo wzrostu liczby osobnikéw grajacych strategie ¢ w populacji w stanie x jest proporcjonalne
(u nas—dla uproszczenia—réwne) do wyplaty strategii 7 gdy populacja jest w stanie .

Obliczamy ‘ . ' ‘
Ni; = u(el, ) N; — x; Zu(ej,x)Nj =

J
= u(e’, x)N; — x; Zu(ej,x)ach = u(e’, x)x;N — z;Nu(z, z).
J

Dzielac przez N otrzymujemy

Réwnania Dynamiki Replikatorowej (RDR)

&i(t) = zifu(e’, x) —u(z,z)], i=1,..n.

Slownie: tempo zmiany #;/x; udzialu (czestosci) i-tej strategii w populacji jest
roznica miedzy wyplata strategii ¢ a Srednig wyplata w stanie populacji x.
Czestosci strategii o wyplatach powyzej (ponizej) sredniej rosna (maleja).

Przypomnijmy ze w podstawowym scenariuszu ewolucyjnym gracze graja w symetryczng gre
dwuosobows o macierzy wyptat A. Mamy wiec

u(e', z) = (Az);, u(z,z) = 2::131(1433)z = rAx, (7.3)
RDR przyjmuja postaé
z;(t) = ;[ (Ax); — xAz], i=1,2,..n,

gdzie A jest macierza wyplat rozwazanej symetrycznej GS.

Uwaga 7.4.
— Udzial strategii o wyzszej wyplacie rosnie, patrz Cwiczenie 7.1.
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— Sympleks jednostkowy A jest inwariantny wzgledem RDR, patrz Cwiczenie 7.2.

— Jezeli do tempa wzrostu u(e’, z) dodamy jednakowa dla wszystkich strategii stala, ktora
interpretujemy jako réznice miedzy stalym tempem urodzin i §mierci, to RDR nie ulegna
zmianie, patrz Cwiczenie 7.3.

— Strategia nieobecna pozostaje nieobecna: x;(t) = 0 = @;(t) = 0.

— Dla n strategii otrzymujemy n — 1 niezaleznych réwnan rézniczkowych z prawymi stronami
bedacymi wielomianami ktérych stopien zalezy od rzedu gry. Dla gier wieloosobowych stosu-
jemy zamiast (7.3) definicje wyplaty jako wartosci oczekiwanej. Wyplata danej strategii jest
wielomianem wyzszego stopnia. Dla gier k-osobowych jest to w ogdlnoéci wielomian stopnia
k+1.

— RDR otrzymuje sie tez w modelach w ktorych zmiana strategii nastepuje w wyniku imi-
tacji strategii o lepszym przystosowaniu, patrz np. [11, 39] i literatura cytowana w tych
monografiach.

Przyktad 7.2. Gra ewolucyjna z dwiema strategiami: x = (x1,22),2z2 = 1 — x;. Dla gry
wieloosobowej z dwiema strategiami mamy

i1(t) = 2:(1 — z)[u(eh, z) — u(e?, ).

W szczegdlnym przypadku gry dwuosobowej z macierza wyplat A otrzymujemy

a1 (t) = 21[(Ax)) — 2 Az] = 21[(A2)1 — (21, 22)((A2)1, (A2)2)]

= z1[(Az)1 — 21(Az)1 — 22(Az)2) = 21(1 — 21)[(Az)1 — (Ax)2].
Dla HD: A =[(v—1¢)/2,v,0,v/2], (Ax); =z1(v—2c)/2+v(1—21), (Az)2 = (1 —z1)v/2,

21(t) = cx1(1 — 1) (v/c — x1)/2
Dla PD: A=3,1,4,2], (Az); =3z1+1(1 —21), (Az)s =421 +2(1 — 1),
E1(t) = 2z1(1 —21)(0- 2 —1).

RDR maja ciekawe wlasnosci matematyczne. Udowodnimy interesujace twierdzenie taczace

"statyczne” pojecie réwnowagi Nasha z ”dynamicznym” pojeciem punktu krytycznego (punktu
statego) RDR.

Definicja 7.1. W grach symetrycznych 2-osobowych profil & gracza jest strategia Nasha jezeli
(z,2) jest RN.

Twierdzenie 7.1 (Strategia Nasha—punktem stalym RDR). JeZeli & = (21, &2, ..., p)
jest strategig Nasha w dwuosobowej symetrycznej GS o n X n macierzy wyptat A, to &
jest punktem statym RDR

z; = zi[(Az); — zAzx], i=1,..n.

Dowdd. Niech & = (&1, 22, ..., Zn) bedzie strategia Nasha. Dla #; = 0 mamy “z; = 0. Dla &; #0
z Twierdzenia 3.1 (o wyplatach strategii czystych w RN) wynika istnienie stalej ¢ takiej ze

Vi: 2 0 wu(e',2) =c.
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Zauwazmy ze u(e’, ) = (AZ);, a zatem

m
iAﬁ::in(Aa?)i: Z Ti-c=c Z ri=c-1=c,
i=1

B2 70 1:x;7#0
a zatem &; = z;(c —c¢) = 0. O

Oto kilka innych interesujacych zaleznosci miedzy powyzszymi pojeciami. Sciste sformutowania
i dowody tych i innych ciekawych faktow wiazacych strategie Nasha i punkty krytyczne RDR
mozna znalez¢ np. w monografiach [11, 39].

Twierdzenie 7.2. Dla gier symetrycznych

Stabilne w sensie Liapunowa (neutralnie stabilne) punkty krytyczne RDR sq stra-
tegiami Nasha.

Strategie Nasha bedgce ESS (patrz kolejny podrozdzial) sq lokalnie asymptotycznie
stabilnymi punktami krytycznymi RDR.

Udzial strategii $cisle zdominowanej maleje do zera w dynamice replikatorowey.

7.4. Strategia ewolucyjnie stabilna

John Maynard Smith w latach 1970-ych wprowadzil pojecie strategii ewolucyjnie stabilnej
(ESS), uzupehiajac warunek rownowagi Nasha o dodatkowy warunek stabilnosci. ESS odgrywa
w TGE poréwnywalng role do Réwnowagi Nasha w klasycznej TG. Nieformalnie ESS jest to
taki profil populacji, ktéry jest odporny na inwazje (dostatecznie) malej grupy mutantéw o
odmiennym fenotypie. Fenotyp to np. cecha budowy ciala (wielkosé osobnika, kolor skory),
agresja, altruizm, sygnal wysylany innym zwierzeciom itp. Fenotypy sa dziedziczone.

Uwaga 7.5. Do istotnych osiagnie¢ ESS nalezy wytlumaczenie dlaczego na ogoét rodzi si¢ mniej
wiecej tyle samo samcéw co samic. Okazuje sie ze strategia rodzenia samcéw i samic z jedna-
kowym prawdopodobienstwem jest—w odpowiednim formaliZmie teoriogrowym—jedyna strategia
ewolucyjnie stabilna.

Definicja (wazna) 7.2 (Maynard Smith, Price, 1973). W symetrycznej 2-osobowej grze
ewolucyjnej strategia & jest ewolucyjnie stabilna (ESS-Fvolutionarily Stable Strategy) jezeli
Vo # 6 Jep > 0 takiego ze dla € € (0, €] zachodzi

GA[(1 —€)d + eo] > g A[(1 — €)d + ea].

€9 nazywamy bariera inwazyjna.

Uwaga 7.6. 01Ace = uq(o1,02).

Twierdzenie 7.3 (Maynard Smith, 1982). Strategia 6 jest ESS w populacji graczy
tgczonych losowo w pary rozgrywajgce symetryczng gre 2-osobowqg <

(1) Yo eX, 6Ac > 0Ad;

(ii) Yo eX:0#06, 6A6 =0A6 = 6Ac > gAo.
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(i) to warunek RN, (ii)-warunek ”stabilnosci”. Gdyby (ii) nie bylo spelnione, strategia ¢ mo-
gltaby ”opanowaé” populacje & w wyniku neutralnego dryfu.

Tak wiec strategia & jest ewolucyjnie stabilna jezeli 1. 6 jest najlepsza odpowiedzia na siebie
[a zatem profil (6,5) jest RN]. 2. jezeli inna strategia o jest najlepsza odpowiedzia na & to
u(é,0) > u(o,0), czyli granie & przeciwko o daje wyzsza wyplate niz o przeciwko o. Jezeli
sladowe ilosci mutantéw graja o w populacji grajacej &, to ich udzial w populacji maleje do
zera.

Dowdd. Przepiszmy definicje ESS w postaci

(1—-€)(6A6 —0AG) +€(6Aoc — cAo) > 0. (7.4)
<=
Jesli 6A6 > 0 Ad, to 7.4 zachodzi dla e dostatecznie malych.
Jesli 6 A6 = 0 Ad, to 7.4 wynika z (ii).
=
Ad abs. Niech 6 nie spenia (i), i.e. Jo: 646 < 0 Ad. Wtedy

Vee (0,1) (1—¢€)(6A6 —0Ad) <.
Dla dostatecznie malego e wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci (7.4) jest wiec ujemne, sprzecz-
nos¢.
Niech & nie spelnia (ii). Wtedy Jo # 6 :
6A6 =0A6 1 6Ac < 0Ao.
Wtedy lewa strona (7.4) jest mniejsza lub réwna zero, sprzecznosé. O
Natychmiastowa konsekwencja tego twierdzenia jest
Whniosek 7.2. Jezeli 6 jest ESS to profil (6,6) jest (symetryczng) RN.
Whiosek 7.3. Jezeli profil (6,5) jest $cislg RN, to & jest ESS.
Przyktad 7.3. Pokazemy ze p := (v/c,1 —v/c) jest ESS w grze HD z macierza wyplat A:
| J G

v—C v—C
T 5e e

G 0,v

)

)

e S
e O

Dla uproszczenia przyjmiemy v = 2,¢ = 4, a zatem p = (1/2,1/2). Niech p = (z,1 — z) #
p—dowolna inna strategia. Obliczamy

PAp = pAp,

a zatem warunek rownowagi (i) jest spelniony. Warunek stabilnosci sprowadza sie do wykazania
ze pAp > pAp. Obliczamy:

1 1
pAp — pAp = (ﬁ—p)Asz(a:z—x—i-Z) >0dlax# 3
Uwaga 7.7. Powyzszy rezultat wynika tez z twierdzenia, ktére podajemy bez dowodu.
Twierdzenie 7.4. Strategia ¢ jest ESS < dla wszystkich o # 6 z pewnego jej otocze-

nia zachodzi nieréwnosé
0dAo > cAo.
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Dla gry HD (7.4) i strategii 6 = (v/c¢,1 — v/c) obliczamy Ao — 0 Ao = 5-(v — cz)? > 0 dla
Jedna z wad pojecia ESS jest fakt ze nie dla wszystkich klas gier waznych w teorii i w zastoso-
waniach ESS istnieje.

Przyklad 7.4. W grze Kamien-Papier-Nozyczki, z macierza wyplat

| K P N
K[00 -11 1-1
Pl1-1 00 -1,
N|-11 1-1 00

jedyna RN jest strategia mieszana o* = (1/3,1/3,1/3). Jest to wiec jedyny kandydat na ESS.
Niech ¢ = (1,0, 0) bedzie czysta strategia (Kamien). Mamy

0" Ac* = 0Ac*(=0).
0*Aoc =0Ac =0,

Warunki te sa sprzeczne z czeécia (i1) Twierdzenia 7.3, a zatem o™ nie jest ESS, a poniewaz o*
byta jedynym kandydatem, wiec ESS nie istnieje.

4z

dt x; >0

Cwiczenie 7.1. Pokaz ze jezeli u(e?, z) > u(e’, ), to

Cwiczenie 7.2. Pokaz inwariantnosé sympleksu jednostkowsego wzgledem RDR. Wsk.: wysu-
muj RDR po wszystkich strategiach i skorzystaj z jednoznacznosci rozwigzania odpowiedniego
zagadnienia Cauchy’ego.

Cwiczenie 7.3. Niech tempo urodzin graczy o strategii ¢ wynosi B+u(el, z), gdzie 3 jest stata.
Pokaz ze RDR nie ulegaja zmianie.

Cwiczenie 7.4. RDR dla SD:
A= [3,2,4, 1] (AZL‘)l = 33}1 —+ 2(1 — J}l), (A$)2 = 433‘1 + 1(1 — 1‘1),

.i'l(t) = xl(l — .212‘1)(1 — 2;121).

Cwiczenie 7.5. Rozwazmy gre

| A B
Al22 00
B |00 00

w scenariuszu ewolucyjnym. Pokazaé ze z dwéch strategii Nasha A jest ESS, B nie.

Cwiczenie 7.6. Oméwié¢ Twierdzenie 7.1 dla stabego Dylematu Wieznia (napisa¢ RDR, stra-
tegie Nasha itp.).



8. Rownowagi skorelowane

8.1. Wprowadzenie

Roéwnowaga skorelowana (RS), wprowadzona przez R. Aumanna w 1974 r. jest uogdlnieniem
RN dla gier w ktérych wystepuja korelacje w odbiorze sygnaléw (o stanie Swiata) przez graczy.
Pojecie to wymaga wprowadzenia zewnetrznego informatora (”koordynatora”, ”choreografa”),
przysytajacego sygnaly wplywajace na decyzje graczy o wyborze strategii. Model ktory pozwoli
na zdefiniowanie RS dopuszcza aby gracze podejmowali swoje decyzje stosujac pewien stocha-
styczny mechanizm koordynacji wyboru akcji. W szczegdélnosci jezeli taki mechanizm bedzie
asymetryczny, czyli bedzie dawal inne sygnaly réoznym graczom, to uzyskiwane przez graczy
wyplaty moga by¢ wyzsze niz osiggalne w jakiejkolwiek istniejacej w danej grze RN.

8.2. Przyktlady

Przyktad 8.1.
Rozwazmy dwuosobowa GS o macierzy wyptat

| L R
U |51 00
D |44 15
Gra ma 3 RN: (U, L), (D, R),((1/2,1/2),(1/2,1/2). Wyptata kazdego gracza z mieszanej RN

Wynosi 2%.

Zalézmy ze gracze obserwuja jednoczesnie ciag realizacji zmiennej losowej: rzut monetg syme-
tryczna, i ze graja po kazdej realizacji w nastepujacy sposob:

Gracz 1: U jesli wypadnie orzel, D jesli reszka.

Gracz 2: L jesli wypadnie orzel, R jesli reszka.

Wtedy kazdy ma srednia wyplate 3.

Uwaga 8.1. Rozwazmy wypuklyg kombinacje liniows wyptat w czysrych RN:
A5, 1)+ (1 —=X)(1,5) = (4A+ 1,5 —4X) (8.1)

Wartosé A mozemy interpretowac jako stopien symetrii monety—prawdopodobienstwa ze wypad-
nie orzet. Dla odpowiednio niesymetrycznej monety gracze moga mie¢ kazda wyplate z wypuklej
kombinacji liniowej czystych RN.

Okazuje sie ze majac do dyspozycji pewne ”urzadzenie” generujace okreslone sygnaly (”urzadze-
nie korelujace”) i réznicujac w odpowiedni sposéb informacje otrzymywana z tego urzadzenia
obaj gracze moga otrzymacé¢ wyzsze wyplaty niz 3. Niech urzadzenie generuje z jednakowym
prawdopodobienstwem 3 sygnaly: A, B, C. Zalézmy ze jesli zaszto A to gracz 1 wie ze zaszto A,
jesli B lub C to przypisuje kazdemu z nich prawdopodobiefistwo 1/2. Zatézmy ze jesli zaszto C
to 2 wie ze zaszlo C, a jesli A lub B to przypisuje kazdemu z nich prawdopodobiefstwo 1/2.
Niech 1 gra U gdy zaszto A, D gdy B lub C. Niech 2 gra R gdy zaszto C, L. gdy A lub B.
Jezeli zaszlo A to 1 wie ze 2 wie ze zaszto A lub B, wiec wie ze 2 zagra L. U jest najlepsza
odpowiedzig gracza 1.

Wstep do Teorii Gier (© T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Jesli zaszlo B lub C to 1 wie tylko zZe zaszlo jedno z nich z prawdopodobienstwem 1/2, czyli wie
ze 2 zagra L z prawdopodobienstwem 1/2 i R z prawdopodobienstwem 1/2. Poniewaz wyplata
1 jest wtedy réwna 2.5 zaréwno z D jak i z U, wiec jest tez najlepsza odpowiedzia.

Dla gracza 2 rozumowanie jest analogiczne.

SkonstruowaliSmy nowa gre, w ktérej strategie to ciagi trzyelementowe o wyrazach: U, D dla
gracza 1, R, L dla gracza 2. Para strategii: 1 gra U gdy zaszlo A, D gdy B lub C. Niech 2 gra
R gdy zaszto C, L gdy A lub B jest rownowaga Nasha.

Méwimy ze w tej rownowadze akcje graczy sg skorelowane. Poniewaz A, B, C zachodzg z praw-
dopodobienstwem 1/3 kazde, wiec w tej réwnowadze pary akcji (U,L), (D,L) i (D,R) sa grane z
prawdopodobienstwem 1/3 kazda, a para (U,R) nigdy. W tej nowej réwnowadze srednia wyplata
kazdego gracza jest réwna 3 1/3, gdyz:

1 10
i1 = 5 (U, L) +ur(D, L) + (D, R)) =
10

iy = %(UQ(U, L) +ua(D, 1) + wa(D, R) =

Uwaga 8.2. Para s* = (sf,s5) = ((D,D,D),(L,L,L)) nie jest réwnowaga Nasha. Mamy
ui(s*) = 1/3(4+ 4+ 4) = 4, ale gdy 1 zmieni strategi¢ na s; = (U,U,U), to ui((s1,s3)) =
1/3(5+5+5) = 5.

Uwaga 8.3. Analogicznie jak w poprzednim przykladzie, zmieniajac rozklad prawdopodobien-
stwa zdarzen: p(A) = a,p(B) = B,p(C) = 1 — a — [ mozemy uzyskaé¢ dowolna wyplate z
wypuklej kombinacji «(5,1) 4+ 8(1,5) + (1 — oo — 8)(4, 4).

Przyklad 8.2 (”Niekiedy jest lepiej wiedzie¢ mniej”). Podamy przykltad w ktérym jeden z
graczy (trzeci) ograniczy swoja informacje, a pozostali gracze bedac o tym poinformowani be-
da zmuszeni do zagrania w pozadany przez trzeciego gracza sposdb, podwyzszajac wyplate
wzystkich graczy w stosunku do wyptaty z RN.

Rozwazmy gre trzyosobowa, w ktorej gracz 1 gra wierszami, 2 kolumnami a 3 macierzami.
Macierze wyptat graczy 1,2,3 maja postaé¢ odpowiednio:

L R
U 0,13 0,00
D|1,1,1 1,00

L R
U222 00,0
D|220 222

L R
U|0,1,0 0,00
D| 1,10 1,072

Jedyna RN jest (D, L, A), w ktorej kazdy gracz otrzymuje wyplate 1. Niech urzadzeniem kore-
lujacym bedzie symetryczna moneta z wunikami O, R. Niech 1 i 2 znaja wynik rzutu, a 3 nie.
Otrzymujemy nowa gre w ktérej strategie graczy to odpowiednie pary akcji: np. dla gracza 1 sa
4 strategie: pary (U,U), (U,D), (D,U), (D,D); dla gracza 3 strategie to pary macierzy. Pierwszy
element pary to macierz ktéra gra 3 gdy wypadnie O, drugi—gdy R. Gracz 3 ma 8 strategii.

Stwierdzenie 8.1. RN to trdjka strategii (s1, s2,S3):

s1: graj U jesli O, D jesli R

s9: graj L jesli O, R jesli R.

sg: graj drugg macierzq jesli O, drugg macierzq jesli R (czli graj zawsze drugg macierzq).
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Dowdd. Pokazemy ze strategia kazdego gracza to najlepsza odpowiedz.

Gracz 1:

jesli O to 1 wie ze 2 wie ze O i ze 2 gra L, 3 gra druga macierza, a wiec U daje najwyzsza
wyplate.

jesli R to 1 wie ze 2 wie ze R i ze 2 gra R, 3 gra druga macierza, a wiec D daje najwyzsza
wyplate.

Tak wiec strategia s; jest najlepsza odpowiedzig.

Gracz 2: analogicznie. Najwyzsze wyplaty daja odpowiednio L przy O i R przy R.

Gracz 3:

wie ze para graczy (1,2) gra (U,L) z prawdopodobienstwem 1/2, (D,R) z prawdopodobienstwem
1/2. Najwyzsza wyplate, réwna 2, daje mu gra druga macierza (gracze 1 i 2 otrzymuja tez po
2). O

Uwaga 8.4. Wazne jest ze 1 1 2 wiedza ze 3 ma ograniczong informacje, tzn. ze wiedza ze 3 nie
wie czy wypadl O czy R. Gdyby 3 wiedzial, czyli miat taks sama informacje jak 11 2, to gratby
nastepujaca strategia S3: graj pierwsza macierza jesli O, trzecia jesli R. Wtedy (s, s2, §3) nie
bytaby RN, gracze wrociliby wtedy do RN (s1, s, s3) z wyplatami po 1 dla kazdego.

8.3. Definicja réwnowagi skorelowanej

Rozwazmy GS : (N, (A;)ien, (ui)ien). Zdefiniujemy "rozszerzona’ gre, strategie i RN dla gry
rozszerzonej. Wpierw zdefiniujemy

Definicja 8.1. Urzadzenie korelujace jest to trojka (2, {H;},i € N,p), gdzie:

Q-skonczony zbidr (stanéw swiata). W powyzszych przykladach odpowiada realizacjom odpo-
wiedniej zmiennej losowej.

{H;}—podzial Q dla gracza i € N. Podzial { H;} opisuje informacje gracza i o realizacji zmiennej
losowej ("zaj$ciu stanu”). Jesli zaszedl w € Q to gracz i wie ze stan ktéry zaszedl lezy w H;,
gdzie H; jest elementem podzialy H; takim ze w € H;.

Podzial {H;} przyporzadkowuje kazdemu w € Q zbiér H; t. ze w € H;.

Uwaga 8.5. W Przykladzie 8.1 Q ={A, B,C}, H = {{A},{B,C}}, Ha = {{A,B},{C}}.

W Przykladzie 8.2 Q = {O, R}, Hy = Hy = {{O}, {R}}, Hs = Q.

p—miara probabilistyczna na 2.
Zdefiniujemy strategie czyste graczy:

Definicja 8.2. Strategia gracza i jest to funkcja s; : Q@ — A;: jezeli w,w’ € hi(w) dla pewnego
h; € H;, to s;(w) = si(w/).

Tak wiec jezeli w,w € hi(w), to strategia s; implikuje te sama akcje gracza i zaréwno jezeli
zaszlo w, jak i jezeli zaszlo w'. Moéwimy ze strategie gracza i sa adoptowane do jego zbioru
informacyjnego (czyli do podziatu H;).

Definicja 8.3. (s1,...,sn) jest réwnowaga skorelowana gdy VjV3; (dla kazdej strategii adapto-
wanej)

D p()ui(Bi(w, s-i(w)) < D plw)ui(si(w), s—i(w)).

we weN
Uwaga 8.6. 1. W tej definicji p jest takie same dla kazdego gracza i. Takg RS nazywamy
obiektywna. Jezeli dla kazdego gracza mieliby$my okreslona miare p;, to taka RS nazwiemy
subiektywna.
2. p, p; nazywamy przekonaniami (beliefs) graczy.

Powyzsza definicja RS zalezy od urzadzenia korelacyjnego. Podamy definicje réwnowazna.
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Definicja 8.4. Réwnowaga skorelowana nazywamy (kazdy) rozklad prawdopodobienstwa na
A :=T][ A; t. ze Vi oraz dla kazdej funkcji d; : A; — A;
Zp(a)ui(di Zp a)ui(a;,a_;). (8.2)
acA acA

Przyktad 8.3. W grze walka plci o macierzy wyptat

| B S
B 2109
S 1,2

niech Q = {z,y},p(z) = p(y) = 1/2, H; = Hy = {{z},{y}}. RS stanowi para strategii adap-
towanych s;(x) = B, s;(y) = 5, i = 1,2 Te RS mozna interpretowaé tak ze gracze obserwuja
wynik rzutu moneta symetryczna ktéry wyznacza ktéra z RN bedzie grana.

Przyktad 8.4 (RS a programowanie liniowe). Rozwazmy dwuosobowa GS o macierzy wyplat
(patrz Przyklad 8.1)

| L R
U[51 00
D|44 15

Zdefiniujemy rodzine urzadzen korelujacych. Niech = {w1, w9, w3},

Hy = {{w1}, {wz, ws}}, Ho = {{wr, wa}, {ws}},

plwr) =a,plwz) =0,plws) =1—a—-F:a,020,a+<1

Zmajdziemy odpowiednie réwnowagi skorelowane. Rozwazmy pare strategii adaptowanych
si:graj U gdy w € {wi} (czyli w =w1), D gdy w € {wa,ws},

s1: graj L gdy w € {w1,wa}, R gdy w € {ws}.

Znajdziemy «, 3 dla ktérych (s1,s2) jest Rn w grze rozszerzonej.

Rozwazmy wpierw gracza 1. Jedli w = w; to 1 wie ze 2 zagra L, wiec U daje najwyzsza wyplate,
a zatem sp jest najlepsza odpowiedzia. Jedli w = wy to 1 wie tylko ze w € {wy,ws}. Gracz 1
nie wie czy zaszlo wy czy ws (a zatem czy 2 zagra L czy R) i oblicza te prawdopodobiefistwa z
wzoru Bayesa : p(wa|ws V w3) = ﬂ%—l—#—ﬁ = %,

pwslws V ws) = 1525,

Inaczej méwiac, gracz 1 gra przeciw strategii mieszanej gracza 2: (p(wa|ws V ws), p(wslwa V ws))
ijego Wyplata Wynosi:

z U: 5 -~ +0,

zD4ﬁE +1ie8,

Aby para strategii adaptowanych (s1, s2) byta RN, wyplata gracza 1 z D musi by¢ nie mniejsza
niz z U, co daje warunek

1>a+20. (8.3)

Jedli w = w3 to dla gracza 1 otrzymujemy ten sam warunek.

Gracz 2:

Jedli zaszto wy to gracz 2 wie tylko, ze zaszlo w; lub we, a wiec wie ze gracz 1 gra:
U z prawdopodobiefstwem p(w;|wy V wy) = a%rﬁ,

D z prawdopodobienstwem p(wa|wy V wa) = a‘%ﬂ

Wyptaty gracza 2 przeciwko tej strategii mieszanej to:

z L: 10457-5 +4o¢+ﬁ’

zR: 04555

Aby s bylo najlepszz% odpowiedzia, wyptata z | musi by¢ nie mniejsza niz z R, co implikuje
nierownos¢:

1>a+28. (8.4)
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Jesli zaszto wo to otrzymujemy identyczny warunek.
Jedli zaszlo ws to gracz 2 wie ze zaszto ws, czyli ze gracz 1 gra D, a wiec gracz 2 zagra R. Tak
wiec s2 jest najlepsza odpowiedzia.

Whniosek 8.1. Dla kazdej pary liczb o > 0,6 > 0 : o+ 8 < 1 : spelniajgcej warunki 8.3, 8.4
okreslona powyzej para strategii adaptowanych (s1,sz2) jest RS.

Srednie wyplaty graczy w tych réwnowagach:

Pamietajgc Ze p(w1) = p(U,L) = a,p(ws = p(D,L) = B,p(ws) = p(D,R) = 1—a -0,
znajdujemy Srednie wyplaty obu graczy:

(ur,uz) = (5,1)p(w1) + (1,5)p(w2) + (4,4)p(ws) = (4a + 38+ 1,5 — 4a — j), (8.5)

przy warunkach 8.3, 8.4. Jest to zagadnienie programowania liniowego. Rozwigzaniem sq, w
pierwszej cwiartce ukladu wspdlrzednych o osiach uy, uz, odcinki {gczqce punkty (1,5) z (10/3,10/3)
oraz (10/3,10/3) z (5,1). Kazdy punkt obu odcinkow odpowiada pewnej réwnowadze Pareto-optymalne;.
W szczegolnosci punkt (10/3,0/3) odpowiada wyborowi o = 3 =1/3.

Zachodzi interesujace twierdzenie, ktére podamy bez dowodu (patrz [19]):

Twierdzenie 8.1. KazZda wypukla kombinacja liniowa profili wyplat w RS jest profilem
wyplat pewnej RS.

Cwiczenie 8.1. Znajdz urzadzenie korelacyjne i RS w grze trzyosobowej (patrz podobny przy-
ktad 8.2) w ktérej gracz 1 gra wierszami, 2 kolumnami a 3 macierzami. Macierze A, B, C wyplat
graczy 1,2,3 maja posta¢ odpowiednio:

Al L R
T 00,3 0,00
B | 1,00 000
B| L R
T 222 00,0
B |0,00 222
c| L R
T [0,0,0 0,00
B |00 003

Pokaz ze RN w wyjsciowej GS to (B, L, A),(B,L,C),(T,R,A), ((T,R,C). Pokaz ze istnieje RS
w ktérej gracz 3 gra B, gracze 11 2 graja (T,L) i (B,R) z prawdopodobienstwami 1/2. Wyjasnij
w jakim sensie gracz 3 woli nie wiedzie¢ ze gracze 1 i 2 koordynuja swoje akcje.

Rozwigzanie. Urzadzenie korelujace: Q = {z,y}, Hy = Hy = {{z},{y}}, H3 = Q,p(x) = p(y) =
1/2.

RS: Trojka strategii: (s1, s2, s3) :

si{z}) =T, si{y}) = B,

52({55}) =1L, 31({y}) =R,

33(9) = L.

Uwaga 8.7. Gracz 3 wie ze pary akcji gracza 11 2: (T,L) i (B,R) zachodza z jednakowymi
prawdopodobienstwami, wiec jesli zmieni akcje na A lub C to otrzyma 3/2 < 2.



58 8. Réwnowagi skorelowane

Niech urzadzeniem korelujacym bedzie symetryczna moneta z wynikami O, R. Niech 11 2 znaja
wynik rzutu, a 3 nie. Otrzymujemy nowa gre w ktérej strategie graczy to odpowiednie pary
akcji: np. dla gracza 1 sa 4 strategie: pary (U,U), (U,D), (D,U), (D,D); dla gracza 3 strategie
to pary macierzy. Pierwszy element pary to macierz ktora gra 3 gdy wypadnie O, drugi-gdy R.
Gracz 3 ma 8 strategii.

Stwierdzenie 8.2. RN to trdjka strategii (s1, s2,S3):

s1: graj U jesli O, D jesli R

s9: graj L jesli O, R jesli R.

s3: graj drugg macierzq jesli O, drugg macierzq jesli R (czli graj zawsze drugq macierzq).



9. Gry Ekstensywne 1

9.1. Wprowadzenie

Inne uzywane nazwy: Gry w postaci ekstensywnej, Gry w postaci rozwinietej, Gry Dynamicz-
ne. (EG: Extensive Games, Games in Extensive Form, Sequential Move(s) Game). Bedziemy
uzywaé skrétu GE.

W GS gracze podejmuja decyzje jednoczesnie, lub nie znajac decyzji przeciwnikéw. W GE gracze
podejmuja decyzje sekwencyjnie, nastepstwo czasowe odgrywa kluczowa role.

Wiele sytuacji politycznych, ekonomicznych, spotecznych, (np. aukcje, wspolzawodnictwo firm
wprowadzajacych nowe technologie, negocjacje cenowe, jak rowniez wiele gier towarzyskich moz-
na opisac¢ jako gry ekstensywne.

Jezeli nie bedzie powiedziane inaczej, bedziemy zakladaé ze gracze sa w pelni racjonalni, tzn.
jedynym kryterium wyboru ich strategii sa wyplaty (ogélniej - preferencje) - gracze maksyma-
lizuja swoje wyptlaty i nie popelniaja btedéw przy wyborze strategii.

Whpierw zajmiemy sie GE z pelna (kompletna) informacja (EG of (with) Complete Information,
EG of (with) Perfect Information), tzn. GE w ktérych:

1: w kazdej chwili (w kazdym kroku czasowym) dokladnie jeden gracz podejmuje decyzje (jaka
akcje wybiera),

2: kazdy gracz zna caly dotychczasowy przebieg gry (wie ktéry gracz jaka decyzje podjal w
poprzednich chwilach w ktérych podejmowal decyzje).

3. powyzsza informacja jest wspolna wiedza (common knowledge).

Przyklad 9.1. Ultimatum, Gra w Stonoge patrz Wyktad I.

Przyktad 9.2. Firma F moze wynaja¢ (W) lub nie (N) robotnika (R). Jesli N to F i P maja
wyplaty 0. Jezeli W, to R moze pracowaé (P) (i wtedy obaj gracze dostaja po 1), lub nie (L),
co daje -1 dla F i 2 dla R.

Przyktad 9.3 (Gra na Wejscie (Odstraszanie) Entry Deterrence Game). Firma F (pretendent,
intruz) ma podja¢ decyzje czy wejsé (In) czy nie (Out) na rynek monopolisty M incumbent
(broniacy, wlasciciel). F ma wartosé 1, M ma wartosé¢ 2. Jesli F wybierze Out to wyplaty graczy
sg rowne ich wartoéciom. Jesli F wybierze In to M ma do wyboru dwie akcje: Agree, z wyplata
2 dla FildlaM, lub Fight, z wyptata 0 dla F i 0 dla M.

Podstawowe elementy GE to zbidr graczy, kolejnosé ich ruchdw, zbiory akeji kazdego gracza gdy
jest jego ruch, wyniki gry, preferencje graczy na wynikach. Wszystkie te elementy GE opisuje
drzewo (wykres, diagram, graf) gry (game tree). Drzewo gry sklada sie z

— wezltéw (wierzchotkow).

— galezi

— zbioréw informacyjnych.

— indykatoréw graczy

— indykatorow akcji

— wyplat

Wstep do Teorii Gier (©) T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.



60 9. Gry FEkstensywne I

Definicja 9.1. GE w ktérych wszystkie zbiory informacyjne sa singletonami i w ktorych gracze
znaja wszystkie poprzednie grane akcje i graczy ktorzy je wykonywali nazywamy GE z doskonalta
(zupelna, pelna, kompletna) informacja.

Uwaga 9.1. Jedli gracze znaja wszystkie poprzednie grane akcje i graczy ktorzy je wykonywali
to méwimy ze maja doskonala pamieé (perfect recall). Na ogdl zaklada sie ze to zachodzi (wpp.
trudno o rozsadna koncepcje réwnowagi, czy tez rozwigzania gry—trudno pogodzi¢ racjonalno$é
graczy i ich niedoskonala pamieé...).

9.2. Definicja GE z Doskonala Informacja

Pelna nazwa gier omawianych w tym rozdziale: Gry Ekstensywne z Doskonala Informacja .
Bedziemy uzywali w tym rozdziale skrétu: Gry Ekstensywne. Pézniej oméwimy krétko GE z
Niedoskonata Informacja.

Definicja 9.2. Gra Ekstensywna jest to czworka ([19])
GE = <N7H7 P7 (EZ)Z€N> :

— I - zbioér graczy

— H - zbiér historii — zbiér ciagéw (skonczonych lub nieskonczonych) t. ze
a) jezeli ciag (a¥)K_, € H (K < o0) oraz L < K to (a*)L_ € H
b) jezeli ciag (a*)3° | spelia (a¥)E_, € H VL >0 to (a*)3, € H
Dodatkowo H zawiera pewien element, ) € H, nazywany ”ciggiem pustym” . Jest on po-
trzebny by zdefiniowaé ”poczatek gry”, patrz nizej.
Elementy zbioru H oznaczamy h i nazywamy historiami. Wyrazy kazdego (niepustego) ciagu
(niepustej historii) sa elementami pewnego zbioru A, nazywanego zbiorem akcji. Nazywamy
je akcjami (graczy).
Potocznie méwimy: Historia jest ciagiem akcji (lub jest pusta).
Historia b = (a*)K_, jest zakoficzona (terminal) jedli jest ciagiem nieskohczonym (méwi-
my: jest nieskoficzona), lub jesli nie istnieje akcja a1 t. ze (oz’l“)k,K:Jrl1 € H. Zbiér historii
zakonczonych oznaczamy Z.

— P : H\Z — N - indykator gracza, funkcja gracza (player function). P(h) zwraca numer
gracza ktéry podejmuje decyzje (wykonuje ruch) po historii h.

— {=i}ien - zbidr relacji preferencji na zbiorze Z. =; jest relacja preferencji gracza i na
zbiorze Z.
Na zakonczonych historiach definiujemy preferencje graczy przez podanie funkcji wyptat
ktore opisuja te preferencje (zgodnych z tymi preferencjami): u; : Z — R.

Uwaga 9.2. Scisla definicje GE mozna tez podaé uzywajac formalizmu teorii graféw, patrz np.
[6, 38].

Definicja 9.3. GE jest skonczona jezeli zbiér H jest skonczony. GE ma skoficzony horyzont
jezeli najdtuzsza historia jest skoniczona. Niekiedy warunek skonczonosci horyzontu jest czescia
definicji gry skonczonej.

Uwaga 9.3. Gra ktoéra nie jest skonczona moze mieé¢ skonczony horyzont. Przyktad - Gra Ulti-
matum z przeliczalna (lub continuum) liczba ofert.

Uwaga 9.4. Definicja GE nie precyzuje zbioru akcji gracza gdy jest jego ruch (po historii h ¢ 7).
Zbidr ten mozna odtworzy¢ ze zbioru Z zakonczonych historii i funkcji gracza P w nastepujacy
sposéb.

Jedli dla h € H ciag (h,a) € H (tzn. jest historia), to akcja a jest jedna z akcji ktéra moze graé
gracz P(h) po historii h. Zbiér takich akcji oznaczamy A(h). Formalnie:
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Definicja 9.4 (A(h)-zbiér akeji gracza P(h) po historii h). :
A(h) ={a€ A:(h,a) € H},

gdzie A oznacza zbiér wszystkich wyrazéw ciggéow wystepujacych w H, identyfikowany ze zbio-
rem wszystkich akcji wszystkich graczy .

Opis przebiegu gry:

Gra zaczyna sie od historii pustej (). Liczba P()) jest numerem gracza ktéry pierwszy wykonuje
ruch - wybiera akeje a® ze zbioru A(0), ktéra wyznacza historie (0, a®).

Uwaga 9.5. W dalszym ciagu bedziemy w historiach niepustych pomija¢ symbol (), czyli np.

historie ((}, a’) oznaczamy (a), lub jeszcze krécej, symbolem a®.

Jedli historia a® € Z to gra sie konczy, wpp. znajdujemy P(a’). Gracz P(a®) wybiera akcje ze
zbioru A(a"). Ten wybér wyznacza nastepnego gracza. Ogélnie: Niech h - historia o diugogci
k. Jesli h € Z to gra sie konczy. Wpp. gracz P(h) wybiera akcje ze zbioru A(h), az uzyskamy
historie zakonczona. .

Przyktad 9.4. W Grze na Wejscie:

H = {0, (0, Enter), (0, Out), (0, Enter, Agree), (0, Enter, Fight)}

Przebieg gry:

P(0) = C (Firm, player 1)

A0) ={a: (0,a) € H} = {EntEnter,Out}

7 tego zbioru gracz C wybiera akcje a® ktéra wyznacza historie (0, a?) = a®. Jesli a® = Out € Z
to gra sie koficzy (indykator gracza nie jest okreslony na Out). Jedli a® = Enter to obliczamy
P(Enter) = M, oraz

A(Enter) = {a: (Enter,a) € H} = {Agree, Fight}.
Z ={0ut = h1, (Enter, Agree) = ha, (Enter, Fight) = hs}.
Preferencje graczy na zakonczonych historiach ustalamy w nastepujacy sposéb :
ha 71 h1 =1 hs, hy 72 hg =2 hs.
Wprowadzamy funkcje wyptat zgodne z tymi preferencjami:
uc(Out) =1, uc(Enter, Agree) =2, uc(Enter, Fight) =0,
up (Out) =2, upr(Enter, Agree) = 1, up(Enter, Fight) = 0.

9.3. Strategie w GE

W GE podstawowa role bedzie odgrywalo pojecie strategii. Strategia gracza to przepis, al-
gorytm, ktorg akcje ma wybra¢ w kazdej chwili w ktorej w ktorej przypada jego ruch, czyli
kompletny plan akcji "na cala gre”, na wszystkie mozliwe sytuacje w grze. Akcja gracza (decy-
zja, wybor, ruch, posuniecie) to element ze zbioru akcji gracza. Strategia gracza w GE okresla
przede wszystkim akcje gracza po kazdej historii po ktorej jest jego ruch.

Formalne definicje beda podane nizej.

Przyktad 9.5. Pieszy ma 2 akcje: moze na Swiatlach przej$¢ przez jezdnig¢ (P) lub nie (N), the
$wiatla moga byé¢ C, Z lub Z. Strategie pieszego to wektory (ay,as,as), a; € {C,N}, a; jest
akcja jesli R, ag - jesli Z, as - jesli Z. Pieszy ma 23 strategii. Na przyklad (P, P, P) - nieuwazanie,
(N,N,N) - pasywna, (N, N, P) - postepuj zgodnie z prawem, (P, P, N) - szalonal, (P, N, N) -
szalona2 itd.
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Przyklad 9.6. Jezeli partia szachéw konczylaby sie po pierwszym ruchu czarnych to biate
miatyby 20 strategii, a czarne 20%° strategii. W ”jednoruchowej” grze w GO (bez handicapéw)
biate maja 361, a czarne 361390 strategii.

Gra Koétko i krzyzyk (noughts and crosses). Gracz 1 (np. "kétkowy”) ma w 1-ym ruchu 9 akcji.
Gracz 2 ma w swym l-ym ruchu 8 akcji. Jezeli gra konczytaby sie po 1-ym ruchu gracza 2 to
ma on 8% strategii. Jezeli po 2-im ruchu gracza 1 to w takiej grze gracz 1 ma 9 x 78 = 518832209
strategii.

Do formalnej definicji strategii bedzie nam potrzebna
Definicja 9.5 (A; - zbiér (wszystkich) akcji gracza 7).

Aji={a€ A:3he H\Z P(h)=1i A (h,a) € H}
Uwaga 9.6. W powyzszej definicji zamiast 3h € H\Z mozna napisa¢ 3h € H.
Dla h € H\Z : P(h) = i definiujemy

Definicja 9.6 (A;(h) - zbiér akcji gracza i po historii h).
Ai(h) :={a€ A;i: (h,a) e H}
Definicja (wazna) 9.7. Strategia gracza ¢ w GE jest to funkcja
si:{h:P(h)=1i} — A;: s;(h) € A;(h).

W pewnym sensie definicja strategii jest "nadokre$lona” , moze specyfikowa¢ akcje ktore nie
beda grane jezeli byly grane wczesniej inne akcje determinowane przez dang strategie (Przyklad
9.8 ponizej). Taka definicja jest potrzebna do sformulowania pojecia réwnowagi (Nasha) w grach
ekstensywnych, a nastepnie réwnowagi doskonalej ze wzgledu na podgry.

Przyktad 9.7. Targ (Bargaining Game) Gracz 1 (Klient) ocenia warto$¢ przedmiotu sprze-
dawanego przez gracza 2 (Sprzedawca) na 600. Przedmiot ma dla gracza 2 warto$é¢ 50. Gracz
1 moze zlozy¢ dwie oferty: zaptaci 100 (C) lub 500 (D). Gracz 2 moze w przypadku kazdej z
ofert zgodzi¢ sie na sprzedaz (E w przypadku oferty C, G w przypadku oferty D) lub nie (F
w przypadku oferty C, H w przypadku oferty D). Akcja E implikuje wyplaty (”czyste zyski”)
graczy: (500, 50), gdzie pierwszy element oznacza wyplate gracza 1, oferta F implikuje wyptaty
(0,0), G: (100, 450), H: (0,0). W tej GE:

H = {07 (C),(D),(C,E),(C.F),(D,G),(D,H)},

H\Z ={0,(C), (D)}, gdzie (C), (D) - ciagi jednowyrazowe.

Strategie gracza 2 to funkcje so : {h: P(h) = 2} — Aj, takie ze

so(h) € Ag(h) :={a € Ay : (h,a) € HA P(h) =2},
gdzie
{h: P(h) =2} ={C, D},
Ay ={E,F,G,H},
Ay(C)={a€ Ay: (C,a) e H} ={E,F},
Ay(D)={a€ Ay: (D,a) e H} ={G,H},
Tak wiec s2(C) € {E, F}, s2(D) € {G, H}, a zatem gracz 2 ma 4 strategie:

53(C)=E, s3}(D)=G =EQG,
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s3(C)=F, s3(D)=H =FEH,
s5(C)=F, s3(D)=G =FdG,
s5(C)=F, s3(D)=H =FH.

Strategie gracza 1 to funkcje sy : {h: P(h) =1} — Aj, takie ze
si(h) € A1(h):={a € Ay : (h,a) € HA P(h) =1},

gdzie
{h: P(h) =1} = {0},

A(0) ={C,D}.

Ma byé s1(h) € A1(D), a zatem gracz 1 ma dwie strategie: s}, s?:

s1(0) = C, s3(0) = D.

Oznaczamy je C, D, w odrdéznieniu od niezakonczonych historii (C), (D).

W powyzszym przykladzie strategia gracza moze byé¢ opisana jako "plan akcji na wszystkie
sytuacje”. W ogdélnosci strategia ma ogdlniejsze znaczenie.

Przykilad 9.8. N = {1,2}. Niech P() = 1. Jesli gracz 1 gra D to otrzymujemy historie
zakonczona (”gra sie konczy” ), wyplaty graczy to (2,0), gdzie pierwszy element oznacza wyplate
gracza 1. Jedli 1 gra C, to okreslamy P(C') = 2, czyli ma ruch gracz 2. Gracz 2-i ma do wyboru
dwie akcje: EiF. Jesli zagra F to gra sie koniczy i wyplaty sa (3,1), jesli zagra E to otrzymujemy
historie niezakonczona (C, E) , z P((C, E)) = 1, po ktérej gracz 1-y ma do wyboru dwie akcje:
G i H. Jesli zagra G to wyplaty sa (1,2), jesli H to wyplaty sa (0,0). W obu przypadkach gra
sie konczy.

Gracz 1 ma ruch po historii hy = 0 i po he = (C,FE) (pomijamy w oznaczeniach historii
niepustych symbol ().

Kazda strategia gracza 1 to funkcja:

Sq Z{hl,hg}ﬁAlz{C,D,G,H}l Sl(h) GAz(h),
czyli, pamietajac ze hy =0, hy = (C, E),
s1(0) € A1(0) ={C, D}, s:1((C,E)) € A((C,E)) ={G,H}.

Takich funkcji jest 4, wiec gracz 1 ma 4 strategie s¢, i = 1, ...4, oznaczane kolejno CG,CH, DG, DH:
CG: wybierz C po historii ) i G po (C,E)
CH: wybierz C po historii () i H po (C,E)
DG: wybierz D po historii § i G po (C,E
DH: wybierz D po historii § i H po (C,E).
Gracz 2 ma dwie strategie, si,53 : s3(C) = E, s3(C) = F, ktére oznaczymy E, F — tak jak jego
akcje.

Przedstawiona formalizacja bedzie potrzebna do podanej nizej definicji postaci strategicznej gry
ekstensywnej i do zdefiniowania, w nastepnym wyktadzie, rownowagi Nasha w GE.

Definicja 9.8. Profil strategii w GE jest to wektor s := (s1,...s,), gdzie s; - strategia gracza i.
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Definicja 9.9. Wynik O(s) GE z profilu s jest to zakonczona historia h € Z skonstruowana
nastepujacy sposob.
Gracz P(()) stosuje strategie sp(p) z profilu s, grajac akcje

a' = sppy(0) (a' € A(0)),
ktéra definiuje historie (a'). Jezeli (a!) € Z to oznaczamy ja O(s) i nazywamy wynikiem O(s)
GE z profilu s (outcome of the profile s). Jezeli (a') ¢ Z to gracz P((a')) stosujac swoja strategie
$p((at)) z profilu s gra akcje

a® = sp(a1)((a')) € A((a")).
Jedli historia (a!,a?) ¢ Z, to proces kontynuujemy az do otrzymania historii zakofczonej.

Oznaczamy ja O(s) i nazywamy wynikiem GE z profilu s. Formalnie:

Definicja 9.10. Wynik O(s) GE z profilu strategii s jest to zakonczona historia
O(s) = (ak)é(:l €Z, K<oo,

taka ze
al = Sp(0) ((Z))a
"ttt = Sp((at,...aty)((a, wna®) dla 1<k <K.
Zapis ten oznacza ze po "podhistorii” (a',...,a") historii (aj)JK:l jest grana akcja aft! =
si((a',...,a")) przez gracza i = P((a',...,a")) ktéry stosuje strategic s; z profilu s. Akcja
a**1 jest wyznaczona jednoznacznie przez strategic s; z profilu s. Zauwazmy ze O(s) jest, z
konstrukcji, jednoznacznie wyznaczony przez s.

Przyktad 9.9. W Przyktadzie 9.8
O((CH, E)) = (C, E, H) € Z, O(CH, F)) = (C, F) € Z,

O((DG,E))=D € Z, O(DH,E))=D € Z.

9.4. Postaé¢ Strategiczna GE

Rozwazmy GE = (N, H, P, (u;)ien), N = {1,...,n}. Kazda GE indukuje pewna GS, ktéra
bedziemy nazywa¢ Postacia Strategiczna GE (strategic form, normal form representation of
EG).
Definicja 9.11. Postaé Strategiczna GE < N, H, P, (u;);en > jest to GS: < N, (S;)ien, (4;)ien >
w ktorej

— N - zbiér graczy GE; |[N| = n.

— S, - zbiér akcji gracza i, i € N, jest to zbior jego strategii w GE.

— 1, - funkcja wyplat gracza i, i € N. Wyplata u; z danego profilu akcji s = (sq, ..., sp,) jest

réwna wyplacie u; gracza ¢ z wyniku O(s) GE generowanego przez profil s w GE. Formalnie

ui(s) = ui(O(s))

Uwaga 9.7. Uwaga: W dalszym ciagu bedziemy dla uproszczenia utozsamiali @; = u;.

Przyktad 9.10. W Grze na Wejscie:
F ma strategie In, Out, M ma strategie Agree, Fight. Posta¢ strategiczna tej GE to GS o
macierzy wyplat:
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‘ Agree Fight
2,1 0,0
1,2 1,2

In

Out
Przyktad 9.11. Macierz wyptat Postaci Strategicznej GE ”Targ” z przyktadu 9.7:
EG EH FG FH

C | 500,50 500,50 0,0 0,0
D | 100,450 0,0 100,450 0,0
Przyktad 9.12. Macierz wyptat Postaci Strategicznej GE z przyktadu 9.8:
E F
CcG 12 3.1
CH 0,0 3,1
DG 20 2,0

DH 2,0 20
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10.1. Réwnowaga Nasha (RN) w GE

Definicja (wazna) 10.1. RN w GE = (N, H, P, (>=;)icn) jest to profil

s* = (87,85, ..., 50)

taki ze Vi € N, Vr; € S; zachodzi

ui(O(s7, s7;)) 2 wi(O(ri, s%;))
Uwaga 10.1. Gdy kazdy gracz ma skoniczona liczbe strategii to RN znajdujemy biorac wszystkie
profile strategii, wyniki GE z profili i poréwnujac wyplaty graczy na wynikach, tak jak w GS.
RN Gry Ekstensywnej (ze skonczonymi zbiorami strategii graczy) jest to RN Postaci Strate-
gicznej GE, czyli RN Gry Strategicznej: < N, (S;)ien, (4i)ien > -
Przyktad 10.1. W Grze na Wejscie (Przyklad 9.3) RN to pary: (Enter, Agree), (Out, Fight).
Przyktad 10.2. W grze Targ (Przyklad 9.7) RN to pary (C, EG), (D, FG), (C, EG).
Przyktad 10.3. W grze z Przyktadu 9.8, RN to pary (CH, F),(DG,E),(DH, E).

Omoéwimy je w nastepnym rozdziale.

10.2. Réwnowaga Doskonatla

Uwaga 10.2. Pelna nazwa: Réwnowaga doskonala za wzgledu na podgry (Subgame Perfect
Equilibrium, SPE).
Rozwazmy Gre na Wejscie. Oznaczamy: E — gracz 1-y (Entrant), M — 2-i (Monopolist), E=Enter,
O=O0Out - strategie 1-go, A=Agree, F=Fight — 2-go. Sa dwie RN postaci strategicznej: (Out, Fight)
i (Enter, Agree). Niech postaé strategiczna tej GE ma macierz wyplat (”warto$¢ monopolu”
wynosi 6):
‘ Agree Fight
Enter 3,3 -1,-1
Out 0,6 0,6

Rozwazmy nastepujacy scenariusz ”omytki gracza 1”. Jest grana jedna z dwéch RN: Enter(Out,Fight)
i (Enter, Agree). Gracz 1 zmienia omylkowo strategie, gracz 2-i reaguje "racjonalnie”: zmienia
strategie tylko jezeli podwyzszy sobie wyptate. Po ruchu gracza 2 gracz 1 reaguje ”racjonalnie”

(juz bez mozliwosci bez pomytki). Zastosujmy ten scenariusz do obu RN.

(Out, Fight): 1 zmienia Out na Enter, wtedy 2 zmienia Fight na Agree, 1 pozostaje przy Agree.

W efekcie (Out, Fight) — (Enter, Agree), czyli jedna réwnowaga przeszla w druga.

(Enter, Agree): 1 zmienia Enter na Out, wtedy 2-i pozostaje przy strategii Agree, 1 wraca do
Enter. W efekcie (Enter, Agree) — (Enter, Agree), a zatem nastepuje powrét do RN (En-
ter,Agree).

Wstep do Teorii Gier (© T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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Rozwazmy analogiczny scenariusz ”omylki gracza 2”. Daje on (Out, Fight) — (Enter, Agree),
oraz (Enter, Agree) — (Out, Fight).

Mozna powiedzieé¢ ze (Out, Fight) jest "mniej stabilna” ze wzgledu na oba scenariusze lacz-
nie, niz (Enter, Agree) [trzy "przejécia” daja (Enter, Agree), jedno (Out, Fight)]. W dalszej
cze$ci wykladu pokazemy ze rownowagi réznia sie tez w aspekcie ”wiarygodnosei” (credibility):
pierwsza z nich nie jest ”wiarygodna”.

Wprowadzimy pojecie réwnowagi (Réwnowaga Doskonala ze wzgledu na podgry) ktére elimi-
nuje takie ”mniej niestabilne” rownowagi. Wpierw zdefiniujemy podgry po niezakonczonych
historiach.

Definicja 10.2. Vh € H\Z podgra GE(h) po historii h gry ekstensywnej GE = (N, H, P, (>;)ien)
jest to nastepujaca GE:
GE(h’) = <N7 H/(h)7 P}/La (>>)i€N> 5

gdzie

— N jest to zbiér graczy, taki sam jak w wyjsciowej GE

— H'(h) jest to zbiér zlozony z wszystkich ciagéw h' akcji t. ze (h,h') € H, czyli ze jest
historia w wyjsciowej GE, oraz z dodatkowego elementu ktéry oznaczymy 0y,

— P/-funkcja gracza:
Pl H'(W\Z'(h) — N : P(I)=P((h,')), P'(b) = P(h), gdzie
Z'(h)={n e H'(h): (h,h) € Z}

— (>>i)ien preferencje graczy, t. ze h' >; b < (h,h') =; (h,h"), czyli gracz i preferuje h’
od h" jesli preferuje (h,h') od (h,h"”) w wyjsciowej GE.

Zachodzi GE(0) = GE. Kazda inna podgre nazywamy podgra wlasciwa.
Kazdej niezakonczonej historii odpowiada 1 podgra (a wiec liczba niezakonczonych historii =
liczba podgier).

Przyktlad 10.4. GE z Przykladu 9.7 ma 3 historie niezakonczone: (), (C), (D), a wiec 3 podgry:
GE,GE((C))iGE((D)).

Przyktad 10.5. GE z Przykladu 9.8 ma 3 historie niezakonczone: ), (C), (C, E), a wiec 3
podgry: GE,GE((C)), oraz GE((C, E)).

Stosujac powyzsza terminologie wprowadzimy wpierw nieformalng definicje réwnowagi dosko-
nalej GE.

Definicja 10.3 (nieformalna). Réwnowaga doskonata (RD) w GE jest to profil strategii (s7, ..., s};)
t. ze Vi € N, V podgry GE strategia s jest optymalna w tej podgrze, tzn. jej zmiana nie
podwyzsza wyplaty gracza .

Przyktad 10.6. W Grze na Wejécie RN (Out, Fight) nie jest RD, gdyz w podgrze GE(Enter)
strategia Fight gracza 2 nie jest optymalna - gracz 2 podwyzszy swa wyplate zmieniajac ja
na Agree. RN (Enter, Agree) jest RD: strategia kazdego gracza jest optymalna zaréwno w GE
(=GE(0)) jak i w GE(Enter).

Wprowadzimy notacje potrzebna do formalnej definicji RD.

Niech h € H\Z, s - profil, GE(h) - podgra po h. Profil s jednoznacznie wyznacza w podgrze
GE(h) pewna zakonczona historie K € H i w konsekwencji zakoficzona historie (h,h/) w
wyjsciowej GE. Oznaczamy ja

On(s)

i nazywamy (zakonczona) historia po h generowana przez profil s.
Tak wiec Op(s) jest to zakonczona historia w GE zlozona z h i z ciagu akcji generowanych przez
profil s po h. W szczegdlnosci Oy(s) = O(s).
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Przyktad 10.7. W Grze na Wejscie niech s = (Out, Fight), h=FEnter. Mamy
On(s) = (Enter,h’) : ' to ciag zlozony z jednej akcji w GE(Enter), wyznaczony przez s, czyli
h' = Fight, a zatem Oy(s) = (Enter, Fight).

Definicja (wazna) 10.4. Profil s* = (sj,...,s}) jest Rownowaga Doskonala ze wzgledu na

podgry (w skrécie: RD) w GE (Subgame Perfect Equilibrium, SPE) jesli
Vi€ N, Vh € H\Z takiej ze P(h) =i zachodzi

ui(On((s7,5%))) 2 wi(On((ri, s2;)))  Vri € Si

(moéwimy: strategia s} jest optymalna w podgrze GE(h) ).

Zauwazmy ze w RD strategia kazdego gracza ma by¢ optymalna po kazdej historii po ktorej jest
ruch tego gracza, podczas gdy w RN strategia kazdego gracza ma by¢ optymalna jedynie po
historii (). Poniewaz Oy(s) = O(s), wiec kazda RD jest RN. RD jest ulepszeniem, udoskonaleniem
(refinement) RN. Znajdowaniu r6znych udoskonalen RN w GS i GE jest poswiecona bogata
literatura, patrz np. [5, 10].

Uwaga 10.3. RD nie zawsze jest ”"optymalnym” wyborem graczy. Przyktad: eksperymenty la-
boratoryjne z gra w stonoge.

Przyktad 10.8. W Grze na Wejscie strategie 1-go to funkcje: s1 : {h : P(h) = 1} — A; takie
ze

si(h) € Ai(h)={a: (h,a) € H N P(h)=1}.

U nas

h=0, {h:P(h)=1}={0}, Ai(0)={Enter, Out},

a zatem gracz 1 ma dwie strategie — odwzorowania {0} — {Enter, Out},
{h: P(h) =2} ={I}, As(Enter)= {Agree, Fight},

wiec gracz 2 ma dwie strategie — odwzorowania { Enter} — {Agree, Fight}.
Profil s* = (Out, Fiight) nie jest RD, gdyz w podgrze GE(Enter) mamy:

u2(OEnter (")) = ua((Enter, Fight)) = 0,
i zmiana strategii Fight na ro = Agree daje graczowi 2 wyplate
u2(OEnter (Enter, Agree)) = ua(Enter, Agree) = 2.

Profil s* = (Enter, Agree) jest RD, gdyz

W GE(D) profil s* jest RN, a wigc zmiana strategii przez gracza 1 nie podwyzszy jego wyplaty;
W GE(Enter) mamy u2(Ognter(s*)) = ua((Enter, Agree)) = 1, a zmiana strategii na Fight
daje graczowi 2 wyplate us(Opgnter(Enter, Fight)) = us(Enter, Fight) = 0.

10.2.1. Metoda Indukcji Wstecznej (MIW)

Pod pojeciem rozwiazanie (wynik) GE chcieliby$my rozumieé jej ”przebieg”, czyli informacje,
jakie akcje byly grane przez graczy we wszystkich krokach GE. Ich znajomo$¢ daje nam za-
koniczong historie i odpowiadajace jej wyplaty, czyli to co chvcielibySmy rozumieé¢ jako wynik
gry. Dla pewnych typéw GE rozwigzanie daje MIW. Jest to metoda znajdowania rozwiazania
skoniczonych GE o skoficzonym horyzoncie i z doskonala informacja (to ostatnie zalozenie mozna
ostabi¢, odpowiednio modyfikujac metode). MIW polega na wyborze optymalnych akcji graczy
w ich ostatnim ruchu i powtarzaniu tej procedury ”w tyl” do poczatku gry. W kolejnych etapach
MIW:
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1. Znajdujemy optymalne akcje graczy wykonujacych ruch w podgrach o dlugosci 1 (dlugosé
podgry jest to dlugos$¢ najdluzszej historii w tej podgrze).

2. Powtarzamy to samo w podgrach o dtugosci 2 itd., az do wyjsciowej GE.

3. Otrzymujemy w ten sposéb pewna histori¢ zakonczong ktéra nazwiemy wynikiem GE.

Przyktad 10.9. W Grze na Wejscie MIM daje RD (Enter, Agree). Gdy zmienimy wypltaty po
akcji Fight gracza M z (0,0) na (0,1) to MIW nie mozna zastosowa¢, bo w podgrze o dlugosci 1
gracz M nie ma jednoznacznego wyboru. Sa wtedy dwie RD: (Enter,Agree) oraz (Out,Fight).

Przyktad 10.10. W GE Targ (Przyklad 9.7) w podgrach o dlugosci 1 jest ruch gracza 2: w
GE(C) optymalna akcja 2 to E, w GE(D) - H. W podgrze o dlugosci 2 jest ruch 1-go, jego
optymalna akcja to C. RD = (C, EH). Historie O((C, EH)) = (C,E) € Z latwo uzyskujemy
MIW.

Przyktad 10.11. W GE z Przykladu 9.8 w podgrze GE((C,E)) o dlugosci 1, tzn. po historii
(C,E) gracz 1-y wybiera G. W podgrze GE(C) o dlugosci 2, tzn po historii C, gracz 2-i wybiera
E.W calej GE (o dlugosci 3) gracz 1-y wybiera D. Tak wiecc RD=(DG,E). MIW daje D jako
wynik gry, z wyplatami (2,0).

Podamy przyktad GE z dwiema RD.

Przyktad 10.12. Gracz 1-y ma akcje L, R. Po L 2-i moze gra¢ A z wyplatami (3,2), lub B, z
wyplatami (0,0). Po R gracz 2-i moze gra¢ C z wyplatami (1,1), lub D z wyplatami (1,1).
RD: (s7,s3) = (L, AC) oraz (s}, s3) = (L, AD) : wystarczy sprawdzi¢ optymalno$¢ w podgrach
GE(L), GE(R).

Dla RD (s7,s3) = (L, AC): W GE(h=L): u2(On(s7, s3)) = 2 > kazda wyplata.

W GE(h=R): ua(On(s7,s3)) = ua(R,C) = 1 > kazdej wyplaty 2-go w GE(R).

Dla drugiej RD postepujemy analogicznie.

Tak samo pokazujemy ze RN: (R, BC'), (R, BD) nie sa RD. W tym przyktadzie nie mozemy
zastosowaé¢ MIW.

10.3. Twierdzenia o istnieniu dla GE

Przytoczymy podstawowe twierdzenia o RD.

Definicja 10.5. GE jest GE z doskonala informacja jezeli funkcja gracza jest jednowartosciowa,
kazdy gracz zna wszystkie akcje grane do momentu w ktérym ma pojaé decyzje o wyborze akcji
i zna wykonawcow tych akcji.

Twierdzenie 10.1 (Kuhn). Skoriczona GE z doskonalq informacja posiada RD. W
skonczonych GE z doskonalq informacjq, w ktorych gracze w kazdym ruchu majg jed-
noznaczne preferencje wyboru akcji istnieje doktadnie jedna RD w strategiach czystych.

Uwaga 10.4. Twierdzenie nie zachodzi np. dla GE z nieskoficzong liczbg historii, np. w trywialnej
GE w ktorej gracz wybiera liczbe z odcinka (0, 1) i otrzymuje wyplate réwna tej liczbie. Gracz
nie ma strategii optymalnej, w szczegolnosci nie mozna zastosowa¢ MIW.

Jezeli dla kazdej podgry GE MIW wybiera optymalng akcje jednoznacznie, to uzyskany profil
strategii jest jedyna RD GE (dowdd pomijamy). Jesli istnieje wiecej niz jedna optymalna akcja,
to pewna modyfikacja MIW daje wszystkie RD w skoficzonej GE.
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10.4. GE z jednoczesnymi ruchami

Jezeli w pewnym momencie GE decyzje podejmuje conajmniej dwboch graczy bez wiedzy jaka
decyzje podjal kazdy z tych graczy, to taka gre bedziemy nazywaé¢ GE z Jednoczesnymi Ruchami
(mozemy bowiem wyobrazaé sobie takia sytuacje gdy gracze podejmuja decyzje jednoczesnie,
w tej samej chwili). Bedziemy uzywali skrotu GEzJR.

Przyktad 10.13. n=3 graczy dzieli miedzy siebie tort. Gracz 1 proponuje podzial tortu na 3
czedei, gracze 2 i 3 bez wiedzy o swoich decyzjach (np. jednocze$nie) wyrazaja zgode (T) lub
nie (N). Jedli 2 i 3 zagraja T, nastepuje podzial, wpp. zaden z trzech graczy nic nie dostaje.

Formalna definicja GEzJR jest taka sama jak GE: GE z JR jest to czwérka
GE = <N7 Ha P7 (tz)zéN)

w ktorej N, H, (=;)ien sa takie same jak w GE, natomiast warto$ciami funkcji P sa zbiory graczy
(podzbiory N) (podejmujacych jednoczeénie decyzje) a nie, jak w GE, pojedynczy gracze.
Poza tym, o ile w GE historie sa ciagami akcji, w GEzJR historie (poza pusta) to ciagi wek-
toréw; wspéhrzedne kazdego wektora a¥ to ciagi akeji graczy podejmujacych decyzje po historii
(ah)=r

Formalizacja stategii, rownowag, postaci strategicznej itp. w GEzJR jest podobna jak w przy-
padku GE i nie bedziemy jej tu przedstawiac.

Uwaga 10.5. GS vs. GEzJR:

Dla kazdej GS istnieje GEzJR w ktorej kazda historia zakonczona h € Z ma dtugosé 1, zbiér Z
jest zbiorem profili akcji w GS: Z = xA;,j € N, P(0) =N, A;(0)=A; VjeN.

Uwaga 10.6. Kazda skonczona GE ma doktadnie jedna Postaé¢ Strategiczna. Odwrotnie nie, np.

| L R
T[21 00
B|12 1.2

jest postacig strategiczng GEzJR, w ktorej np. zbior informacyjny gracza 2 jest dwuelementowy
(takze gracza 1-go), a takze postacia strategiczna GE Na Wejscie:

‘ Agree Fight
2,1 0,0
12 1.2

Enter
Out

Uwaga 10.7. Kazda skonczona GE z doskonaly informacjg ma RD w strategiach czystych.
GEzJR nie musi mie¢ takiej RD. Przyktadem moze by¢ GE w Orla i Reszke, traktowana jako
GEzJR, ktéra nie ma RN (a wiec i RD) w strategiach czystych.

10.5. GE z niedoskonalg informacja

Do tej pory zajmowaliémy sie GE z Doskonala Informacjg i uzywaliSmy skrétu GE. GE z
Niedoskonala Informacja (EG with Imperfect Information) definiujemy analogicznie, specyfiku-
jac dodatkowo informacje jaka gracz posiada o dotychczasowym przebiegu gry gdy jest jego
ruch. Niech H; oznacza zbiér historii po ktorych jest ruch gracza i. Okre$lamy podzial H;,
jego elementy nazywamy zbiorami informacyjnymi. Historie h, h’ naleza do tego samego zbioru
informacyjnego tylko wtedy gdy A;(h) = A;(h'), gdzie A;(h) — zbiér akcji gracza i po h.

W szczegdlnodcei definicja ta dopuszcza ruchy okreélane jako losowe, ruchy Natury, po ktorych
zbiory informacyjne gracza ktéry ma ruch po ruchu Natury nie sa singletonami. Wtedy wynik
gry jest to loteria na zbiorze zakonczonych historii i preferencje graczy (utozsamiane u nas z
warto$ciami oczekiwanymi wyptat) musza by¢ okreslane na tych loteriach.
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Przyklad 10.14. Prosty poker dwukartowy.
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11.1. Podstawowe definicje. Przyktady

Uzywa sie tez nazw: Gry w postaci koalicyjnej, Gry kooperacyjne (Coalitional Games, Games
in coalitional form, Cooperative games). Bedziemy uzywali skrétu GK lub CG.

Sa to n-osobowe gry w ktorych gracze moga tworzyé¢ koalicje—-podzbiory zbioru wszystkich n
graczy. Kazdej koalicji przypiszemy warto$é¢. Bedziemy zadaé¢ by kazdy uczestnik koalicji mial
wyplate nie mniejsza niz gdyby nie bral udziatu w koalicji. Podstawowym zagadnieniem bedzie
podzial wyplaty (wartoci) tzw. wielkiej koalicji pomiedzy wszystkich jej cztonkéw. Taki po-
dzial bedzie utozsamiany z wynikiem, rozwigzaniem gry. Bedziemy w szczegdlnosci poszukiwaé
podzialéw majacych wlasnosci réwnowagi, analogicznie do réwnowagi w grach strategicznych i
ekstensywnych. Bedziemy wymagaé by réwnowaga miata pewne wtasnosci stabilnoéci, analogicz-
nie jak w przypadku RN, gdzie realizowala sie w postaci optymalnosci wyptat przy ustalonych
strategiach przeciwnikow.

Graczami moga by¢ osoby, grupy oséb, firmy, zwiazki zawodowe, miasta, panstwa, elementy
projektéw gospodarczych, naukowych, sktadniki produkcji itp.

Okazuje sie ze jest wiele koncepcji réwnowagi w grach koalicyjnych, nie ma jednej powszechnie
uznanej, tak jak w grach strategicznych. Omoéwimy podstawowe: rdzen, wartos¢ Shapley’a, nu-
kleous, a w dalszym rozdziatach rozwigzanie przetargowe Nasha. Krétko wzmiankujemy zbiory
stabilne i rozwigzanie przetargu Kalai’a-Smorodinsky’ego.

Definicja 11.1 (Gra koalicyjna z wyplatami ubocznymi). Gra koalicyjna z wyplatami ubocz-
nymi jest to para < N,v >, gdzie N = {1,..n} jest zbiorem graczy, a v : 2 — R, zwana
funkcja charakterystyczna gry, spelnia warunek v(()) = 0.

Definicja 11.2. Koalicja jest to dowolny podzbiér S € N. N nazywamy wielka koalicja. Liczbe
v(S) nazywamy wartoscia lub sila koalicji S.

Liczba v(S) jest wyplata jaka moze uzyska¢ S niezaleznie od dzialan, akcji, koalicji pozostatych
graczy. Zakltadamy ze istnieje medium-np. pieniadze, ktére ma jednakowa wartosé¢ dla wszyst-
kich graczy i ktore gracze moga wymienia¢ bez ograniczen miedzy soba—dopuszczamy wyplaty
uboczne (transferable utilities, side payments).

Na ogol bedziemy rozwazaé gry superaddytywne, czyli takie w ktérych wartoéé sumy dwoch
roztacznych koalicji jest nie mniejsza niz suma ich wartosci: taczenie sie koalicji jest oplacalne
(dokladniej—nie jest nieoplacalne). Jezeli nie bedzie explicite powiedziane inaczej, bedziemy w
dalszym ciggu zaktada¢ superaddytywnosé¢ GK.

Definicja 11.3. GK jest superaddytywna jezeli
S, Te2V: SNT=0=v(SUT) > v(S)+v(T).

Przyktad 11.1. Zagadnienie bankructwa. Niech N—zbiér wierzycieli (creditors, obligees), di—wierzytelnosé
(credibility) gracza i, M < 3¢y di—masa upadtosciowa, v (S) := maz{0, M — 3,45 d; }-funkcja

okreslajaca ile zostaloby koalicji S po sptaceniu wszystkich graczy spoza S, v2(S) := min{M, Y. g d; }funkcja
okredlajaca ile moze uzyskac koalicja S jesli pierwsza i bez uwzgledniania innych chce zrealizowaé

swoja wierzytelnos¢. < N, v; > jest superaddytywna, < N, vy > nie.

Wstep do Teorii Gier (© T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.



11.2. Podzial (Imputacja), Rdzen 73

Liczbe v(S) nazywamy taczna wyplata wszystkich graczy w S. Poszukujemy formalizacji pytania
i odpowiedzi na pytanie jakie koalicje powinny zosta¢ utworzone i jak podzieli¢ v(S) pomiedzy
uczestnikéw koalicji S. v(S) jest wyplata ktéra moze tacznie uzyskaé S, bez wzgledu na to co
zrobia gracze spoza S.

Na mocy superaddytywnosci warto$¢ v(IV) jest nie mniejsza niz suma wszystkich wartosci uzy-
skanych przez dowolny roztaczny zbiér koalicji ktére moga utworzyé gracze.

Bedziemy zakladaé ze gracze utworza wielka koalicje, a wiec lacznie uzyskaja
v(N).

Przyktad 11.2 (Bankructwo (The Bankruptcy Game)). Firma ktora zbankrutowala jest dtuzna
trzem wierzycielom A, B, C nastepujace sumy: A 10, B 20, C 30. Warto$¢ bankruta to 36.
Zdefiniujemy wartosé¢ kazdej koalicji S jako sume jaka moze uzyskaé gdy wszyscy gracze z
S := N\S otrzymaja cala sume ktéra zadaja, a zero wpp., i.e. gdy S zada 36 lub wiecej. Tak
wiec (zauwazmy ze wlasno$é superaddytywnosci jest spelniona):

v(A) =v(B) =0, v(C)=6, v(AUB) =6, v(AUC) =16, v(BUC) =26, v(N) =36 (11.1)

Mozemy jednakze inaczej zdefiniowaé wartosé kazdej koalicji S, jako sume jaka dostaje przy
umowie ”pierwszy bierze wszystko” (“the first takes all”): koalicja S uzyskuje sume wszyst-
kich wierzytelnosci zadan czlonkéw koalicji S, lub 36 jesli ta suma jest mie mniejsza niz 36
(superaddytywnos$é nie zachodzi):

v(A) =10, v(B) =20, v(C) =30, v(AUB) =30, v(AUC) =36, v(BUC) = 36, v(N) = 36.

(11.2)
Oto inna funkcja charakterystyczna (potrzeba conajmniej dwdch wierzycieli aby odzyskaé ich
dlug):

v(A) = v(B) = v(C) =0, v(AU B) = 30, v(AUC) =30, v(BUC) = 36, v(N) = 36. (11.3)

Przyktad 11.3. N = {Parlament = P, Senat = S, Prezydent = Pr}. Niech Mg C S oznacza
wiekszo$¢ w koalicji S: |[Mg| > [£]S]| + 1]. GK < N,v > zdefiniowana ponizej jest superaddy-
tywna.

o(S) = { 1, gdy S ma wiekszo$¢ w P, S i Pr, lub conajmniej 2/3 w P i S (11.4)

0, wpp.

11.2. Podzial (Imputacja), Rdzen

Wprowadzamy w GK dodatkowa strukture, ktéra pozwala na zdefiniowanie rozwiazania i stabil-
nosci. GK z taka struktura to GK z wyplatami ubocznymi (CG with transfer utilities, CGwTU).
Zakladamy ze gracze tworza wielka koalicje. Ma ona wartosé v(IN). Bedziemy chcieli podzielié
v(N) pomiedzy n graczy.

Definicja 11.4. Wektor = = (z1, z2, ..., ) € R" nazywamy wektorem wyplat < N,v >.
Wektor wyplat  nazywamy racjonalnym grupowo (lub alokacja) jezeli

n
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Wektor wyptat x nazywamy racjonalnym indywidualnie jezeli
r; > v({i}) Yi=1,..,n.
Wektor wyplat x nazywamy racjonalnym koalicyjnie jezeli

Vs 3 x> (S).

JjeS

Racjonalnos¢ grupowa oznacza efektywno$é wykorzystania wartosci wielkiej koalicji.
Racjonalnos¢ indywidualna—ze zaden gracz nie zgodzi sie na mniej niz gdyby utworzyl koalicje
jednoosobowa.

Racjonalnosé koalicyjna oznacza stabilnodé, patrz nizej.

Definicja 11.5 (Podzial (Imputacja)). Wektor wyplat z nazywamy podzialem (imputacja)
jezeli jest grupowo i indywidualnie racjonalny.

Podzial (imputacja) jest wiec indywidualnie racjonalna alokacja.
Lemat 11.1. W superaddytywych GK zbidr podzialéw jest niepusty.
Dowdd. Zdefiniujmy wektor wyplat:

) e, gy i=1,.n-1
"o { o(N) =X o({5}), gdy i=n, (11.5)

Jest to podzial, gdyz z superaddytywnosci z,, > v({n}). O

Przyktad 11.4. N = {1,2,3},v(N) =5,v(1) = 1,v(2) = 1,v(3) = 2,v(1U2) = 2,v(1U3) =
3,v(2U3) = 4. Zbiér podzialéw: {x : x1 + 22+ 23 =05, x1 > 1,29 > 1, z3 > 2}.

Definicja 11.6. Méwimy ze podzial = (x1, ..., x,) jest stabilny jezeli dla kazdej koalicji S

Zmi > v(S).

i€S
Wpp. méwimy ze podzial x jest niestabilny.
Stabilno$¢ podzialu oznacza ze jest on koalicyjnie racjonalny.

Definicja 11.7 (Rdzen). Zbiér C(v) = C stabilnych podzialéw nazywamy rdzeniem GK <
N,v >.

C:={x: in:v(N) N VYSCN in>v(5)}

iEN icS

Interpretacja: zaden podzbiér graczy z N nie ma powodu aby opuécié¢ wielka koalicje by otrzymaé
jako koalicja wyzsza taczna wyplate.
Rdzen moze sie sktadaé¢ z wielu (w szczegdlnoscei z continuum) punktéw, moze byé tez niein-
tuicyjny lub pusty. Ta ostatnia ”wada” powoduje ze rdzen nie moze spelniaé¢ takiej roli w GK
jak RN w GS. Istnieje jednakze wazna klasa GK, opisujaca klasyczny modele rynku, dla ktorej
rdzen jest niepusty. Sa to tzw. gry zréwnowazone, patrz nizej. W nastepnej czedci oméwimy
inna definicje¢ rozwiazania (wartos¢ Shapley’a) , ktéra bedzie zawsze istniala, i to doktadnie
jedna. Z drugiej strony rdzen ma definicyjng wlasno$é stabilnoéci, ktéra nie jest rozwazana przy
omawianiu indeksu Shapley’a.

Uwaga 11.1. Rdzen, jako zbiér wektorow o wspodtrzednych spelniajacych nieréwnosci nieostre,
jest domkniety i wypukty.
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Przyktad 11.5. W grze Bankructwo (11.1) w jej 1-ym wariancie rdzen ma postaé
C = {(:1:1,1:2,563) 21+ a9+ a3 =36,23 < 30, z20 <20, 6 <z < 10}.

Zauwazmy ze ”intuicyjnie sprawiedliwa” imputacja: podzial proporcjonalny do dtugu, (6,12, 18),
nalezy do rdzenia.

Przyktad 11.6 (Podzial 1 $ ). v(1,2,3) = 1 = v(1,2) = v(1,3) = v(2,3), v(l) = v(2) =
v3)=0.C={z:mi+a2+a3=1 2,20, mi+x;>1, 4,j=1,2,3, i#j} =0
Zauwazmy ze C = () takze dla v(i,j) = a > 2/3. To ze rdzen jest tu zbiorem pustym odpo-

wiada brakowi ”stabilnego rozwiazania” gry—gracz ktory nie nalezy do koalicji w ktorej sa dwaj
pozostali, moze zawsze ztozy¢ ”kontrpropozycje” dla jednego z nich.

Definicja 11.8. GK jest istotna jezeli

v({i}) < v(N).

1

n

1

W przeciwnym przypadku, czyli gdy > ; v({i}) = v(N), GK jest nieistotna. (superaddytyw-
nosé¢ wyklucza przeciwna (ostra) nieréwnosc).

Whniosek 11.1. GK jest nieistotna = jedynym podzialem jest x; = v({i}), i = 1,...n, oraz
YS C N u(8) = Xies o({i})
Definicja 11.9. GK jest gra o stalej sumie jezeli

VS C N u(S)+v(8) = v(N).

GK jest gra o sumie zero jezeli v(N) = 0.
Twierdzenie 11.1. Rdzeri C(v) istotnej GK o stalej sumie jest pusty.

Dowdd. Niech x bedzie dowolnym podziatem. Mamy > 1" ; v({i}) < v(N) (istotnoséé), a wiec
3k s x> v({k}) [wpp. v(N) = X0 2 < N v({i}) < v(N)]. Poniewaz GK jest gra o stalej
sumie, wiec v(N — {k}) + v({k}) = v(N). Tak wiec dla koalicji S := N — {k}

Swi= > mi—ap < v(N) —v({k}) = v(N — {k}) = v(S),

itk iEN
a wiec z ¢ C(v). O

Przyktad 11.7. Gra Wtasciciel i Pracownicy

Wtasciciel w i m pracownikéw: 1 < m < p := |P| wytwarza f(m) produktu, gdzie P jest
zbiorem wszystkich pracownikéw. Zaktadamy ze funkcja f : ®T — RT jest wklesta, niemale-
jaca, oraz f(0) = 0. Oznaczmy N = {w} U P - zbiér wszystkich graczy. Definujemy funkcje
charakterystyczna

v(S) = { gj(|5m PI) zii).w €5 (11.6)

Oznaczmy z = (zg, 21, ..., p)-wektor wypltat GK < N,v >, gdzie x( jest wyplata wlasciciela,
Z1, ..., Tp— wyplatami pracownikéw.
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Stwierdzenie 11.1. Rdzen Gry Wilasciciel i Pracownicy ma postac:

Jj=p
Cr={zeR"™:> a;=f(p), z:<flp)—flp—1), i=1,..p}
5=0
Dowéd. 7 definicji rdzen to zbiér C' = {(zo, ..., z;,) € RPT} takich ze:

k
o+ X1+ ... +£L'p — ijr > f(p— k) A {jl,,]k} C P,
r=1

zo+ 1+ ...+ 2, = f(p),

gdzie pierwszy zestaw réwnan to warunki na rdzen dla koalicji bez 1 < k < p — 1 pracownikow.
Kombinujac je z ostatnim réwnaniem mamy

k

C={zeR"™:> w;j=f(p), Dz, <flp)—flp—k), ¥ {ji,...jk} C P}

JEN r=1
W szczegblnoscei dla koalicji bez jednego pracownika:
ro+z1+..+a,—x; > f(p—1) Vi=1,..,p,

co implikuje z; < f(p) — f(p—1), j=1,...,p. Pokaze ze C; = C.
C C Cq: Niech x € C. Piszac nieréwno$¢ z powyzszych warunkow na C' p razy, dla kazdego z
graczy (czyli za kazdym razem dla k = 1) otrzymujemy p nieréwnosci

z; < f(p)—flp—1), VjeDP

a zatem x € (1.
C1 C C: Niech z € Cy. Mamy

V {j1, -k} CP xj < f(p)— flp—1), ..y zj, < f(p) — flp—1)}.

Dodajac te nieréwnosci otrzymujemy

T + T4, + .z, < K[f(p) = flp—=D] < f(p) — flp— k),

czyli z € C. Druga nier6wno$¢ dowodzimy indukcyjnie. Dla k = 1 mamy tozsamo$¢. Niech
nieréwnosé bedzie prawdziwa dla k. Do jej obu stron dodajemy f(p) — f(p — 1).

(k+Df) = flo—D]<2f(p) = flo—k) = flp—1) < f(p) — flp— (k+ 1))
Druga nieréwnos¢ wynika z wklestosci f, co wida¢ przepisujac ja w postaci
fo)=fle=1) < flp—k)— flp—(k+1)).
O

Przyktad 11.8. Gra Rynek Rekawiczek (The Glove Market)
m graczy ma po 1 lewej rekawiczce kazdy, n innych graczy — po 1 prawej, m < n. Oznaczamy
M, N — zbiory tych graczy. Definiujemy funkcje charakterystyczna

v(S) = min{|SN M|, |SNN|}.

v(S) jest liczba par (I,p) w koalicji S. W szczegdlnosci v(M U N) = m. Rdzen GK jest jedno-
elementowy:

C ={(Z1y ey Ty T 1y ooy Tintn) T = Lif i€ M, x; =04if i € N}.
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Dowad.

1. Latwo sprawdzi¢ ze zdefiniowany punkt nalezy do rdzenia.

2. Niech ktéry$ z "prawych” graczy, np. o numerze j > m + 1, ma w C wyplate x; > 0. Wtedy
dla koalicji S := M U N\{j} mamy

wi= Y wi—z;=v(MUN)—z; <v(MUN).
i€S i€ MUN

Ale v(S) = v(M U N)-liczba par rekawiczek w wielkiej koalicji. Tak wiec Y ;cqx;i < v(S), czyli
x ¢ C.

3. Niech ktérys z "lewych” graczy, o numerze j < m, ma w C wyplate x; < 1. Rozwazmy koalicje
zlozona z j i jednego z "prawych”, o numerze r i wyplacie z,. Musi wiec by¢ x; + =, > 1 (bo
v(rl) = 1). Poniewaz z; < 1 wiec z, > 0, sprzeczno$¢, bo poprzednio wykazaliémy ze w rdzeniu
wszystkie @, sa zerami. Tak wige dla "lewych” x; > 1. Poniewaz ey ¥ = v(M UN) =
m =} icnm Tj, wiee dla "lewych” zachodzi z; = 1. O

Rdzen tej gry jest "nieintuicyjny”. Strona bedaca "nawet w minimalnym nadmiarze” ma w C
wyplaty zerowe—warto$¢ rynkowa prawych rekawiczek jest zerowa. Okazuje si¢ ze drugie wazne
pojecie rozwigzania GK: warto$¢ Shapley’a, nie ma tego typu ”bulwersujacej” wtasnosci. Suma
wartosci Shapley’a (patrz nastepny wyktad) dla m = 10%,n = 10% + 1 wynosi 0,500428 dla
wlascicieli lewych rekawiczek, 0,499572 dla prawych.

11.3. Rdzen dla gier zré6wnowazonych

Istnieje wazna klasa GK, majaca zastosowanie w ekonomii matematycznej (klasyczny model
rynku), dla ktérej rdzen jest niepusty. Sa to tzw. gry zréwnowazone (balanced games).

Definicja 11.10. Zbiér liczb (Ag)scn : As € [0, 1] jest zréwnowazonym zbiorem wag (balanced
collection of weights) jezeli
Vie N Z Ag = 1.
S:eSs

Przyktad 11.9. N=3. Nastepujacy zbiér wag (\g) jest zréwnowazonym zbiorem wag:

[ 172, if|S|=2
)\5_{ . (11.7)

Definicja 11.11. GK < N,v > jest zrownowazona jezeli dla kazdego zréwnowazonego zbioru
wag (Ag) zachodzi

Z Asv(S) < v(N).
SCN

Twierdzenie 11.2 (Bondariewa 1963, Shapley 1967). GK < N,v > ma niepusty
rdzen < jest zrownowazona.

Dowdéd - patrz [19].

Cwiczenie 11.1. Gra Wlasciciel-Zwiazek Zawodowy.

Rozwazmy gre Wtasciciel-Pracownicy przy zatozeniu ze koalicja wszystkich graczy z wlascicie-
lem ma wartosé f(p), a wszystkie inne zero.

Rdzeh C ={x:z0+ 21+ 22+ ... +2(p) = f(p)}.
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Cwiczenie 11.2. M := {1,2,3}, VS C M v(S) =1 gdy |S| > 2, v(S) = 0 wpp., v(N) = 1.5.
N :=MU{4}, VS C N w(S) =v(S) gdyS C M, w(S) =0 wpp.

Znajdz rdzen gier < M,v >, < N,w >.

Odp: C(v) =0, C(w)=1{(1/2,1/2,1/2/0)}.

Cwiczenie 11.3. Gracz i jest nieistotny jezeli VS v({i} U S) = v(S). Pokaz ze
1. jesli gracz 7 jest nieistotny to v({i}) =0
2. jedli gracz i jest nieistotny i jesli x = (x1,...,zy) € C, to z; = 0.
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12.1. Wartosé Shapley’a

Uwaga 12.1. Poniewaz rdzen moze by¢ pusty, ”"nieintuicyjny”, lub np. sktadac si¢ z continuum
podzialéw, wiec nalezy szukaé innej koncepcji ”rozwiazania” gry.

Dla GK (N, v) definiujemy

Definicja 12.1 (Wartosé Shapley’a). Wartosé Shapley’a ¢(v) GK (IV, v) jest to wektor n liczb
rzeczywistych

¢(v) = [$1(v); .., on (V)]

spelniajacych aksjomaty:

al. Racjonalno$¢ grupowa (efektywno$é): > ;o ¢i(v) = v(IV).

Wektor wyptat ¢(v) jest alokacja.

a2. Symetria: Jezeli v(SU{i}) = v(SU{j}) dla kazdej koalicji S : i ¢ S, j ¢ S, to ¢;(v) = ¢;(v).
Jezeli v jest symetryczna wzgledem graczy i, j to ich wartoéci Shapley’a (patrz 12.2) sa jedna-
kowe.

a3. Gracz nieistotny: Jezeli v(S) = v(S U {i}) dla kazdej koalicji S, to ¢;(v) = 0.

Jezeli gracz nie pomaga ani nie szkodzi zadnej koalicji to jego wartos¢ Shapley’a jest zero.

ad. Addytywnosé: Jezeli u, v sa funkcjami charakterystycznymi, to ¢;(u+v) = ¢i(u)+¢i(v), i =
1,...,n, gdzie (u +v)(S) :=u(S) +v(S) VS C N.

Jest to najsilniejsze zatozenie: warto$¢ dwoch gier rozgrywanych ”"lacznie” jest réwna sumie
wartosci gier rozgrywanych ”oddzielnie” (u + v jest takze funkcja charakterystyczna !).

Wartos¢ Shapley’a jest imputacja. Daje ona wazny w zastosowaniach ”sprawiedliwy” podzial
wyptat wielkiej koalicji.

Definicja 12.2. Warto$¢ Shapley’a gracza i jest to wspoélrzedna ¢;(v) wartosci Shapley’a GK
< N,v >. opisuje warto$¢, site gracza w GK < N, v >.

Twierdzenie (wazne) 12.1. Istnieje dokladnie jedna wartosé Shapley’a GK <
N,v >.

Szkic dowodu: wpierw pokazemy ze warto$¢ Shapley’a ¢(v), jezeli istnieje, jest dana wzorem:

¢i(v) = Z cs/IS|, i=1,..,n,

S:eS

gdzie cg sa JEDNOZNACZNIE wyznaczonymi stalymi. Nastepnie znajdziemy szczegdlna war-
tos¢ Shapleya

_ ¢ '
oi(v) = Z ﬁ, i=1,..,n,

S:es

Wstep do Teorii Gier (©) T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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z explicite wyznaczonymi stalymi ¢g. Poniewaz cg sa jednoznaczne, wigc cg = ¢g VS C N, a
zatem ¢;(v) = ¢;(v), i = 1,...n, tzn. kazda wartos¢ Shapleya jest dana za pomoca powyzszego
wzoru, a wiec jest dokladnie jedna. Wykazemy wpierw

Lemat 12.1. Wartos¢ Shapley’a jest dana wzorem

Z ) 7 b n7

1€S |S|
gdzie c¢s sq wyznaczone JEDNOZNACZNIE wzorem rekurencyjnym (12.6) ponizej.
Dowdd. Rozwazmy dowolng koalicje () # S C N. Definiujemy funkcje charakterystyczna

wdﬂ:{é ﬁjSCT (12.1)
Rozwazamy GK < N,wg > (primitive game).
Fakt 1: W GK < N,wg > gracze spoza S sa nieistotni:
i¢S= ¢i(ws)=0
Dowod. Wykazemy, ze
VIICN:i¢T=ws(T)=ws(TU{i}). (12.2)

Na mocy aksjomatu a3, napisanego dla S — T'i v — wg bedzie to oznaczalo ze ¢;(wg) = 0.
Wzér (12.2) zachodzi gdyz:

Jesli T D S, to wg(T) = 1, a wigc tym bardziej wg(T U {i}) =

Jesli T A S, to sa mozliwe 3 przypadki:

SNT=T, SNT=0, T#SNT#0.

W kazdym z nich wg(T') = 0 = wg(T U {i}), co dowodzi (12.2). O
Fakt 2: W GK < N,wg > "gracze z S sa wymienialni” (interchangeable):

i,j €S = qbi(ws) = gbj(ws)

Dowdd. Wezmy dowolng koalicje T' dla ktorej ¢ ¢ T, j ¢ T. Dla tych i,j stosujemy wzor
(12.2): wg(T) = wg(T U {i}) = ws(T U{j}). Z aksjomatu symetrii a2 otrzymujemy ¢;(wg) =
¢j(ws). O
Fakt 3: Dla GK < N,wg > zachodzi

Z ¢i(wg) = wg(N) = 1.

iEN
Dowdd. Pierwsza réwnosé to aksjomat al, druga wynika z definicji wg. O
Fakt 4: Dla GK < N,wg > zachodzi

¢i(wg) = E dla i€ S.

Dowdd. 3 ey ¢i(ws) =1 =73 cq ¢i(ws) + Xigg di(ws) = [S|pi(ws) + 0. Pierwsza réwnos¢ to
Fakt 3, trzecia to Fakt 2 i Fakt 1. Dzielac otrzymujemy teze. O
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Whniosek 12.1.

1 .
= dy 1€ 8
_J 1810 9% 12.3
Pilws) { 0, gdy i¢S5, (12.3)
gdzie 0 wynika z Faktu 1.
Whniosek 12.2.
= dy i€ S
- — ] s 9% 12.4
dilews) { 0, gdy i¢S, (12.4)

gdyz cwg tez jest funkcjq charakterystyczng.

Fakt 5: W dowolnej GK < N, v > jej funkcje charakterystyczna v mozna przedstawi¢ w postaci

v = Z csws, (12.5)

SCN
gdzie cg - JEDNOZNACZNIE wyznaczone state.

Dowdd. Definiujemy ¢y := 0, a dalsze stale indukecyjnie (wpierw dla koalicji singlowych etc.):

cs :=v(S) — Z er (12.6)

TCS,T#S

Dla kazdej koalicji S C N zachodzi

Z CTU)T(S) == Z cr - ’LUT(S) + Z cr - wT(S) = Z Ccr - 1= Z cr +cg = U(S),

TCN TCS T¢S TCcS TCS,T+#S

gdzie druga réwnosé wynika z definicji wp (wp =0dlaT ¢ S, wpr =1 dla T C S), czwarta to
definicja cp. O

Fakt 6: Dla GK < N,v > warto$¢ Shapley’a ¢(v) = [¢1(v), ..., ¢n(v)] musi byé¢ postaci (jesli
istnieje)

pi(v) =Y ‘%S‘ i=1,..n.

S:HeS
Dowdd.
$i(v) = (Y csws) =Y dilcsws) = Y dilcsws) + Y dilcsws) = Y %%~
S S S:eS S:i¢S Sues

Pierwsza réwnos¢ wynika z Faktu 5, druga z aksjomatu a4, czwarta z Wniosku 12.2. Konczy to
dowdd Faktu 6, a wiec i Lematu 12.1. O

Definicja 12.3. Wyrazenie A;(S) := v(S) — v(S\{i}) jest to wkiad marginalny gracza i do
koalicji S :7 € S.

Lemat 12.2. Wartos¢ Shapley’a jest dana wzorem

bi(0) =~ 37 (18] - Dl(n — |S)IA(S) Yi=1,.n. (12.7)

—
n gics
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Dowdd. Sprawdzimy ze ¢(v) = [¢p1(v), ..., pn(v)] jest wartoscia Shapley’a, tzn. spelnia aksjomaty
al-a4.
ad:

iutv) = [(u+v)(S) — (u+v)(S\{i})] =
=D [u(S) —ul(S\{P] + Y- [o(S) — v(S\{i})] = ¢i(u) + i(v).

a3d: Mamy wykazaé:
VS C N :i ¢ S zachodzi implikacja v(S) =v(SU{i}) = ¢i(v) = 0.

Zdefiniujmy T := SU{i}. Mamy z zalozenia v(S) = v(SU{i}), czyli v(T\{i}) = v(T) VT : i € T.
Tak wiec dla kazdej koalicji T': i € T' i—ty skladnik sumy we wzorze (12.7) jest réwny 0.

a2: Mamy wykazaé: Jezeli v(T'U{i}) = v(T'U{j}) dla kazdej koalicji T nie zawierajacej i, j, to
6i(0) = 65(v).

Ustalmy gracza i. We wzorze (12.7) sumowanie jest po wszystkich koalicjach S dla ktérych
i € S. Dla takich S zdefiniujmy 7" := S\{i}. Mamy i ¢ T, |S| = |T| + 1, oraz

¢i(v) = 3 |T|(n — |T| = DI[p(T U {i}) — v(T)] =

S:esS
= Y 7|0 — |T| = [o(T U {i}) — o(T)] =
T:u¢T
= 3" |T|{n — |T] = D)![w(T U {i}) — o(T)].
TCN

Analogiczny wzér otrzymujemy dla ¢;(v) i korzystamy z zalozenia v(T U {i}) = v(T U {j}).
al: Wynika z nastepujacej interpretacji wzoru na v(IN). Niech gracze dochodza do wielkiej
koalicji jeden po drugim. Rozwazmy wszystkie mozliwe sposoby czyli wszystkie permutacje n
graczy i zalézmy ze kazda zachodzi z jednakowym prawdopodobiefistwem 1/n!. Wklad gracza
i do koalicji S : i € S wynosi [v(S) — v(S\{i})] Przy kazdej realizacji {i1,...,in} kolejnosci
wchodzenia do wielkiej koalicji mamy [utozsamiamy v(i) = v({i}) itp.]:

v(N) =v(i1) +v(i1 Uiz) —v(i1) +-- - +v(N) —v(ig U...Uip_1). (12.8)
Niech Zj sa zmiennymi losowymi (bo koalicje sa tworzone losowo) ktérych wartosei
Ly = U(il U...U Zk) — U(il U...U ik—l)a k=2,.n, Z:= U(il)

daja wktad gracza wchodzacego do koalicji {i1, ...,ix_1} graczy.

Piszemy n! razy wyrazenie na v(N), dla wszystkich permutacji graczy, czyli wszystkich sposo-
béw formowania sie wielkiej koalicji, sumujemy i dzielimy przez n!. Lewa strona otrzymanego
wyrazenia to v(N). Prawa strona jest réwna > oy ¢i(v). Tak wiec v(N) = > ;cn ¢i(v), co
konczy dowdd Lematu (12.2).

Przyktadowo: dla N = {1,2,3}:

v(N) =v(i1) + v(iy Uiz) — v(i1) + v(N) — v(in Uig).
Piszemy odpowiednie wzory dla wszystkich permutacji {1, 2, 3}:
v(N) =v(1) +v(12) —v(1) + v(N) — v(12),

o(N) = v(1) + v(13) — v(1) + v(N) — v(13),
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v(N) =v(2) + v(21) —v(2) + v(V) — v(21),
v(N) =v(2) + v(23) —v(2) + v(NV) — v(23),
v(N) =v(3) +v(31) —v(3) + v(N) — v(31),
v(N) =v(3) +v(32) — v(3) + v(N) — v(32),
i dodajemy, otrzymujemy teze. O

Wezesniej pokazalismy (Fakt 6) ze kazda warto$é Shapley’a (jezeli istnieje) jest postaci

)= 3 Zi=1,..m,

b
SCN,S:eS B

z jednoznacznie (indukcyjnie) wyznaczonymi stalymi cg. Wzér 12.7 takze daje cg. Wartosé
Shapley’a jest wiec wyznaczona jednoznacznie, co konczy dowdd Twierdzenia. O

Uwaga 12.2. W dowodzie nie zakladaliémy superaddytywnosci v.

Uwaga 12.3. Kazda wspdélrzedna wartosci Shapley’a mozna wyrazi¢ jako unormowana sume

wkladéw marginalnych: ¢;(v) = 4 35 A;(Si(R)), gdzie sumujemy po wszystkich permutacjach
R zbioru N graczy, S;(R) oznacza zbior graczy poprzedzajacych gracza i w permutacji R wraz

7 graczem i.

Wzér (12.7) ma nastepujaca interpretacje: ¢;(v) jest to wartosé oczekiwana wkladu gracza ¢ do
koalicji do ktorej nie nalezy (do ktérej dotacza), przy zalozeniu ze wszystkie permutacje graczy
w procesie formowania si¢ wielkiej koalicji sa jednakowo prawdopodobne (inaczej méwniac, ze
proces formowania sie wielkiej koalicji jest losowy).

Uwaga 12.4. Wartos¢ Shapley’a superaddytywnej GK jest indywidualnie racjonalna. Wartosé
Shapley’a nie superaddytywnej GK nie musi by¢ indywidualnie racjonalna, patrz Cwiczenie
12.10.

Relacje miedzy rdzeniem GK a jej wartoscia Shapley’a daje

Twierdzenie 12.2 (Ichiishi). Jesli GK z (niepustym) rdzeniem C ma wlasno$é ro-
sngcych wkiadow:

VS, T,i: (T'cS,ieT)=v(T)—v(T\i) <v(S)—v(S\i)),

to wartosé Shapley’a ¢ € C. Tak wiec dla takich gier (por. gry wypukle) rdzen jest
niepusty.

12.2. Indeks sily Shapley’a—Shubika

(Shapley—Shubik Power Index) Indeks sity Shapley’a—Shubika jest miara sily graczy w waznej
klasie tzw. gier glosowania, w ktérych proponoway kontrakt, decyzja, kandydat jest albo zaak-
ceptowany albo odrzucony. Koalicje ktore sa w stanie przeglosowaé dane propozycje sa nazy-
wane wygrywajacymi, pozostale—przegrywajacymi. Przyjmujemy ze warto$¢ zwycieskiej koalicji
wynosi 1, przegrywajacej O.

Definicja 12.4. Gra Prosta (Simple Game). GK jest prosta jezeli V S € 2V v(S) € {0,1}.
W grach prostych jezeli v(S) = 0 to S nazywa sie koalicja przegrywajaca, jezeli v(S) =
1-wygrywajaca.
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Whniosek 12.3. W grach prostych dowolny podzbior (nadzbior) koalicji przegrywajacej (wygry-
wagjgceej) jest przegrywajgcy (wygrywajgcy).
Przyktad 12.1. Gra na jednomyslnosé (The unanimity game)

1, gdy S=N
v(S) :{ 0 zgupz;). (12.9)

Przyktad 12.2 (Gra na wiekszosc).
_ ) L gdy |S|>n/2
v(S) = { 0. wpp. (12.10)
Na przyktad dla n = 3 jedynie singletony i koalicja pusta sa przegrywajace.
Przyktad 12.3. Gra glosowania wazonego (The weighted voting game)

v(S) = { (1)’ fuif;_ 2ies Wi > ¢ (12.11)

gdzie w;, ¢ = 1, ...n sa nieujemnymi wagami, ¢ > 0 (quota). Dla ¢ = (1/2) >~;c x w; gre nazywamy
gra glosowania wazonego wiekszo$ciowego (the weighted majority voting game). Dla w; = %
q:%; v(S)=1<|9] >%.

Uwaga 12.5. Dla gier prostych wzoér (12.7) upraszcza sie, gdyz réznica [v(S) — v(S\{i})] ma
wartos¢ 0 lub 1.

Definicja 12.5. Jezeli i € S, v(S\{i}) = 0, oraz v(S) = 1 to i jest graczem krytycznym
(critical player, swing voter) koalicji S.

Liczac warto$¢ Shapley’a gier prostych sumujemy w (12.7) jedynie po takich S dla ktérych gracz
1 jest krytyczny. Otrzymujemy tzw. Indeks Sity Shapley’a—Shubika:
¢i(v) = — > (IS| = DY(n —|S)! Vi=1,..n. (12.12)
© Sii krytyczny S

Indeks sity Shapleya-Shubika jest to wektor, ktérego wspdirzedne daja utamek ukladow, w
ktorych dany glosujacy (gracz) jest graczem krytycznym, czyli tym po przylaczeniu ktérego
koalicja jest wygrywajaca.

Przyktad 12.4 (Gra prosta: glosowanie (patrz [36]) A simple voting game). [6;4, 3,2, 1]: koalicja
wygrywajaca potrzebuje conajmniej 6 gloséw, gracz A dostarcza 4 glosy, B 3, C 2, D 1 glos.
Koalicje wygrywajace to AB, AC, ABC, ABD, ACD, BCD, ABCD. A jest graczem krytycznym
w b koalicjach, Bi C w 3, D w jednej, wiec indeks Banzhafa wynosi 5/12,3/12,3/12,1/12.

Przykltad 12.5. Wartoé¢ Shapley’a dla gry Wtasciciel-Pracownicy dla p = 2 pracownikéw
¢1(v) = 1/6[211(f(2) — f(1)) + LLF(1)] = 1/6[2f(2) = fF(V)]-
Przyjmujemy normalizacje f(2) =1, f(1) =« € [0, 1], otrzymujac
o1 =02 =1/6(2—0a), ¢o=[f(2)—d1—¢2=1/3(1+a).

Gdy drugi pracownik wnosi coraz mniejszy marginalny wktad do wielkiej koalicji, czyli dla
f(1) — f(2), wartos¢ Shapley’a wlasciciela: ¢g rosnie do 2/3.
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Przyktad 12.6. Warto$¢ Shapley’a dla gry Rekawiczki dla n lewych i n+1 prawych rekawiczek
Wynosi:

Dla n=1: (4/6,1/6,1/6). Dla rosnacych n sumy wartosci Shapley’a dla wlascicieli lewych i
prawych rekawiczek zblizaja sie. Suma wartosci Shapley’a dla m = 105 n = 10% + 1 wynosi
0,500428 dla wtascicieli lewych rekawiczek, 0,499572 dla prawych.

Oto nastepne przyktady pokazujace r6znice miedzy wartoécia Shapley’a (indeksem sity Shapley’a—Shubika)
a rdzeniem.

Przyktad 12.7. Rynek z jednym sprzedawca (1) i dwoma klientami (2,3).
v(1,2,3) = v(1,3) = v(2,3) = 1,v(S) = 0 dla pozostalych S. ¢(v) = (4/6,1/6,1/6), C =
{(1,0,0)}.

Przyktad 12.8. Gra wazonego glosowania: 4 graczy, wagi [2,1,1,1], suma wag = 5, wygrywa
wiekszo$¢ 3. Gracz 1 jest krytyczny gdy wchodzi do koalicji jako drugi lub trzeci. Pozostali
gracze sa symetryczni. Warto$é Shapley’a to (3/6,1/6,1/6,1/6), rdzen jest pusty. Gracz 1 ma
40% gloséw, ale jego wartosé Shapley’a to polowa wartoéci wielkiej koalicji.

Przyktad 12.9. Gra wazonego glosowania: 5 graczy, wagi [3,3,1,1,1].
Wartos$¢é Shapley’a to (9/30,9/30,4/30,4/30,4/30), rdzen jest pusty. Tu proporcja jest odwrot-
na: Gracz 1 ma 33,33% glosow, jego wartosé to (9/30 ~ 30% wartosci wielkiej koalicji.

Uwaga 12.6. Indeks sily Banzhafa (Banzhaf power index).

Istnieje szereg innych metod opisu sity graczy, wyborcéw. Jedng z najwazniejszych jest Indeks
Banzhafa. Indeks Banzhafa gracza jest wprost proporcjonalny do liczby koalicji, w ktérych
dany gracz jest wyborcg krytycznym, przy czym suma indekséw Banzhafa wszystkich graczy
jest réwna 1.

12.3. Zbiory stabilne

Zbiory stabilne zostaly zaproponowane w monografii J. von Neumanna i O. Morgensterna [16]
jako "rozwiazanie” GK. Przystepne omoéwienie i przyklady mozna znalezé np. w [36].

Definicja 12.6. W GK podzial x przebija podzial y jezeli istnieje koalicja S t. ze
Zazi <wv(S) oraz Vi € S x; > y;.
€S
Uwaga 12.7. Rdzen GK jest to zbidr jej podzialéw nieprzebijalnych (przez zadne inne podzialy).

Definicja 12.7. Zbiér II podziatéw w GK jest zbiorem stabilnym tej GK jezeli
1. z € II, y € Il = x nie przebija y.
2.z ¢ 1= Jrell: z przebija z.

Twierdzenie 12.3. [Dia danej GK z rdzeniem C|
1. Kazdy zbior stabilny zawiera C
2. Jesli C' jest zbiorem stabilnym, to jest jedynym
3. Jesli A, B sq zbiorami stabilnymi, to A nie jest podzbiorem wia$ciwym B.

Gry na og6l maja wiele zbioréw stabilnych, moga tez (dla n > 10) ich nie mie¢.
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12.4. Nukleous

Nukleous zostal wprowadzony jako alternatywna koncepcja ”"rozwigzania” GK. Przystepne omo-
wienie i przyktady mozna znalezé np. w [36]. W szczegdlnosei zachodzi

Twierdzenie 12.4. Nukleous jest jednoelementowy.
Jesli rdzen jest niepusty, to nukleous nalezy do rdzenia.

Przyktad 12.10.
v(1) = v(2) = 0,0(3) = 1,v({1,2,3} = 5,0(1,2) = 3.5,0(1,3) = v(2,3) = 0.
Warto$¢é Shapley’a ¢(v) = (25/12,25/12,10/12), a wiec warunek indywidualnej racjonalnosci

¢i(v) = v({i})
nie jest spelniony dla ¢ = 3. Koalicja {1, 2} nie spelnia warunku superaddytywnosci.

Cwiczenie 12.1. Znalezé wartoéé Shapley’a 3—-osobowej GK Podzial 1 $, w ktérej koalicje 2
graczy maja wartos¢ a € [0, 1], jednoosobowe 0, wielka 1.

Rozwigzanie. Wstawiajac do wzoru Shapley’a obliczamy ¢; = 1/3, i = 1,2, 3. Mozna tez zgad-
naé¢ z symetrii graczy.

Cwiczenie 12.2. Znalezé wartoéci Shapleya dla Gry Bankructwo 11.1, 11.2, 11.3.
Odp. ¢ = (7,12,17), (6,11,19), (11,11, 14).



13. Gry iterowane

13.1. Motywacje

Uzywa sie tez nazwy gry powtarzane (repeated games, infinitely repeated games, iterated games).
W $wiecie realnym podmioty interakcji, gracze czesto wchodza w interakcje z tymi samymi prze-
ciwnikami, partnerami. Perspektywa przysztych interakcji z tym samym graczem moze istotnie
wplywaé na wybér strategii graczy.

Gry powtarzane opisuja np. sytuacje wielokrotnych interakcji spotecznych, altruizmu, kary etc.
Gracz musi uwzgledni¢ wplyw granej akcji na przyszle akcje przeciwnikow. Pojedyncza interak-
cja jest opisywana pewna gra strategiczng (stage game, one—shot game). Gracze wielokrotnie po-
wtarzaja te gre, podejmujac za kazdym razem decyzje o wyborze akcji jednoczesnie (ogélniej—nie
znajac decyzji pozostalych graczy), natomiast znajac poprzednie akcje pozostalych graczy.
Jest wiele przyktadéw powtarzalnych interakcji z ktérych kazda jest np. opisywana tg sama
jednokrotng gra strategiczna i ktére nie maja okreslonego terminu zakoniczenia, horyzontu cza-
sowego. Z drugiej strony w wielu przypadkach termin zakonczenia takich interakcji nie odgrywa
istotnej roli w planowaniu strategii graczy. W takich przypadkach model z nieskoniczona liczba
interakcji moze by¢ lepszy do opisu strategii graczy.

Gry iterowane dzielimy na skoniczone i nieskoniczone. Gra skoniczona to cigg skonczenie n razy
powtarzanej gry jednokrotnej, przy czym n jest znang liczba.

Przyktad 13.1. n-krotny Dylemat Wieznia.
Metoda indukcji wstecznej zastosowana do réwnowaznej EGwII pokazuje ze racjonalny gracz
gra defekcje w kazdej grze pojedynczej.

Gra nieskoniczona (bedziemy uzywaé skrétu GN lub GI: Gra Iterowana) to nieskonczony ciag
takich gier. Bedziemy zajmowali sie powtarzanymi grami nieskonczonymi. Motywacja do ich
wprowadzenia jest np. fakt ze w wielu sytuacjach nie znamy liczby przysztych interakcji.
Poniewaz nie mozna zastosowaé¢ metody indukcji wstecznej, wiec w nieskonczonym Dylemacie
Wieznia nie jest oczywiste jakie akcje powinien podejmowaé racjonalny gracz—$wiadomosé kary
w przyszlych grach za defekcje w pewnej chwili (czyli obnizenia wyplaty) moze spowodowaé
wybér kooperacji.

Wyplaty bedziemy opisywaé jako sume wyplat z gier pojedynczych. Aby uniknaé wyptat nie-
skonczonych wprowadzimy czynnik dyskontujacy wyplaty. Formalnie bedzie to odpowiadato
sytuacji gdy po kazdej grze pojedynczej jest niezerowe prawdopodobienstwo w ze bedzie grana
nastepna gra pojedyncza. Warto$¢ oczekiwana liczby takich gier jest wtedy réwna 1/(1 — w).

Przyktad 13.2. Iterowany Dylemat Wigznia (IDW) (Iterated Prisoner’s Dilemma, IPD)

Jest to najbardziej—ze wzgledu na zastosowania—popularny przyktad gry nieskonczenie powta-
rzanej. Gdy nie jest explicite powiedziane inaczej, wyjsciowa gra pojedyncza jest dwuosobowy
Dylemat Wieznia [R,S,T,P], T > R > P > S. Aby utrzymywanie kooperacji bylo bardziej
oplacalne niz naprzemienne zdradzanie i kooperowanie, zaktada si¢ dodatkowo ze 2R > T + S.

Wstep do Teorii Gier (© T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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13.2. Definicje

Niech GS=< N, (A;), (u;) > bedzie gra strategiczna, rozgrywana w dyskretnych chwilach czasu
t=1,2,... (stage game). Zakladamy ze w chwili ¢ gracze znaja akcje przeciwnikéw podejmowane
w t — 1,.... Zalozenie to bedzie w szczegdlnosci potrzebne do zdefiniowania strategii graczy.
Oznaczmy

a' € XienA;

—profil akcji granych w chwili .
Definicja 13.1. Historia do (chwili) ¢ (in time t) jest to ciag profili akcji

ht = (% al,...,a™Y), t=1,2,..,

0

gdzie a” oznacza profil pusty, formalnie potrzebny do okreslenia akcji granej poczatku gry.

Na przyktad dla dwéch graczy historia do ¢ jest to ciag ¢ — 1 par akcji.

Uzywajac nomenklatury z teorii GE méwimy ze historia jest zakonczona wtedy i tylko wtedy
gdy jest nieskoficzona. Formalnie historia zakonczona to nieskonczony ciag profili (a°, a!, a?,...).
W celu zdefiniowania strategii w GN oznaczmy:

H'-zbiér wszystkich historii do t. Mozemy napisaé
t t—1
H" = x 1 A.
Definicja (wazna) 13.2. Strategia (czysta) gracza i jest to nieskonczony ciag funkcji
s; = (s1,...,80,..),

gdzie st : H' — A;—~funkcja zwracajaca akcje gracza i po historii do ¢; st(h') jest to akcja gracza
i po historii h' (czyli w chwili t) gdy stosuje strategie s;.

Przyklad 13.3. Strategia grim-trigger (strategia cynglowa) w Iterowanym DW (IDW):
s = C,

(2

e { C, gdya’,=CdlaT=1,2,..,t—1 (13.1)

D, wpp.,

Gracz stosujacy te strategie zaczyna akcja C i gra C do chwili gdy przeciwnik zagra D, i od tego
momentu gra D niezaleznie od akcji przeciwnika.
Przyktady innych strategii w IDW.

1. All C—zawsze kooperuj.

2. All D—zawsze zdradza].

3. TFT-Wet Za Wet (Tit For Tat): w pierwszej rundzie koperuj, nastepnie powtarzaj ostatni
ruch przeciwnika.

4. TFT2-Wet Za 2 Wety (Tit For 2 Tats): zdradzaj gdy przeciwnik zdradzil w 2 poprzednich
rundach, wpp. kooperuj.

5. BRUTAL: w pierwszym ruchu kooperuj. Nastepnie: jezeli przeciwnik kooperuje, zdradzaj co
druga runde, jesli w pewnej rundzie zdradzi, graj caly czas D.

6. WIN-STAY, LOSE-SHIFT (PAVLOV): Graj C w pierwszej rundzie, po (C,C) i po (D,D)
wpp. graj D.

7. STANDI1: w pierwszym ruchu zdradz. Jezeli przeciwnik tez zdradzil, to zdradzaj we wszyst-
kich kolejnych rundach, jesli kooperowal to kooperuj we wszystkich kolejnych rundach, w
obu przypadkach niezaleznie od akcji przeciwnika.



13.8. Réwnowaga Nasha 89

8. STAND2: w pierwszych 2 ruchach zdradz. Jezeli w nich przeciwnik chociaz raz zdradzil, to
zdradzaj we wszystkich kolejnych rundach, jesli nie, to kooperuj we wszystkich kolejnych
rundach, w obu przypadkach niezaleznie od akcji przeciwnika.

Uwaga 13.1. Analogicznie jak dla GE, profil strategii wszystkich graczy (si,...,s,) wyznacza
historie zakonczona. Na przyklad dla n = 2 jezeli obaj gracze graja grim-trigger, historia za-
koficzona bedzie nieskoficzony ciag par (C,C) (poprzedzony a?).

Definicja 13.3. Wyplata gracza i z nieskoficzonego ciagu profili akeji h = (a', a?,...) jest dana

Wzorem
[e’¢)

Uz(h) = (1 - (5) Z(St_lui(at).

t=1
Normalizacja 1 — § pozwala oblicza¢ wyptaty gry pojedynczej i powtarzalnej w tych samych
jednostkach. Na przyklad jezeli wyplaty maja postaé u;(at) = 2, to U;(h) = 2.

13.3. Réwnowaga Nasha

Zdefiniujemy réwnowage Nasha.
Poniewaz profil strategii s = (s1, ...S,) generuje nieskoficzony ciag akcji h, wiec uzyjemy symbolu
Ui(s) na oznaczenie wyplaty gracza ¢ z profilu strategii s. Formalnie:

Ui(s) := U(h),
gdzie h jest zakofczona historig generowana przez profil strategii s. Na przyklad dla dwoch
graczy stosujacych strategie grimm—trigger w DW [2,0,3,1], U;(s) = 2.
Definicja (wazna) 13.4. Profil s jest RN w GI jezeli

Ui(si, 871') > U,;(s;, Sfi) Vi = 1, ey N
Przyktad 13.4. W IDW profil w ktérym strategia kazdego gracza to: graj D po kazdej historii
do t jest RN.
Okazuje sie ze nie jest to jedyna RN w IDW.

Przyktad 13.5. Profil s := (GT,GT) (GT=grim—trigger) jest RN.

Pokazemy to dla 2-osobowego IDW z macierza wyplat gry pojedynczej (2,0, 3,1]. Wyplata np.
1-go gracza z s := (GT,GT) to U1 ((GT,GT)) = 2.

Jezeli pewna inna strategia 51 gracza 1 ma daé¢ wyzszg wyplate, gracz 1 musi zdradzi¢ w pewnej
rundzie T+1 po raz pierwszy. Gracz 2 gra strategie grimm—trigger, czyli nie zdradza do T+1,
natomiast gra D poczynajac od rundy T+2. Najlepsza odpowiedz gracza 1 jest wtedy D we
wszystkich kolejnych rundach. Generuje to nastepujacy ciag profili akcji:

h=((C,0C),(C0),..(CC),(D,C),(D,D),(D,D),..),
gdzie (D, () jest grane w rundzie T + 1, oraz ciag wyplat
(2,2,..,2,,3,1,1,...).
Znormalizowana wyplata:
Ui(31,GT) = (1 = 6)[2+ 20 +26% + ... + 26771 + 367 4 1677 + 16772 ] =2+ 67 — 2671,

Latwo widaé ze dla s := GT
Ui(s,s) > U;i(5,s) < d > 1/2.

Tak wiec, gdy czynnik dyskontowy jest conajmniej 0.5 to para strategii grim—trigger jest RN
w nieskonczenie powtarzanym (iterowanym) Dylemacie Wieznia z macierza wyplat [2,0,3,1].
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Uwaga 13.2. Analogiczny rachunek dla ogélnego Dylematu Wieznia daje warunek § > % na

to by para strategii (GT, GT') byta RN.

Przyktad 13.6. Para strategii (T'FT,TFT) jest RN w nieskoniczenie powtarzanym Dylemacie
WigzZnia dla dostatecznie duzego czynnika dyskontowego.

Obaj gracze stosujac TFT grajag w kazdej rundzie C i maja w IDW znormalizowane wyptaty
rowne R kazdy. Zalézmy ze gracz 2 zmienia strategie. Aby dala ona wyzsza wyptate niz z pary
TFT, w pewnej rundzie T gracz 2 musi zagra¢ D, czyli w T jest grany profil (C, D). W rundzie
T + 1 gracz 1 gra D i kontynuuje D do rundy w ktérej gracz 2 powraca do C (wlacznie z ta
runda). Gracz 2 ma od T+ 1 dwie mozliwosci: powr6t do C lub kontynuowanie D, co daje dwie
mozliwe strategie: Si, So. W pierwszym przypadku, czyli gdy w T + 1 grane jest (D,C), gracz
1w T+ 2 gra C, czyli 2 ma taka sytuacje jak na poczatku gry. W drugim gracz 1 kontynuuje
D.

W pierwszym przypadku historia ma postaé

h=((C,C),(C,C),..(C,C),(C,D),(D,C),(C,D),...),

gdzie pierwsze (C, D) jest grane w T. Odpowiadajacy jej ciag wyplat gracza 2 w grach poje-
dynczych to
(R,R,..,R,T,P,T,...).

Poniewaz przez pierwsze T — 1 rund wyplaty gracza 2 pokrywaja sie z jego wyplatami z pier-
wotnej strategii TF'T, wigc przy poréwnywaniu wyplat za runde 1 przyjmiemy chwile 7'. Znor-
malizowana wyplata 2 od rundy T ze strategii Si:

N T 58
TFET) = (1 — 8)[T5° Lore?+ . ]= —— + ——.
U(S1, TFT) = (1= )[T6° + 80" + T6? + ] = o=+

Latwo widaé ze
Us(S1, TFT) < Uy(TFT,TFT)=R <6 > (T — R)/(R—S).
W drugim przypadku historia ma postaé
h=((C,C),(C0),..(CC),(C D), (D,D),(D,D),..),
gdzie (C, D) jest grane w T'. Odpowiadajacy mu ciag wyplat gracza 2 w grach pojedynczych to
(R,R,..,R,T,P,P,..).

Znormalizowana wyplata gracza 2 ze strategii So od rundy T

~ )
Widaé ze
UQ(SQ, TFT)< U(TFT,TFT)=R< 6> (T —R)/(T — P).
Identyczne rozumowanie przeprowadzamy dla gracza 1. Tak wiec, gdy czynnik dyskontowy

jest dostatecznie duzy, para strategii TFT jest RN w nieskoniczenie powtarzanym Dylemacie
WigzZnia.
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13.4. Twierdzenia o istnieniu

Dla twierdzen o istnieniu w grach iterowanych uzywa si¢ tez np. nazw: twierdzenia potoczne,
ludowe, ktére biorg sie stad ze byly one znane od pewnego czasu, a nie sg znani ich pierwsi
autorzy.

Typowe twierdzenie potoczne méwi ze w grze powtarzalnej prawie kazdy wynik (ciag wyplat
graczy) moze by¢ zrealizowany w pewnej RN, o ile czynnik dyskontowy jest dostatecznie duzy.
Ré7Zne zalozenia daja rézne postacie twierdzenia potocznego.

Definicja 13.5. Gwarantowana wyplata (reservation payoff) w 2-osobowej GN gracza i jest to
liczba
U = ming_ maxg,U;(S;, S—;).

Jest to wyplata jaka ¢ moze sobie zagwarantowaé zaktadajac ze przeciwnik bedzie chcial by byta
ona jak najmniejsza. Na przyktad dla IDW gracz AllD ma gwarantowana wyptate P/(1 — 9).

Definicja 13.6. Procentem (udziatem) kooperacji w zakonczonej historii IDW jest to granica

li toc
th—»ooTy

gdzie toe jest liczba gier pojedynczych do rundy ¢, w ktérych byla grana para akeji (C, C).

Twierdzenie 13.1. Dla dowolnej liczby o € (0,1) istnieje, dla dostatecznie duzego
czynnika dyskontowego 6 RN w IDW indukujgca zakoriczong historie h takq zZe a jest
procentem (udziatem) kooperacji w h.

Cwiczenie 13.1. IDW jako gra jednokrotna
Niech w € [0,1) oznacza prawdopodobienistwo kazdej nastepnej gry. Niech T oznacza wyplate
w grze jednokrotnej. Wtedy wyplate ze strategii w ktorej gracz otrzymuje w kazdym kroku T
definiujemy

> w 1
THuwl+w' T+ .. =T+Tw) w'=T+T—— =T

—w 1—w’

n=0

Rozwazmy gre 2-osobowa w ktorej kazdy z graczy moze graé¢ jedng ze strategii: AlID, TFT, z
wyptatami T, R, P, S, T > R > P > S jednokrotnego Dylematu WieZnia. Macierz wyptat ma
postaé

| TFT AlID
TFT R/(1-w),R/(1-w) S+Pw/(1-w),P/(1-w)
AlID | T+Pw/(1-w),S+Pw/(1-w) P/(1-w),P/(1-w)

lub, oznaczajac x = w/(1-w):
| TFT AlID

TFT | R(1+x),R(1+x)  S+Px,T+Px
AID | T+Px,S+Px  P(14x),P(1+x)

Opro6cz "nieefektywnej” réwnowagi Nasha (AllD, AllD) istnieje dla 1 > w > wp := %%g syme-
tryczna RN: (TFT,TFT). Zmienil si¢ typ gry.
W kazdej z dwoch RN gracze graja te same akcje.
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14.1. Wprowadzenie

Przetargi (ang. bargaining) formalizuja sytuacje w ktérych nie ma zgody co do akcji ktére
powinni podjaé gracze by uzyskaé jak najlepszy wynik i mozliwe sg negocjacje pomiedzy gra-
czami. Wynikiem moze by¢ np. podzial zysku miedzy wtasciciela i pracownikéw, podzial réznicy
miedzy oferta sprzedawcy i kupujacego.

Istnieja dwa zasadnicze podejécia do problemu przatargu.

1. Model aksjomatyczny (normatywny, statyczny): wynik przetargu (chcialoby sie by byl okre-
Slony jednoznacznie) jest rezultatem spelnienia mozliwie rozsadnych aksjomatéw. Model taki
nie opisuje procedury przetargowej, czyli regul i przebiegu negocjacji, a jedynie analizuje moz-
liwe wyniki, uwzgledniajace mozliwe akcje graczy i ich preferencje, i na podstawie ustalonych
aksjomatéw daje jednoznacznie okreslone rozwiazanie.

2. Model strategiczny (dynamiczny): wynik przetargu jest konsekwencja ciagu sekwencyjnie
sktadanych ofert. W standardowej, podstawowej wersji taki model jest opisany pewna gra eks-
tensywna z doskonala informacja.

W tym rozdziale bedziemy zajmowac sie gtéwnie modelem aksjomatycznym. Opiszemy procedu-
re (zestaw aksjomatéw) ktora kazdemu zbiorowi mozliwych ”wynikéw” stosowania réznych akeji
przez graczy przyporzadkowuje doktadnie jeden wynik, ktory bedziemy nazywaé rozwigzaniem
przetargu.

Uwaga 14.1. W szczegdlnosci wymaga sie by nie istnial taki wynik gry ktéry byltby lepszy od
zaproponowanego (wynegocjowanego) dla conajmniej jednego gracza i nie gorszy dla wszyst-
kich (innych) graczy (Pareto-optymalno$¢). Nie moze tez by¢ wynegocjowany wynik gry ktory
conajmniej jednemu graczowi daje wyplate nizszg niz gdyby nie bral udzialu w negocjacjach.
Zatézmy ze oddaja decyzje dotyczaca tego co ma by¢ grane, tzn. jakie strategie i jaki ma byé
wynik (wyplata) kazdego gracza, w rece arbitra. Jakimi regutami powinni si¢ kierowaé gracze i
arbiter by istnial taki wynik i byt jednoznaczny?

14.2. Aksjomatyczny model przetargu Nasha (schemat arbitrazowy Nasha)

N = 2 graczy moze si¢ porozumie¢ lub nie. Niech X oznacza pewien zbiér, nazywany zbiorem
mozliwych wynikéw, porozumien graczy, D - zbiér jednoelementowy, oznaczajacy brak porozu-
mienia, u; : X UD — R,i=1,2 - funkcja wyptat gracza i. X generuje zbiér par wyplat

{(v1,v2) 1 v; = ui(z),z € X,i=1,2}. (14.1)

Elementy tego zbioru to mozliwe do wynegocjowania wyplaty graczy. Dodatkowo zbiér D ge-
neruje pare wyplat d = (dy, dz) = (u1(d), uz(d)) : d € D (jest to jedyny element D).

Powyzszy zbior obiektéw precyzuje pewna sytuacje przetargowa < N, X, D, (u;),i € N >.
Bedziemy chcieli kazdej takiej sytuacji przetargowej jednoznacznie przyporzadkowaé pare wy-
plat, ktéra bedziemy nazywaé rozwiazaniem zagadnienia przetargu.

Definicja 14.1. Przetarg jest to para (U, d) taka ze

Wstep do Teorii Gier (©) T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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1.U C R? - zbiér mozliwych wynikéw przetargu (wyplat graczy).

2. d = (dy,ds) € U. Jedli d nazwiemy brakiem zgody to brak zgody jest mozliwym wynikiem
przetargu.

3. I(v1,v2) € U : vy > dy, vy > dy — istnieje wynik przetargu lepszy od braku zgody.

4. U jest wypukly i zwarty w R2.

Przetarg mozemy identyfikowaé z wypuklym i zwartym zbiorem U C R? z wyréznionym punk-
tem d : (v, v2) €U 1 v; > dj, i = 1,2.

Zwarto$é pociaga w szczegdlnosci ograniczonosé wyplat.

d € U oznacza ze niezgoda, brak porozumienia, daje graczom takze pewne wyplaty.

v;i > di,t = 1,2 zapewnia ze istnieje inny wynik niz niezgoda, lepszy dla obojga graczy niz
niezgoda.

Niech B oznacza zbiér wszystkich przetargdw.

Definicja 14.2. Schemat arbitrazowy jest to funkcja f: B — U C R?.

Schemat arbitrazowy przyporzadkowuje kazdemu przetargowi (U, d) pewien element zbioru U.
Ten element nazywamy rozwigzaniem przetargu (U, d).

Oczywidcie takich schematéw jest ”bardzo wiele”. J.F. Nash zaproponowat cztery akceptowalne
aksjomaty ktore implikuja jednoznacznosé schematu arbitrazowego.

14.3. Aksjomaty Nasha

I. Aksjomat optymalnosci Pareto.

Niech (U, d) — przetarg, (vi,v2) € U, (vy,vs) € U. Jezeli v; > vy, v9 > vy, to (vy,vy) & f((U,d)),
tzn. (v}, vy) nie moze by¢ rozwiazaniem przetargu (U, d).

II. Aksjomat symetrii.

Definicja 14.3. Przetarg (U,d) jest symetryczny jezeli di = dy oraz (vi,ve) € U < (vg,v1) €
U.

Jezeli (U,d) jest symetryczny to fi((U,d)) = f2((U,d)), gdzie f = (fi1, f2) jest schematem
arbitrazowum.

Interpretacja: Jezeli gracze sa nierozrdznialni, to rozwigzanie przetargu musi daé¢ kazdemu z
nich taka sama wyplate.

ITI. Aksjomat niezmienniczosci wzgledem afinicznych transformacji wyptat.

Niech (v}, v3) bedzie rozwiazaniem przetargu (U, d), niech a; > 0,b; > 0,7 = 1,2. Zdefiniujmy
drugi przetarg (U',d'):

U' = {(ayv1 + b1, agva + by) : (v1,v9) € U},
oraz stale d; = a;d; + b, =1,2.

Wtedy rozwiazaniem przetargu (U',d') : d = (d}, dy) jest para wyplat (a1v} + b1, agvi + b).
Inaczej moéowiac, rownosé

f((U,d)) = (v1,v3)
implikuje rownosé
(U d)) = aifi(U.d) + b, f(U,d) =}, i=12

Przyktad 14.1. d = (0,0),a; =2,a2 =1,b =b+2=0
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IV. Aksjomat niezaleznosci od nieistotnych alternatyw.

Niech (U,d), (U',d') przetargi t. ze U C U. Niech v* = (v}, v})-rozwiazanie przetargu (U, d),
oraz niech v* € U, tzn. f((U,d)) € U'. Wtedy v* jest rozwigzaniem przetargu (U, d), tzn.
F(U,d) = F(U,d)).

Interpretacja: Jezeli "zawezimy” przetarg nie usuwajac pierwotnego rozwiazania przetargu, to
pozostaje ono rozwiazaniem przetargu z zawezonym przetargu.

Komentarze do aksjomatow.

I: Gracze nie zgadzaja sie na rozwiazanie gorsze dla obojga.

II. Jezeli gracze sa nierozréznialni to rozwiazanie przetargu musi da¢ kazdemu z nich taka sama
wyplate.

III. Oba rozwigzania przetargowe "reprezentuja te samag sytuacje”.

IV. Kalai i Smorodinsky zaproponowali w 1975 roku inny schemat arbitrazowy, nie spelniajacy
aksjomatu IV. Omoéwienie tego schematu i przyktady mozna znalezé np. w monografii Straffina.

Twierdzenie (wazne) 14.1. Istnicje doklgdnie jeden schemat arbitrazowy f~ : B =
R? spetniajqcy aksjomaty I-IV. Przyporzedkowuje on kazdemu przetargowi (U, d) roz-
wigzanie przetargu bedgce rozwigzaniem zagadnienia maksymalizacyi:

MAT (4, dy)< (v1,09)eU (V1 — d1)(v2 — da).

Inaczey:
(U, d)) = argmaz 4, d,)<(un wr)ev (01 — d1)(v2 — da).

Uwaga: fY ma dwie wspoélrzedne.

Definicja 14.4. Schemat arbitrazowy z powyzszego twierdzenia nazywamy rozwigzaniem prze-
targowym Nasha.

Dowéd. Krok 1: fV jest dobrze okrelona: zbiér {v € U : v; > d;,i = 1,2} jest zwarty, funkcja
H :U = R'H(vi,v2) := (v1 — dy)(v2 — da) jest ciagla, wiec istnieje jednoznaczne rozwigzanie
problemu maksymalizacji definiujacego fV. Jest ono jedyne, gdyz:

1. H jest Scisle quasi-wklesta na {v € U :v; > d;, i=1,2}

2. el :v;>dj,i=1,2

3. U jest wypukty.

Krok 2: fV spelnia aksjomaty I-IV:

III: Niech (U,d), (U',d)-jjak w aksjomacie I. Wtedy

v/EU/<:>E|v€U:v;:aivi+bi,i:1,2.

Poniewaz
(v1 — dy)(vy — dy) = araz(vi — di)(va — da),

wiec (vi,v3) = fN((U,d)) maksymalizuje prawa strone ostatniej réwnosci po U wtedy i tylko
wtedy gdy (a1v%, agvs + bo) = fN((U',d')) maksymalizuje lewa strone po U’ .

II: Niech (U, d)—przetarg symetryczny. Niech (v}, v3) maksymalizuje funkcje H po zbiorze U.
Poniewaz H jest funkcja symetryczna, wiec réwniez (vi, v}) maksymalizuje H po U. Z jedno-
znacznosci maksymizera (vy, vs)=(v3, v]).

IV: Niech U' c U. Jezeli v’ € U maksymalizuje H po U, to tym bardziej po U .

I. Niechv e U,v € U : v; > v;,i = 1,2. Poniewaz H jest rosnaca w kazdym swoim argumencie,
wiec v’ nie moze maksymalizowa¢ H.
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Pokazemy jednoznaczno$é fV. Niech f-rozwiazanie przetargu spelniajace aksjomaty I-IV.
Krok I.

Niech fN((U,d)) = (z1,22). Poniewaz istnieje (s1,s2) € U : s; > d;,i = 1,2, wiec z; > di,i =
1,2. Niech (U, d')-przetarg otrzymany z (U, d) przez taka transformacje s; — azs; +b;,i = 1,2
ktéra przeprowadza punkt d do (0,0) a rozwiazanie f((U,d)) do 1/2,1/2 (mozna policzyé).
Poniewaz f i fV spelniaja aksjomat III, wiec

F(U',0)) = ai fi(U,d)+bi, fN((U,0)) = aifN((U,d) +b;, i =1,2.

Stad , /
N(U,d) = f((U,d) & FN((U,0) = F((U,0)).

Poniewaz fN((U',0)) = (1/2,1/2), wiec wystarczy pokazaé ze f((U',0)) = (1/2,1/2). Wykaze-
my to w krokach II-V.
Krok II.

Stwierdzenie 14.1. U’ nie zawiera punktéw (vy,vy') t. ze vy + vy > 1.

Dowéd. W przeciwnym przypadku niech

1 i1 /
(t1,t2) := (5(1 —€) + evy, 5(1 —€) + €vy) (14.2)
U’ jest wypukly, wiec (t1,t2) € U’ jako wypukla kombinacja liniowa punktéw (%, %) i (v],v9).
Dla dostatecznie matego € tatwo sprawdzié ze t1ts > i.

W ten sposéb znalezlidmy punkt (¢1,t2) € U’ taki ze (t1 — 0)(t2 —0) > 1, podczas gdy wiadomo
ze maksimum iloczynu wspélrzednych punktéw w U’ (pamietajmy ze d/i = 0) jest realizowane

przez pare (%, %), co konczy dowdd Stwierdzenia. O

Krok III. Poniewaz U  jest ograniczone, wiec z kroku IT wynika istnienie prostokata T', syme-
trycznego wzgledem prostej v = v, zawierajacego U ", na ktorego brzegu jest punkt (%, %)
Otaczamy U’ prostokatem majacym z U tylko jeden punkt wspélny: fV (U " 0).

Krok IV.

f(T,0) = (%, %), gdyz z aksjomatu II obie wspdlrzedne rozwigzania przetargowego musza byé
takie same (tzn. leze¢ na prostej v; = v, a z aksjomatu I wynika ze nie moga leze¢ wewnatrz
T na tej prostej. Z aksjomatu IV mamy

F(U'0) = F(T,0) = (5. 5).

Cwiczenie 14.1. Sprawdzié¢ ze para (U, (dll, d,Q)) z Aksjomatu IT Nasha jest przetargiem.

Cwiczenie 14.2. Niech U € R? czworokat o wierzchotkach A = (0,0),B = ((2,0),¢ =

(4,2),D = (1,5), niech d = 2,1). Znalez¢ rozwiazanie przetargu (U, d).

Rozwiazanie: Niech N—odcinek prostej przechodzacej przez CiD o wspolrzednej x € [2,4]. Szu-

kamy (x,y) € N : maksymalizujacego iloczyn (z — 2)(y — 1). Otrzymujemy Tyaz = 7/2, Ymaz =

5/2.

Interpretacja: 2 graczy wybiera wyniki A, B, C, D, kazdy z pewwnym prawdopodobienstwem:

dokladniej, kazdy wybiera pewna loterie na {4, B,C, D}. Jesli nie uzgodnia wyboru loterii

dostaja d = (2,1). Schemat arbitrazowy Nasha daje loteri¢ 5/2C + 1/6D, ktéra daje wyplaty
5 1 5 1

u=cdt 1=T/2 wp= 24

5=5/2.
6 6 /
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Uwaga 14.2. Punkty wewnatrz wieloboku nie moga by¢ rozwiazaniem przetargu, a wiec loteria
na nich daje zero.

Uwaga 14.3. Przyklad zastosowania schematu arbitrazowego Nasha do (teoretycznej) sytuacji
negocjacyjnej pomiedzy pracodawca a pracownikami mozna znalezé w [36] (rozdzial 17). Jed-
nakze, jak stwierdza autor w ostatnim akapicie, ”...Niestety nie jest mi znany zaden rzeczywisty
przypadek zastosowania schematu arbitrazowego Nasha do mediacji w sporze pomiedzy praco-
dawcami a pracownikami...” . Kwestia mozliwych zastosowan schematu Nasha i zwigzanych z
nim trudnosci jest oméwiona w [24] (rozdzial 16).

Przyktad 14.2. Niech U-kolo o promieniu R i érodku w d = (0,0). Dla kazdej liczby rze-
czywistej ¢ {(vi,v2) € U : (v1 — di)(va — d2) = c jest hiperbola. Rozwigzaniem zagadnienia
maksymalizacji jest punkt (Rv/2/2, Rv/2/2).

Przyktad 14.3. f(U,d) = d V(U,d) spelia aksjomaty IL,III, IV, ale nie spelnia I.

14.4. Uwagi o strategicznym modelu przetargu

Strategiczne (dynamiczne) modele przetargu zakladaja mozliwosé sktadania i odrzucania ofert,
propozycji znalezienia "rozwiazania” przez graczy. Model ze skonczona liczbg mozliwych ofert
zostal zaproponowany przez I. Staehla w monografii [35]. A. Rubinstein zaproponowal w 1982r
istotne rozszerzenie tego modelu na continuum ofert [30, 29].

W modelu przetargu Rubinsteina—Staehla dwoch graczy musza zgodzié¢ sie na podzial tortu o
wielkosci 1. Podstawowa wersja modelu jest nastepujaca. Czas jest dyskretny. W parzystych
chwilach czasu (poczynajac od t=0) gracz 1 proponuje podzial (x,1 — x), ktéry gracz 2 moze
zaakceptowac lub nie. W pierwszym przypadku gra sie konczy, w drugim gracz 2 proponuje 1
podzial (y, 1—y) (y niekoniecznie musi by¢ rézne od x), ktory gracz 2 moze zaakceptowaé lub nie.
W pierwszym przypadku gra si¢ konczy, w drugim gracz 1 proponuje 2 kolejny podziat itd. Jezeli
podzial jest zaakceptowany w chwili t = 0, 1, ..., to wyplaty graczy maja postaé (6{z, 65(1 —xz)),
gdzie gracz 1 otrzymuje cze$é¢ x tortu, a 2 1 — x, §; sa czynnikami dyskontowymi (tort schnie
z czasem). Z punktu widzenia taksonomii gier mozna ten model opisaé¢ jako gre ekstensywna
z contimuum ofert, z nieskonczonym horyzontem czasowym i doskonatla informacja. Gra ma
nieskonczenie wiele réwnowag Nasha, ale przy pewnych dodatkowych zalozeniach ma tylko
jedna réwnowage doskonala. WMozna tez pokazaé¢ ze w okreslonych sytuacjach granicznych
rozwigzania tego modelu pokrywaja sie z rozwigzaniem schematu arbitrazowego Nasha.
Oméwienie przetargu Rubinsteina—Staehla mozna znalezé np. w monografiach [6, 14].



15. Elementy teorii uczenia sie w grach

15.1. Uwagi wstepne

Sformulowanie ”uczenie sie”, lub ”uczenie” (bedziemy oba te terminu uzywaé wymiennie) w
modelach teoriogrowych ma szeroki sens. W ogélnosci oznacza zmiang, dopasowywanie stra-
tegii przez graczy. Celem tych zmian jest optymalizacja uzytecznosci granych strategii, przy
uwzglednieniu reakcji przeciwnikéw, i ewentualne osiggniecie réwnowagi. Jest wiele sposobdw
definiowania, opisu, za pomoca teoriogrowych modeli formalnych, procesu uczenia si¢. W szcze-
gblnosci rozwaza sie zaréwno modele w ktorych uczenie sie jest wynikiem powtarzalnych interak-
cji miedzy skonczona grupa graczy (np. miedzy dwoma graczami), jak i uczenie w populacjach
z continuum graczy. Rozwaza sie zaréwno interakcje opisywane przez gry ekstensywne, jak i
powtarzalne gry strategiczne.

W [5], str. 3 autorzy okreslaja w nastepujacy sposob model uczenia:

A 7learning model” is any model that specifies the learning rules used by individual players and
examines their interaction when the game (or games) is played repeatedly.

”Strategicznym” celem réznych modeli uczenia sie jest modelowanie rzeczywistych procesow
ekonomicznych i spotecznych. Teoria gier odgrywa tu wazna role jako $rodek opisu interakcji
miedzy podmiotami. Z formalnego punktu widzenia efekt uczenia sie to pewien stan, na ogét
stacjonarny, o wlasnoéciach stabilnosci, ktéry jest osiggany w wyniku procesu uczenia. Na ogot
chce sie by formalnym wynikiem procesu uczenia sie bytoosiagniecie pewnego stanu réwnowagi,
typu réwnowagi Nasha, opisywanego przez atraktor odpowiedniego uktadu dynamicznego.
Istnieje wiele bardzo réznych modeli formalnych uczenia. Réznorodnos¢ modeli uczenia sie od-
zwierciedla réznorodnosé mozliwych zalozen dotyczacych graczy, stopnia ztozonosci ich zdolno-
$ci analizowania sytuacji i mozliwych reakcji, zakresu i ztozonosci uzyskiwanych informacji o
grze, o przebiegu gry itp. Poszczegdlne modele uczenia sie zaleza w szczegdlnosci od

1. funkcji uzytecznosci (wypltat) graczy

2. informacji posiadanej przez graczy

3. Pamieci (o poprzednich rundach) posiadanej przez graczy i od ich zdolnoéci obliczeniowych
(np. mozna zalozy¢ zdolnosé wykonywania operacji arytmetycznych).

4. Typu zbioru graczy: moze to by¢ np. zbiér dwoch graczy, skonczony zbioér graczy graja-
cych w gry dwu- lub wieloosobowe, zbiér continuum graczy-mamy wtedy do czynienia z grami
populacyjnymi.

Najprostsze modele sa opisywane angielskim terminem reinforced learning, kréry bedziemy thu-
maczy¢ jako uczenie sie przez wzmacnianie, i opisuja graczy reagujacych na bodzce ktére pod-
wyzszaja lub obnizaja prawdopodobienstwo grania danymi strategiami. Przyktadowe modele
oméwimy w nastepnym podrozdziale. Prostota tych modeli jest pozorna, odpowiednie modele
formalne, opisywane za pomoca proceséw Markowa, sa na ogél skomplikowane (w szczegélnosci
gdy nie sa to lancuchy Markowa) i trudne do Scislej analizy matematycznej. Jest tez szero-
ka gama bardziej wyrafinowanych formalnie modeli, w ktérych gracze maja okreslong wiedze
o przeciwnikach, o uzywanych przez nich strategiach i otrzymywanych przez nich wyplatach, i
ktorzy maja mozliwosci prognostyczne przewidywania kolejnych etapdéw gry. Gracze maja pewne
przewidywania, przekonania (predictions, beliefs) dotyczace wyboru akcji przez przeciwnikéw w
przysziej rundzie (ogélniej—w przyszlych rundach) i graja ”optymalne” akcje. Do takich modeli

Wstep do Teorii Gier (©) T.Platkowski, Uniwersytet Warszawski, 2012.
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naleza modele imitacji, modele lepszych i najlepszych odpowiedzi (myopic better or myopic best
response) oraz modele gry fikcyjnej (fictitious play) i gry fikcyjnej z szumem (smooth fictitious
play).

Uwaga 15.1. Historycznie Cournot i Bertrand stworzyli pierwsze modele formalne oparte o
uczenie sie graczy. Co wiecej, wynikiem odpowiednich algorytméw uczenia si¢ byta rownowaga
Nasha.

15.2. Uczenie sie przez wzmacnianie

Uczenie sie przez wzmacnianie (reinforcement learning) jest jednym z najprostszych modeli
uczenia. Mozna go rozpatrywaé¢ zaréwno dla gier rozgrywanych wielokrotnie miedzy dwoma
graczami, jak i dla gier populacyjnych. W literaturze stosowana jest tez nazwa stimulus—response
models, uzywana np. w modelu Busha—Mostellara zaproponowanym w latach 50ych XX wieku.
Podstawowa cecha takich modeli jest fakt ze strategie ktére daja ”satysfakcjonujacy” wynik (np.
nie gorszy od oczekiwan, aspiracji) beda w przyszlej rundzie grane z wiekszym prawdopodobien-
stwem. W modelu tym jedyna informacja jaka posiada gracz jest jego wyptata w danej rundzie.
Opiszemy modele w ktérym stopien wzmocnienia tendencji (prawdopodobiefistwa) grania dana
strategia w nastepnej rundzie zalezy od réznicy miedzy wyplata uzyskiwana z tej strategii, a
pewnym poziomem aspiracji. W ogolnoéci poziom aspiracji moze by¢ endogeniczny, ulegaja-
cy zmianie w trakcie kolejnych rund. W opisywanym modelu poziom aspiracji bedzie staly,
egzogeniczny.

Model jest w pewnym sensie ”prymitywny” —gracze nie znaja strategicznej postaci gry, a jedynie
otrzymywang wyplate. Gracze nie potrzebuja znaé¢ wyptat z poszczegdlnych strategii, a nawet
nie musza wiedzie¢ ze biora udziat w grze.

Uwaga 15.2. Uczenie sie przez wzmacnianie nazywa sie tez uczeniem adaptacyjnym (learning
through adaptation). Inne przedstawione nizej typy uczenia sie bedziemy nazywaé uczeniem
wyrafinowanym (sophisticated learning) (inne tlumaczenia tego zwrotu: "wymyslne”, czy tez
”finezyjne” uczenie si¢, wydaja sie jeszcze gorsze).

15.2.1. Model Rotha i Ereva

Omoéwimy model zaproponowany przez Rotha i Ereva [28]. Rozwazamy dwuosobowa GS z do-
datnimi wyptatami. Gracz ¢ ma r;,7 = 1,2 strategii. Kazdej z nich jest przypisana zalezna od
czasu nieujemna liczba, ktéra nazwiemy inklinacja (propensity) 6;;(t), i = 1,2, k =1,...r;. Jest
to "tendencja, sktonnosé¢” gracza i do grania strategia k. Kazdemu graczowi jest w ten sposéb
przypisany wektor wag

’ 2;1:1 eil
Majac dany wektor wag o;(t) bedziemy moéwili ze gracz i stosuje (gra) w chwili ¢ strategie
mieszang o;(t). Znajdziemy réwnanie ewolucji o;(t).
Niech s; = s;(t), i = 1,2 oznacza strategie czysta grana przez i w t, a (z pewna nieScistoscia
oznaczen) m; = m;(t) wyplate i gdy gracze graja tymi strategiami. Wprowadzimy tez dla kazdej
strategii czystej s;x € A, i = 1,2, kK = 1,...r; jej funkcje indykatorowa, pomnozona przez
warto$¢ wyplaty (”skalowana przez wyplate”):
Vi = T gdy s; = Sk, czyli gdy w chwili t jest grana strategia s;;, ¢ =1,2,
i, = 0 wpp.
Definiujemy dynamike zmian inklinacji graczy:

Gik(t + 1) = sz(t) + wik(t)v 1=1,2, k=1,..r;. (15.2)

O‘i(t) = (O’ﬂ(t), ...O'in(t)) : 1= 1, 2. (15.1)
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Kazda grana strategia otrzymuje wzmocnienie w wysokoéci uzyskanej z niej wyptaty. Jezeli zato-
zymy ze kazdy gracz ma staly poziom aspiracji rowny zero, to rownowaznie mozemy powiedziec
ze wzmocnienie jest réwne réznicy pomiedzy wyptata a poziomem aspiracji. W tym sensie mo-
del ten zaklada dodatnie wzmocnienie (positive stimulus). Istnieje cala gama modeli w ktérych
wzmocnienie moze by¢ ujemne oraz w ktoérych poziom aspiracji jest zmienna endogeniczng, i
moze by¢ inny dla kazdego gracza, patrz np. [38, 22, 23].

Po przeksztalceniach algebraicznych otrzymujemy, zaktadajac jednostajng ograniczonosé v;;, m;

Win(t) — (o] +0(——), i=1,2, k=1, (15.3)

Uik(t + 1) = Uik(t) + [61]2

1
o(t)
gdzie ©;(t) = >} 0i(t), 0(a) oznacza skladnik rzedu a. Poniewaz v);;, m; sa zmiennymi loso-
wymi (ich realizacje zaleza od wybory strategii czystych przez graczy), wiec mamy w ten sposéb
okreslony proces stochastyczny. Okazuje sie ze rownanie na wartosci oczekiwane przyrostow wag
oi(t+1) — o (t) sa analogiczne do réwnan replikatorowych dla dwoch populacji. Dla gier 2 x 2
zostaly udowodnione odpowiednie twierdzenia aproksymacyjne, patrz np. [21].

Formalna prostota modelu jest wynikiem minimalnych zatozen o wiedzy i ”kognitywnych” umie-
jetnosciach graczy—znaja oni jedynie swoje wyplaty (np. z poprzedniej rundy) i na podstawie
tej wiedzy podejmuja decyzje o wyborze przysziej akcji.

15.2.2. Model Busha-Mostellera

Jest to drugi podstawowy model uczenia przez wzmacnianie. Jest 2 graczy, kazdy ma do wyboru

dwie (takie same) akcje, kazda z nich wybiera z pewnym prawdopodobiefistwem. Po wyborze

akcji i otrzymaniu wyptlat kazdy z graczy uaktualnia prawdopodobienstwa. Jezeli wyplata jest

wyzsza od pewnego poziomu aspiracji to prawdopodobienstwo uzycia w nastepnym kroku akcji

zagranej poprzednio ro$nie, wpp. maleje.

Niech y = (y1,v2), vi € A;, i = 1,2-profil strategii czystych graczy, u;(y1, y2)-wyplata gracza

i z takiego profilu. Niech p = (p1, p2)—profil strategii mieszanych graczy: p; oznacza prawdopo-

dobienstwo grania pierwszej strategii przez gracza 1.

Niech y™ = (y}', y4)-profil strategii czystych zagrany w n—tym kroku. Definiujemy stymulus

(stimulus) gracza i:

ny _ ui(y") — As;
SUPac Ay x Ay |Ui(a) — Asq|’

si(y (15.4)
gdzie As; oznacza ustalony poziom aspiracji gracza i,i = 1, 2.

Zauwazmy ze s; € [—1, 1]-stymulus moze by¢ dodatni lub ujemny. Widaé ze do obliczenia stymu-
lusa gracza potrzebna jest jego wyplata, poziom aspiracji oraz znajomos$é wyptat z wszystkich
profili czystych, natomiast gracze nie znaja wyptat i wyboru akcji przeciwnikéw.

Stymulus postuzy nam do zdefiniowania (dyskretnej) dynamiki uktadu, czyli u nas do uaktual-
niania prawdopodobienstwa grania np. pierwszej strategii przez obu graczy.

Niech p?'! oznacza prawdopodobiefistwo ze gracz ¢ w n + 1 rundzie zagra y;. Dynamika ma

, Z?y’L
postac:

P = Py, + Lisi(y™) (1= piy,) (15.5)
jezeli s;(y™) > 0, oraz

Piy; + Lisi(y")piy, (15.6)

jezeli s;(y™) < 0. Parametr [; € [0, 1] nazywamy tempem uczenia sie (learning rate).
Prawdopodobienstwo akcji nie zagranej jest uaktualniane tak by w sumie z prawdopodobien-
stwem akcji zagranej dawaly 1. Im wiekszy iloczyn [;s;(y™) tym wieksza zmiana prawdopodo-
bienstwa.
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Otrzymalismy pewien model stochastyczny, ze stanem uktadu opisywanym przez wektor losowy
(p1,p2). Realizacja zmiennej losowej p;, i = 1,2 to prawdopodobienstwo zagrania przez gracza
i w kolejnym kroku pierwszej z dwdch dostepnych mu strategii. Model ten jest dyskretnym w
czasie procesem Markowa z ciagla przestrzenia standéw.

Przedstawiony model obejmuje dowolne gry 2x2, niekoniecznie symetryczne.

Uzywajac symulacji komputerowych Flache i Macy [4] znalezli dwa rodzaje réwnowag w modelu
BM, ktére nazwali selfreinforcing equilibria oraz selfcorrecting equilibria. Te réwnowagi profile
strategii do ktérych dazy uktad. Matematyczna formalizacje tych poje¢ mozna znalezé w [12].

15.3. Inne typy uczenia

15.3.1. Uczenie sie przez imitacje

O imitacji méwimy gdy gracz w nastepnej rundzie rozgrywanej gry symetrycznej gra pewna
strategia innego gracza (adoptuje, imituje innego gracza). Wybér strategii jest na ogédt uzalez-
niony od wyplaty uzyskiwanej przez poszczegdlne strategie. Mozliwo$é imitowania zalezy od
modelu. Moze by¢ opisana przez pewne stale prawdopodobienstwo, moze zaleze¢ od tego czy
wyplata jest czy nie powyzej pewnego progu itd.

Po otrzymaniu mozliwosci imitacji gracz wybiera gracza ktérego strategie moze imitowaé. Wy-
bér gracza moze byé¢ losowy, a moze zaleze¢ od wyplat uzyskiwanych przez innych graczy w
poprzednich rundach. Kandydaci do ”bycia imitowanym” moga by¢ brani z calego zbioru gra-
czy lub tez—w przypadku gier ze struktura przestrzenna—z odpowiednio zdefiniowanego otoczenia
gracza imitujacego. Mozna tez np. wprowadzi¢ mozliwo$¢ eksperymentowania przez dopuszcze-
nie wyboru losowego: gracz imituje strategie przeciwnika z pewnym prawdopodobienstwem.

15.3.2. Procedury lepszej/najlepszej odpowiedzi

W modelach lepszej (better response) i najlepszej odpowiedzi (best response) zakladamy ze kazdy
gracz zna wyplate jaka otrzymalby z kazdego mozliwego wybory strategii przez wszystkich gra-
czy oraz zna akcje wszystkich graczy w poprzedniej rundzie. Przy wyborze swojej kolejnej akcji
kazdy gracz zaklada ze akcje przeciwnikéw nie ulegng zmianie. Mozna to nazywaé statycznym
postrzeganiem otoczenia. Modele te opisuje sie tez przymiotnikiem (myopic) co odzwierciedla
fakt ze gracze nie biorg pod uwage wplywu aktualnego wyboru strategii na przyszte wybory i
wyplaty uczestnikéw gry.

W modelu lepszej odpowiedzi gracz identyfikuje wszystkie strategie ktére dadza mu wyzszg niz
aktualna wyptate i wybiera losowo jedna z nich. W modelu najlepszej odpowiedzi gracz wybiera
strategie tak aby zmaksymalizowaé¢ swoja wyplate przy oczekiwanych przez niego strategiach
ktorymi beda grali pozostali gracze.

15.3.3. Procedura gry fikcyjnej

Jest to najstarszy i jeden z najbardziej popularnych modeli uczenia. W poréwnaniu z poprzed-
nim modelem (naj)lepszych odpowiedzi mamy dalej do czynienia ze statycznym postrzeganiem
otoczenia, natomiast gracze wykazujg wyzszy stopien ”wyrafinowania”. Po pierwsze kazdy gracz
zna cala dotychczasowa historie gry, tzn. wszystkie akcje grane przez wszystkich graczy. Po
drugie kazdy gracz zaklada ze kazdy z pozostalych graczy bedzie gral w nastepnej rundzie
pewng strategia mieszana, ktora definiuje nastepujaco. Prawdopodobienstwo kazdej dostepnej
strategii czystej kazdego z pozostalych graczy jest rowne czestoéci dotychczasowego jej uzywania
przez tego gracza. W kolejnej rundzie ”uczacy sie” gracz wybiera najlepsza odpowiedz na tak
zdefiniowany profil strategii mieszanych gry.
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W przypadku dwuosobowych gier strategicznych procedura gry fikcyjnej zaktada ze gracz zapa-
mietuje wszystkie grane przez przeciwnika strategie czyste (historie gry) i na jej podstawie two-
rzy rozktad prawdopodobienstwa grania przez przeciwnika poszczegdlnych strategii czystych—strategie
mieszang—w nastepnej rundzie, w ktérej gra najlepsza odpowiedz na te strategie mieszana.
Mozna pokazaé ze w przypadku gry z wiecej niz jednym przeciwnikiem, przy zalozeniu ze
gracz bedzie przewidywal rozklad laczny, finalnym efektem procedury jest na ogoét réwnowaga
skorelowana.

Dla wielu typow gier procedura gry fikcyjnej jest zbiezna to réwnowagi Nasha. Istnieja jednak
proste kontrprzyktady, zwigzane z brakiem ciagtosci odwzorowania najlepszej odpowiedzi, z
ktorych pierwszy byl skonstruowany w pracy [32]. Metody ”uzbiezniania” procedury polegaja
na wprowadzeniu réznych typoéw nieduzych zaburzen do gry, lub rozwazanie populacji graczy
zamiast jednego, patrz [26].

Réwnowaga Nasha zostata wprowadzona w 1950 r. Rok pdzniej zostaly zaproponowane algoryt-
my znajdowania réownowag Nasha. Algorytmy te zostaly pdzniej zinterpretowane jako modele
uczenia si¢ w grach, w szczegolnosci jako procedury gry fikcyjnej patrz np. [2, 27].

15.3.4. Uczenie sie przez testowanie

Gracz rozgrywa z przeciwnikiem | S| gier jednokrotnych, uzywajac kolejno wszystkich dostepnych
mu strategii czystych, i uzywa do gry te ktéra mu data najwieksza wyptate (w przypadku kilku
takich strategii wybiera losowo jedna z nich). Ta procedura nosi nazwe procedury jednokrotnego
testowania. Przy k—krotnym powtérzeniu takiego algotytmu n-krotnego otrzymujemy procedure
k—krotnego testowania, por. [18]

15.3.5. Procedury poréwnan

Powyzsze modele uczenia si¢ mozna uogblni¢ na jeden model ktéry nazwiemy modelem poréw-
nywania ([25]).

Zal6zmy ze gracz gra pewna strategia i. Dokonuje sie w pewien sposéb (losowy lub nie) wyboru
pewnego elementu w € Q (lub zbioru elementéw) ktéry nazwiemy prébka.

Wyjéciowym formalnym obiektem modelu jest rodzina przestrzeni probabilistycznych < Q, B, P >,
gdzie zbidér probek () jest metryzowalna przestrzenia topologiczna, B jest o—algebra zbioréw
Borelowskich, a P jest zbiorem wszystkich miar probabilistycznych na B.

Prébka w jest losowana zgodnie z pewnym rozkladem p € P. Prawdopodobienstwo zamiany
strategii ¢ na j jest dane wzorem

W:éwwww (15.7)

gdzie r;; € [0,1] jest tzw. funkcja reakcji, taka ze wektor (r;1(9),...,7;5/(€2)) jest rozkladem
prawdopodobiefistwa na zbiorze strategii czystych S dla kazdej strategii i € S.

W przypadku uczenia si¢ przez imitacje przestrzen prébek €2 jest zbiorem jednoelementowych
zbioréw {i},i = 1,...|S|. Funkcje reakcji sa takie jak w poprzednim przykladzie, ograniczonym
do dwoch strategii.

Dla procedury lepszej/najlepszej odpowiedzi 2 = S, tzn. przestrzen prébek jest jednoelemen-
towa, p =1, a rj; = 1/m jezeli j jest najlepsza odpowiedzia na i, r;; = 0 wpp., gdzie m jest
liczba najlepszych odpowiedzi.

15.3.6. Inne modele uczenia

Uczenie sie racjonalne (rational learning). Jest to najbardziej ”wyrafinowany” z prezentowanych
modeli. Zakladamy ze gracze znaja sytuacje strategiczna oraz ze maja subiektywny (zalezny
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od gracza) zbiér przekonan (beliefs) o strategiach behawioralnych pozostalych graczy. Gracze
reaguja optymalnie na przekonania—strategie behawioralne—pozostalych graczy (w sensie najlep-
szej odpowiedzi: tak aby zmaksymalizowaé zdyskontowana sume wszystkich swoich przysztych
wyplat).

Uczenie sie behawioralne: Odpowiednie modele te sa tworzone na podstawie wynikéw ekspe-
rymentalnych, ktére w szczegdlnosci pokazuja ze ludzie czesto nie zachowuja sie ”racjonalnie”,
powoduja sie emocjami, popelniaja btedy, maja ograniczony horyzont czasowy planowania stra-
tegicznego i pamieé¢ o historii (zapominanie), ograniczona wiare w racjonalno$é, umiejetnosci
pozostalych graczy itp.
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