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Optymalizacja wielokryterialna

Optymalizacjqg wielokryterialng nazwiemy
probe znalezienia wektora zmiennych decyzyjnych:
X = [X, X5 0% ],

ktory spetnia warunki ograniczajgce:
g(x)=0 (i=1...m),
h(x)=0 (i=1...p)

oraz optymalizuje wektor funkcyjny, ktorego elementy reprezentujg
funkcje celu:

f(x) = (f (x),f,(x),...,f (x))

Polega na znalezieniu optymalnego rozwiqzania, ktore jest akceptowalne z punktu
widzenia kazdego kryterium
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Funkcje celu reprezentujg matematyczny opis danego kryterium
oraz najczesciej pozostajg w konflikcie miedzy sobga.

Przypomnijmy uproszczony problem wyboru nowego systemu
informatycznego zarzgdzania dla firmy. Mamy 6 ofert systemu i
zestawienie ich najwazniejszych charakterystyk w tabeli

Nr oferty Ocena elastycznosci Ocena jakosci Obnizka
kosztéow

Mata Dobra
2 Mata Niedostateczna 27
3 Przecietna Idealna 5
4 Przecietna Bardzo dobra 17
5 Duza Dobra 21

6 Duza dostateczna 27
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Przyktad

* Problem wyboru systemu sprowadza sie do wyboru elementu x ze
zbioru Q ={1; 2; 3; 4; 5; 6} na podstawie trzech funkcji oceny f,(x),
f,(x), f3(x) wyrazajacych oceny elastycznosci, jakosci systemu i
obnizke kosztow dziatania w odpowiednich skalach.

» Wszystkie trzy oceny majg okreslony porzgdek w tym sensie, ze
wieksza wartosc funkcji oceny wyraza lepszg ocene.



Przyktad

* Wartosci funkcji oceny sg zestawione w nastepujgcej tabeli

1 1 2 28

2 1 0 27
3 2 4 5

4 2 3 17
5 3 2 21
6 3 1 27

* Problem decyzyjny wyboru wariantu systemu polega na wyborze jednego z
szesciu trzyelementowych wektorow (wierszy) ocen y, = (1; 2; 28), y, = (1;
0; 27),y3=(2; 4; 5),

Y. =1(2;3;17),y5=(3; 2; 21), y, = (3; 1; 27).
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Techniki optymalizacji wielokryterialnej-
teoretyczne podstawy teorii gier

Skalaryzacjqg zadania optymalizacji wielokryterialnej nazywamy zadanie
optymalizacji jednokryterialnej (wprowadzenie funkcji uzytecznosci s)
max {s(f,(x); f,(x); ...; f,(x)) : x € Q}
z funkcjg uzytecznosci s : R™ = R.

Maksymalizacja funkcji skalaryzujgcej s definiuje relacje preferenciji
Y Zy" wiw, gdy s(y’)=s(y”)
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Techniki optymalizacji wielokryterialnej —
skalaryzacja w postaci sumy lub sredniej

1. Suma: max{) f(x):xeQ}

2. Srednia : max { (¥, f(x))/m : x € Q}

Zob. kryterium Bayesa w grach z natura.
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Techniki optymalizacji wielokryterialnej —
skalaryzacja w postaci wazonej sumy

Powszechnie stosowang technikg wyznaczania rozwigzan
efektywnych jest metoda wazenia ocen oparta na skalaryzacji za
pomocq wazonej sumy ocen. Zwykle przyjmuje sie wagi
znormalizowane, tak aby sumowaty sie do jednosci.

Dla dowolnych dodatnich wag w, > 0 rozwigzujemy zadanie
skalaryzacji wazonej

max { Y w;f(x) : x € Q}

Zob. kryterium Bayesa-Laplace’a w grach z natura.
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Techniki optymalizacji wielokryterialnej —
skalaryzacja maksyminowa

max { min f;(x) : x € Q}

Zob. kryterium Walda w grach z natura.
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Techniki optymalizacji wielokryterialnej —wazona
skalaryzacja maksyminowa

Skalaryzacje maksyminowg, podobnie jak sume ocen, mozna
rozpatrywac z wagami.

Dla dowolnych dodatnich wag w.> 0 szukamy

max { min w,f(x) : x € Q}
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Techniki optymalizacji wielokryterialnej —
skalaryzacja
maksy-maksyminowa

Dla ustalonego wspétczynnika A >0 szukamy

max { A- min f,(x) +(1-A)-max f.(x): x € Q}

Zob. kryterium Hurwicza w grach z natura.
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Dla istotnego rozszerzenia modelu przy zachowaniu prostej
parametrycznej natury skalaryzacji istotne jest

dopuszczenie mozliwosci przesuwania uktadu wspotrzednych w
przestrzeni ocen.

Funkcje skalujgce dopuszczajgce przesuniecie poczgtku uktadu
wspotrzednych w przestrzeni ocen sg nazywane
(indywidualnymi) funkcjami osiggniecia.

Funkcje te mierzg bowiem osiggniecia wzgledem pewnego
ustalonego wektora ocen przyjmowanego jako poczatek uktadu
wspotrzednych. Funkcja skalaryzujgca indywidualne funkcje
osiggniecia jest nazywana (skalaryzujgcqg) funkcjg osiggniecia.
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Techniki optymalizacji wielokryterialnej —funkcje
osiggniecia

Najprostsze takie funkcje osiggniecia przyjmujg postac liniowa
si(y:) = w.(y, - v,), gdzie w, jest dodatnig waga (czynnikiem
skalujgcym), a v, wspotrzedng poczatku uktadu (poziomem
odniesienia skali).

Przyktad maksyminowej skalaryzacji funkcji osiggniecia
max { min s,(f.(x)) : x € Q}
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W sytuacjach konfliktowych dochodzi do sprzecznosci interesow
roznych podmiotow. Wigze sie to z podejmowaniem decyzji w
warunkach sprzecznosci interesow.

Sytuacje konfliktowe mozna rozwigzac stosujgc algorytmy z teorii gier.

Teoria gier to matematyczna teoria pewnej klasy modeli, stuzgcych
podejmowaniu decyzji w warunkach konfliktu, niepewnosci lub
nieokreslonosci.

Teoria gier jest wiec dziedzing zajmujgcg sie opisem sytuacji, w
ktérych podmioty (gracze) podejmujg Swiadome decyzje (nazywane
strategiami), w wyniku ktorych zapadaja rozstrzygniecia mogace
zmienic ich potozenie.



Podstawowe elementy teorii gier to:

Konflikt

Roznica interesow np. pomiedzy firmami rywalizujgcymi o
pozyskanie klientow; dodajgc czynnik losowy moze wystapi¢ konflikt
miedzy uczestnikami, a ,naturg”.

Nieokreslonosc

Brak informacji o ksztattowaniu sie waznych elementow sytuacji.
Nieokreslonos¢ moze wynikac rowniez z nieprzewidywalnosci
dziatan konkurencji jak rowniez ,,natury”.

Sktadowe sytuacji konfliktowe;:

e uczestnicy konfliktu (gracze)

e opis interesow uczestnikdw konfliktu (strategie)

e stopien nieokreslonosci



Zdarzenia, ktore mogg wystgpi¢ w przysztosci i wptyng¢ na wyniki
poszczegodlnych kierunkow dziatania, a ktore nie sg w danym
problemie decyzyjnym bezposrednio ksztattowane
(kontrolowane) przez podmiot podejmujgcy decyzje nazywamy
stanami natury.

Innymi s’fow?é, stany Swiata zewnetrznego (stany natury) s to
zdarzenia, ktore wystgpujg niezaleznie od kierunkow dziatania i
ujawniajg sie po wyborze (i realizacji) jednego z nich.

W podejmowaniu decyzji w bezpieczenstwie czesto wystepuje
natura, jako :

°*  Warunki meteorologiczne

* Stopien natezenia ruchu miejskiego powodujacy utrudnienia
w ruchu na niektorych skrzyzowaniach

* Rozwdj pandemii czy epidemii choroby
* Ceny rynkowe niektorych artykutow
®* Rozne zdarzenia losowe (wypadki, pozary itp.)



KLASYFIKACJA SYTUACII KONFLIKTOWYCH
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Aby mie¢ matematyczne narzedzia badania wariantow
decyzyjnych i wyboru wariantu optymalnego wprowadza sie
wartosci liczbowe dotyczgce okreslonego kierunku dziatania
odpowiadajgce roznym stanom (lub kierunkom dziatania

przeciwnika). Tym przeciwnikiem moze by¢ gracz osobowy lub
stan natury.

Poniewaz kazdej kombinacji naszego wariantu decyzyjnego i
wariantu przeciwnika mozna przypisac jednoznacznie pewng
wartosc¢ (korzysé, wyptate), to mamy do czynienia z zaleznoscia
typu funkcyjnego, ktorg nazwiemy funkcjg korzysci.

Gdy zbior wariantéwﬂest n elementowy a zbidr wariantow
przeciwnika jest m elementowy, to wartosci funkcji korzysci
mozna przedstawi¢ w postaci macierzy nxm nazywane;
macierzq wyptat (macierzq korzysci).

Wiersz lub kolumne macierzy wyptat nazwiemy wektorem
wyptat (wektorem korzy.s‘ci)/






jest to profil strategii
teorii gier, w ktorym strategia kazdego z graczy jest optymalna,
przyjmujgc wybor jego oponentow za ustalony. W rownowadze
zaden z graczy nie ma powodow jednostronnie odstepowac od
strategii rownowagi. W tym sensie rownowaga jest stabilna.

Kazda skonczona gra ma przynajmniej jedng rownowage Nasha,
niekoniecznie w strategiach czystych.



Sg to gry z dwoma graczami. Suma gry to réznica pomiedzy zyskiem z gry
wygrywajacego, a stratg przegrywajgcego, czyli w tych grach suma gry
jest rowna zero

Innymi stowy: wygrana jednego gracza jest rowna stracie drugiego gracza.
Czyli funkcja korzysci jednego gracza jest przeciwna do funkcji korzysci
drugiego gracza.

Zatozenia:

1. dwoch zantagonizowanych graczy

2. przegrana jednego gracza rowna sie wygranej drugiego
3. zdeterminowana, skonczona liczba strategii

Rownowagg Nasha w grze dwuosobowej jest nastepujgcy wybor:
Wybieram to, co jest dla mnie najlepsze, gdy ty robisz to, co robisz.
Ty robisz to, co jest dla ciebie najlepsze, gdy ja robie to, co robie.



Funkcja korzysci ma wartosci K;

B
A B, B, B B,
A1 K1 1 K1 2 K1j K1 m
A2 K21 K22 KZJ K2m
AI Ki1 K|2 Kij Kim
An Kn1 Kn2 Knj Knm




Funkcja korzysci ma wartosci -K;

B
A B1 Bz BJ Bm
A1 'K11 'K12 'K1J 'K1m
A2 'K21 'K22 'KZJ 'K2m
AI 'K|1 'Ki2 'Klj 'Klm
A | Kot | Ko | o | Ky | oo | Kim

Ustalamy, ze w grze dwuosobowej o sumie zero bedziemy stosowali
macierz korzysci jednego gracza wiedzgc, ze jednoczesnie sg to straty gracza
drugiego.



W teorii gier termin strategia wystepuje w dwoch aspektach:

1. Strategig nazywamy wariant decyzyjny danego gracza (dla unikniecia
niejasnosci czasami bedziemy uzywali po prostu terminu wariant

decyzyjny)

2. Strategig nazywamy tez sposob postepowania prowadzacy do
podjecia optymalnej decyzji

W grze dwuosobowej o sumie zero wyrodznia sie nastepujace strategie:

1. strategia wariantu dominujgcego — jezeli jakis wariant nie prowadzi
do gorszych wyptat niz inny, a w niektérych przypadkach prowadzi do
wyptat lepszych, to taki wariant jest niezdominowany w sensie porzgdku
Pareto na wektorach wyptat.

wariant jest dominowany — jezeli jest to dominowany w sensie porzgdku
Pareto na wektorach wyptat.
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2. strategia maksyminowa — jest to strategia, ktora prowadzi do
maksymalizacji najnizszych mozliwych wyptat w danej grze

Strategie 1. i 2. nalezg do grupy tzw. strategii czystych

3. strategia mieszana — jezeli dla gracza A dane sg warianty decyzyjne A,
A, ... A, to strategia mieszana jest dowolng kombinacjg tych strategii
stosowanych z prawdopodobienstwem, p,, p,, . .. p,, przy czym:
p;,20dla(i=1,2,...,n)orazp,+p, +...+p, =1

Aby rozwigzac gre
* zmniejszamy rozmiar gry tzn. eliminujemy warianty dominowane
* poszukujemy rozwigzania w zbiorze strategii czystych

* wyznaczamy wariant dominujgcy — jesli nie istnieje, to stosujemy
strategie maksyminowg
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Strategia maksyminowa sprowadza sie do nastepujgcych czynnosci:

e wybieramy minimalng wartos¢ w kazdym wierszu (przyjmujemy, ze gracz
B wybierze wariant najbardziej niekorzystny dla A )

e wybieramy maksymalng wartos¢ w kazdej kolumnie (gracz B zaktada, ze
gracz A wybierze wariant najgorszy dla B )

Jezeli maksymalna z minimalnych wartosci z wierszy jest rowna minimalnej
z maksymalnych wartosci z kolumn, to wtedy mowimy, ze istnieje
rozwigzanie - punkt siodfowy (punkt rownowagi).

Bedzie to punkt rownowagi Nasha.
Przy zatozeniu, ze obydwaj gracze maksymalizujg swoje zyski wybor
punktu siodtfowego jest najlepszg strategig dla obydwu graczy.
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Sztaby wyborcze dwdch kandydatow na prezydenta spodziewajg
sie, ze decydujgcy wptyw na wynik kampanii mogg miec jej dwa
ostatnie dni. Obaj politycy zdajg sobie sprawe, ze kluczowa role w
wyborach mogg odegrac gtosy mieszkancow dwoch duzych miast:
XiY.

» Kazdy z politykdw moze wybrac jedng z trzech strategii
postepowania:

Al =B1 spedzi¢ dwa dni w miescie X
A2 =B2 spedzi¢ dwa dni w miescie Y
A3 =B3 spedzic jeden dzien w miescie X i jedenwY

* Sztab wyborczy Polityka A. przygotowat prognozy przyrostu
gtosow na Polityka A. kosztem Polityka B. w zaleznosci od
wybranych przez nich strategii.



PRZYKEAD

Macierz wyptat w tej grze jest nastepujaca:

B B2 B3
50 30 40
B 10 20
A3 IR 10 20

Diagram Hassego dla porzadku A3
Pareto na wektorach Al, A2, A3: I
® A2

Al

Zatem A2 jest zdominowana przez A3. Racjonalny gracz nie wybierze
strategii prowadzgcej do gorszych wyptat.
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PRZYKEAD

Pozostaje nastepujgca macierz:

e | w2 | m

Diagram Hassego dla porzadku
Pareto na wektorach B1, B2, B3: I 52
® B3

B1
Zatem B3 jest zdominowana przez B2. Racjonalny gracz nie wybierze

strategii prowadzacej do gorszych wypftat.

B.STARUCH - PODSTAWY WSPOMAGANIA PODEJMOWANIA
DECYZJI...

29



PRZYKEAD

Pozostaje nastepujgca macierz:
— [ B | B

Teraz znow dokonujemy pordwnania strategii:
A3 jest ,lepsza” niz Al. Czyli jest to wariant niezdominowany

| el B2
50 10

Gracz A wybiera A3. Gracz B aby zminimalizowac swoje straty wybiera B2.

B.STARUCH - PODSTAWY WSPOMAGANIA PODEJMOWANIA
DECYZJI 30



PRZYKEAD

Bez redukcji wariantdw mozemy zastosowac strategie maksyminowa

20 -10 20 -10
50 10 20 10
50 10 40

Wtedy max( min (A1), min (A2), min (A3))=10
min( max (B1), max (B2), max (B3))=10

Czyli maxmin=minmax, wiec istnieje punkt siodtowy. Gra ma rozwigzanie
(A3, B2)
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Dwa koncerny samochodowe konkurujg ze sobg na rynku pewnego kraju.
Koncern A rozwaza uruchomienie w lokalnej fabryce jednego z czterech
modeli samochodow. Koncern B natomiast jednego z pieciu modeli
samochodow.

W macierzy wyptat przedstawiono zyski koncernu A (straty koncernu B)
przy produkcji poszczegdlnych samochodow, w zaleznosci od decyzji
podjetych przez koncerny.

Nalezy podjac decyzje o rodzaju produkcji, bedac dyrektorem koncernu A.



A4 jest dominowana przez A2

PRZYKtAD 2

.| B1 | B2 B3 | B4 | BS5_
SNBSS 200 70 10 30 120
70 80 100 80 110

80 150 0 30 30
70 7 90 20 60

A2
@ IA4

Al A3
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PRZYKEAD 2

Po wykresleniu A4 otrzymujemy macierz:

| | B1 | B2 B3 | B4 | BS_
200 70 10 30 120

30 100 30 110
150 0 30 30

Nalezy porownac strategie gracza B.
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PRZYKtAD 2

Nalezy porownac strategie gracza B parami, przy czym wieksza wartosc
jest ,gorsza”

51 2 a1 63 W61 6s le1es B2 85




PRZYKtAD 2

B5 jest dominowana --mm
przez B3, a B2 jest “ 200

dominowana przez B4 m 70 100 80

BFEE 30 o 80

Wracamy do A:

Nie ma juz wariantow
m 70 -- dominowanych.

-- 30 Szukamy punktu siodtowego.

m- 0 AAAAAAAAAAAAAAAAAAAA




PRZYKEAD 2 | B1| B3| B4 | min
200 10 30 10

/0 100 80 70
30 0 30 0
200 100 &80

maxmin=70 # minmax=80
Nie ma punktu siodtowego. Nalezy poszukac rozwigzania w postaci
strategii mieszanej.

Wartosc gry zawsze miesci sie w przedziale:
(maxmin ,minmax ) tutaj v€(70,80)

Strategii mieszanej szukamy rozwigzujgc odpowiednie zadanie
programowania liniowego.



-mm
WS 200
W¥N 70 100 80

WEN 30 o a0
Zatozmy, ze gracz A bedzie stosowat:

Al z czestosciag (prawdopodobienstwem) p,
A2 z czestoscia (prawdopodobienstwem) p,
A3 z czestoscig (prawdopodobienstwem) p,
Niech v oznacza wartosc gry, czyli korzysci uzyskane przez gracza A.

PRZYKtAD 2
Strategia mieszana

Wygrana A w przypadku, gdy B bedzie stosowat:

B1: 200p,+ 70p, +80p;=v

B3: 10p,+100p, =V

B4: 30p,+ 80p,+80p,;=v

Ponadto suma czestosci (prawdopodobienstwa) stosowania
wszystkich strategii musi by¢ réwna 1: p,+ p,+p5;=1



Strategia optymalna, przy dowolnym postepowaniu gracza B
powinna zapewnic graczowi A wygrang nie mniejszg niz
wartosc gry v. Czyli ograniczenia przyjmuja postacé:

200p,+ 70p, +80p;=>v
10p,+100p, >V
30p,+ 80p,+80p;>v

P+ PytPs=1

Gracz A dazy do maksymalizacji swojej wygranej.

Stad funkcja celu:

v 2> MAX

Vv jest wartoscig nieznang wiec rozwigzanie zadania

programowania liniowego jest niemozliwe.



Aby sie uniezalezni¢ od wartosci v:
- uktad ograniczen dzielimy obustronnie przez v
- podstawiamy: x.=p,/v
Otrzymujemy wtedy ograniczenia:
200x,+ 70x, +80x5>1
10x,+100x, >1
30x,+ 80x,+80x;>1

Ponadto, mamy
X+ X, +X=1/v

Stad funkcja celu:
X+ X,*+X%3=1/v = MIN



Strategia mieszana. MODEL MATEMATYCZNY

Funkcja celu:
X+ X,+X3 2 MIN

Ograniczenia:
200x,+ 70x, +80x;>1
10x,+100x, >1

30x,+ 80x,+80x;>1
X1, X5,X3 = 0

Wtedy wartos$¢ gry bedzie rdwna v = 1/(x,+ x,+x;)



-EIE!I

PRZYKLAD 2 N 200
Strategia mieszana m 70 100 80O
dla gracza B

WEN 30 o a0
Zatdzmy, ze gracz B bedzie stosowat:

B1 z czestoscig (prawdopodobienstwem) g,
B3 z czestoscig (prawdopodobienstwem) g,
B4 z czestoscig (prawdopodobienstwem) g,

Przegrana B w przypadku, gdy A bedzie stosowat:

Al: 200q,+ 10q, +30q5=v

A2: 70q,+100q,+80q;=Vv

A3: 80p,+ 80q,=Vv

Ponadto q,+ q,+q5=1

Strategia optymalna, przy dowolnym postepowaniu Gracza A
powinna zapewni¢ Graczowi B przegrang nie wiekszg niz
wartosc¢ gry v.



PRZYKtAD 2 Strategia mieszana

Czyli ograniczenia przyjmujg postac:

200q,+ 10q, +30qg5<vV
70q,+100q,+80q; <V
80p,+ 80q; <V
d:+ g,+03=1

Gracz B dgzy do minimalizacji swojej przegrane,j.
Stad funkcja celu:
v 2> MIN



Aby sie uniezalezni¢ od wartosci v:
- uktad ograniczen dzielimy obustronnie przez v
- podstawiamy: y.=q.,/v
Otrzymujemy wtedy ograniczenia:
200y,+ 10y, +30y;<1
/0y,+100y,+80y; <1
80p,+ 80y, <1

Stad funkcja celu:
Y1+ Yo+tys=1/v > MAX



Strategia mieszana. MODEL MATEMATYCZNY

Funkcja celu:
Y1+ Yo+tys=1/v > MAX

Ograniczenia:

200y,+ 10y, +30y,;<1
70y,+100y,+80y, < 1
80p,+ 80y;<1

Y1 Y2, Y3 >0

Wtedy wartosé gry bedzie rowna v = 1/(y,+ y,+y;)



Strategia mieszana. Rozwigzanie dla gracza A

Rozwigzanie
X,=0,00058
X,=0,0099
X3=0,0023

1/v =0,0129 czyliv=77,73

Stad :

p,=0,045

p,=0,773

p,=0,182

Gracz A powinien stosowac Al z czestoscig 0,045,

A2 z czestoscig 0,773, A3 z czestoscig 0,182. Spodziewana
wygranato /77,73.



Strategia mieszana.

Rozwigzanie
y,=0,0037
y,=0,0004
y;= 0,0088

1/v =0,0129 czyliv=77,73
Stad :
q,= 0,284

q,= 0,0285
q,= 0,6875

Rozwigzanie dla gracza B

Gracz B powinien stosowac B1 z czestoscig 0,284,
B3 z czestoscig 0,0285 , B4 z czestosScig 0,6875. Spodziewana

przegranato /7/,73.



* algorytm Browna jest algorytmem iteracyjnym

* ma zastosowanie w grach o duzych wymiarach

* jest prosty i tatwy w oprogramowaniu

e dla duzej liczby iteracji zapewnia zbieznos¢ rozwigzan

* metoda wrazliwa na liczbe iteracji — aby uzyska¢ doktadne wyniki
nalezy wykonac duza liczbe iteracji > 100.



Krok 1. Gracz A wybiera arbitralnie strategie

Krok 2. Gracz B sumuje elementy strategii dotychczas stosowanych
przez A i wybiera najlepszg strategie ze swojego punktu widzenia

Krok 3. Gracz A sumuje elementy strategii dotychczas stosowanych
przez B i wybiera najlepszg strategie ze swojego punktu widzenia

Krok 4. Taki jak Krok 2.

Krok 5. Sprawdz, czy wykonano zamierzong liczbe iteraciji, jesli tak to
STOP. Jesli nie, to Krok 3.
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PRZYKtAD 2
Algorytm Browna

-IEIEE

200




PRZYKtAD 2
Algorytm Browna

-IEIEEE

200




PRZYKtAD 2
Algorytm Browna

| B1B3 B4 B3| B3 B4
Y% 200 10 30 10 (20 50




PRZYKtAD 2
Algorytm Browna




PRZYKtAD 2
Algorytm Browna




PRZYKtAD 2
Algorytm Browna

| B1.B3 B4 B3B3 B4 B4 B4|BA
(A 200 10 30 (10 (20 50 80 (110 140
WEN 70 100 so (100 [200( 280 360 440 520
MEN so o 80 "0 [0 80 160 240 320
Ci200 a0 50
RAZRETAEE U




Bl B3 B4 B3 B3 | B4 | B4 B4 | B4 | B4 | B4 | B4
Al 0C 0 0
A2 0 00 80
A3 B0 0 3(
Al
A2 Do tej pory wykonalismy 9 iteracji i
A2 mamy czestos¢
A2 p,=1/9, p,=8/9, p;=0

q,=0, 9,=2/9, q;=7/9. Nalezy

A2 kontynuowac algorytm do co najmniej
A2 100 iteracji.
A2
A2

A2




Strategia dominujgca to najlepsza mozliwa reakcja na dowolng
strategie zastosowang przez konkurenta. Jej logika nieuchronnie
prowadzi do pogorszenia wyniku, gdy gra ma charakter

Historycznym przyktadem gry niekooperacyjnej jest

Dziatania A Dzialania B

Nie przyznawac sig wsypac kompana
Nie przyznawac sie 1 rok 1 rok 10 lat 0 lat
Wsypac kompana 0 lat 10 lat 5 lat 5 lat

Partnerzy skazani sg na nieoptymalny wynik. Ze wzgledu na brak bodzZcdéw, zaden nie zamierza
jednostronnie zmieni¢ swojego zachowania, chyba ze w drodze podjecia skoordynowanej
wspotpracy, opartej na zaufaniu



W tej grze ,,wsyp kompana” jest strategig dominujgca: niezaleznie
od tego co robi przeciwnik, zawsze bardziej optaca sie oszukac
kolege niz milczec. Jesli wspotwiezien milczy, oszukiwanie skroci
wyrok z szeSciu miesiecy do zera. Jesli wspotwiezien zeznaje,
oszukiwanie skroci wyrok z dziesieciu lat do pieciu.

Kazdy gracz racjonalny bedzie zatem oszukiwat i jedyng rownowagg

Nasha jest sytuacja, gdy obaj gracze oszukujg siebie. W efekcie
obaj zyskajg mniej, niz gdyby obaj wspotpracowali.



F FIRMA 2

I 0sZustwo CZCIWOSC
E 1 oszustwo 2 2 3.5 1.5
M uczciwose 1.5 3.5 3 3

A

Gdyby dwa przedsiebiorstwa stworzyty kartel, dajgcy zyski na
poziomie 6 min PLN i dzielone po potowie, to zyskaliby po 3min.
Rywale zdajg sobie sprawe, ze jesli zwiekszg sprzedaz, a konkurent
pozostanie wierny umowie, to ich zyski wzrosng do 3,5 min PLN,
lecz uczciwym spadng do 1,5 min PLN. Jesli obaj bedg oszukiwac,
to zrealizujg zyski na poziomie 2 min PLN.



Gra o udzial w rynku miedzy Toyota i Honda

Tovota
Budowac nowa wytwornie Nie budowac
Budowac nowa wytwornie 16 16 20 15
Honda
. , 15 20 18 18
Nie budowac

Jesli gracze oczekujg racjonalnego zachowania sie przeciwnika, to
obaj ,,optymalizujac” wybor, osiggajg rownowage Nasha.



Przyktadem gier z wiecej niz jedng rownowaga Nasha jest gra w
tchorza, w ktérej dwoch nastolatkdw najezdza na siebie
samochodami po jednopasmowej drodze. Pierwszy, ktory zjedzie z
drogi zostaje tchorzem, drugi — bohaterem. Jezeli obaj zjadg z
drogi, to obaj zostajg tchorzami. Jezeli zaden nie zjedzie — obaj
ladujg w szpitalu.

I JANEK

R zjechac nie zjechac

E Zjechac 1 1 ] 2

K nie zjechaé 2 1 0 0
e



Gry z naturg — gry z przeciwnikiem nierozumnym
Przeciwnik nierozumny nie jest zainteresowany wynikiem gry
W grach z naturg mogg wystgpi¢ nastepujace przypadki:

 Stany natury sg jednakowo prawdopodobne
e Stany natury nie sg jednakowo prawdopodobne

Wyboru wyniku gry mozna dokonac¢ na podstawie regut decyzyjnych:
e kryterium Walda (reguta maxmin) — wyboér pesymisty
e kryterium Hurwicza
e kryterium Bayesa — przecietna wygrana
e kryterium Savage’a — minimalizacja strat



* Jest to kryterium pesymistyczne

* Kryterium wybiera maksymalng wygrang przy zatozeniu, ze natura
zachowa sie jak najbardziej niekorzystnie

Postepowanie jest nastepujgce:

e Wybieramy minimalng wartos¢ w kazdym z wierszy — zaktadamy, ze
zajdg warunki najbardziej niekorzystne dla gracza

e - Z uzyskanych wynikow wybieramy wartos¢ najwyzszg a uzyskana
wartos¢ to minimalna wygrana jaka moze uzyskac gracz



* Wybiera sie arbitralnie tzw. wspofczynnik ostroznosci
O<y<l1l
Ewentualnie, wspofczynnik optymizmu 0 £ a £ 1, przy czym y=1-a

* Dla kazdej strategii A, (i=1, ..., n) gracza wyliczamy warto$¢ v.=
y'min K; + (1 - y)'max K;; gdzie K;; — wartosci funkcji korzysci

* Ostatecznie wybieramy strategie spetniajgcg warunek
max v,

* W przypadku, gdy y = 1, kryterium Hurwicza staje sie kryterium
Walda
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» Zaktada sie, ze stany natury sg jednakowo prawdopodobne

» Wedtug kryterium Bayesa najlepsza jest ta strategia, ktora daje
najwiekszg przecietng wygrang

* Dla kazdej strategii nalezy policzy¢ srednig wygrang v, jako srednig
arytmetyczng

* Nastepnie wybiera sie te strategie, ktdra ma najwiekszg wartosc
sSredniej arytmetycznej



* Kryterium Savage’a spetnia postulat minimalizacji oczekiwanych
strat wyniktych z podjecia decyzji gorszej niz najlepsza mozliwa dla
danego stanu natury (z punktu widzenia gracza)

* Nalezy wybrac te strategie, dla ktorej strata relatywna jest
najmniejsza

Postepowanie

* Wyznaczenie macierzy strat relatywnych. Strata jest réznicg miedzy
najwieksza wygrang mozliwg dla danego stanu natury, a wygrang
odpowiadajgca decyzji gracza

* znajdujemy dla kazdej strategii maksymalng strate i wybieramy jako
wynik gry odpowiadajacy jej strategie



PRZYKtAD

Kierowca karetki pogotowia ma do wyboru trzy trasy dojazdu na
miejsce wypadku. Mogg by¢ rozne utrudnienia opdzniajgce pojazd —
4 stany natury. Czas dojazdu umieszczono w tabeli:

| A | B | c | D
21 15 32 16

St

-

28 20 10 10 159
13 27 25 15
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PRZYKtAD

Zauwazamy, ze poznane kryteria maksymalizujg korzysci. Nam
natomiast zalezy na minimalizacji czasu. Dlatego zmienimy podane
czasy na wartosci przeciwne.

| A | B | c | D
21 -15 -32 16
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PRZYKEAD

Kryterium Walda wskazuje trase 3.

| A B | C | D | min_

21 15 -32 -16 32
BE 2 20 10 10 g

Kryterium Hurwicza dla y = 0,8 wskazuje trase 3.

-nn-nn
Bl - 28,6
2 [BE 20 10 i

BEEl - 27 25

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA



PRZYKEAD

Kryterium Hurwicza dla y = 0,6 wskazuje trase 2.

| A | B | c | D | v
21 15 -32 .16 25,2
BEEl - 27 .25 15 214

Kryterium Hurwicza dla y = 0 wskazuje trase 2.

LA | B | Cc | D | v
21 15 32 -16 15
3 EE 27 25 15 13

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA



PRZYKEAD

Kryterium Bayesa wskazuje trase 2.

A | B | c | D | éredia_
21 15 -32 16 21

B - 27 25 15 20

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA



PRZYKEAD

Kryterium Savage’a wskazuje trase 2 lub 3.

I T N N TN
.

Macierz strat:

A ] B | c | D | max_
g 0 22 6 22
Bl 5 0 o s
BEE 21 s [s
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Kryterium Bayesa — Laplace’a

Czasami znane sg prawdopodobienstwa p.,...,p,, wystapienia danych
standw natury uzyskane np. na podstawie statystycznych danych

historycznych.

Wtedy mozna zmodyfikowac kryterium Bayesa i zamiast wartosci
sredniej zastosowac wartosc¢ oczekiwang, czyli

v=K,p;+...+K: P, p+...+p, =1

a nastepnie wybra¢ maksymalng z nich.



PRZYKtAD

Kierowca karetki pogotowia ma do wyboru trzy trasy dojazdu na
miejsce wypadku. Mogg by¢ rozne utrudnienia opdzniajgce pojazd —
4 stany natury z prawdopodobienstwami ich wystgpienia.

A B | C D | Vi
0,3 0,4 0,1

B 15 32 16 11
2 [BE 20 110 10 | -ags
3 EE 27 25 15 10,1

Kryterium Bayesa- Laplace’a wskazuje trase 2.
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