OPTYMALIZACJA
WIELOKRYTERIALNA



Optymalizacja wielokryterialna

Optymalizacja wielokryterialng nazwiemy
probe znalezienia wektora zmiennych decyzyjnych.
X = [X1,X5,000s X, ],

ktory spefnia warunki ograniczajace:
g/(x) > 0 (i=1...m),
h(x) =0 i=1..p)

oraz optymalizuje wektor funkcyjny, ktorego elementy
reprezentuja funkcje celu:

f(x) = (f,(x),f,(x),...,f (X))

Polega na znalezieniu optymalnego rozwigazania, ktore jest
akceptowalne z punktu widzenia kazdego kryterium




Funkcje celu reprezentuja matematyczny opis danego
kryterium oraz najczesciej pozostaja w konflikcie
miedzy soba.

Przypomnijmy uproszczony problem wyboru nowego
systemu informatycznego zarzadzania dla firmy. Mamy 6

ofert systemu i zestawienie ich najwazniejszych
charakterystyk w tabeli

Nr oferty | Ocena Ocena jakosci Obnizka
elastycznosci kosztow

Mata Dobra
2 Mata Niedostateczna 27
3 Przecietna Idealna 5
4 Przecietna Bardzo dobra 17
5 Duza Dobra 21
6 Duza dostateczna 27



Przyktad

» Problem wyboru systemu sprowadza sie do
wyboru elementu x ze zbioru Q = {1; 2; 3;
4: 5: 6} na podstawie trzech funkcji oceny
f,(x), f5(x), f5(x) wyrazajacych oceny
elastycznosci, jakosci systemu i obnizke
kosztow dziatania w odpowiednich
skalach.

» Wszystkie trzy oceny maja okreslony
porzadek w tym sensie, ze wieksza
wartosc funkcji oceny wyraza lepsza
ocene.




Przyktad

> Wabrtlosa funkcji oceny sa zestawione w nastepujacej
tabeli

X ho 00 0

1

2 1 0 27
3 2 4 5
4 2 3 17
5 3 2 21
6 3 1 27

» Problem decyzyjny wyboru wariantu systemu polega na
wyborze jednego z szesciu trzyelementowych wektorow
(wierszy) ocen

vy, =(1;2;28),y, =(;0; 27),y; = (2; 4; 5),

Va4 = (2;3;17),y5 = (3; 2; 21), Ye = (35 1; 27).



Relacja preferencji

» Z kazdym problemem decyzyjnym zwiazany jest pewien
model preferencji. Model taki ustala, ze dla pewnych par
wektorow ocen okreslone jest, ktory z nich jest lepszy.
Wyrazane jest to za pomoca relacji preferencji.

Preferencje okreslone na wektorach ocen

relacja scistej preferencji: x Py, x jest lepszy niz y
relacja indyferencji: x |y , x tak samo dobry jak y
relacja stabej preferencji: x Sy, x jest nie gorszy niz y
istnieja nieporownywalne wektory ocen: x || y

v v Vv Vv

X Sy relacja podstawowa
XPy,(XxSyi nieprawda, ze y S x)
M, XSy iySx)

v Vv




Relacja preferencji - >

W przypadku pojedynczych ocen liczbowych
(jednowymiarowych wektorow ocen) relacja
preferencji okreslona jako nieréownosc liczbowa

XZY WIWX >y

jest porzadkiem liniowym z relacjami Sciste;
preferencji i indyferencji okreslonymi,
odpowiednio, jako ostra nierownosS¢ > i rownosc




Porzadek Pareto

» W przypadku wielowymiarowych wektoréw oceny
X=[X1,...,X.], y=I[y;,...,¥,] mozna zastosowac porzadek
Pareto (produktowy), czyli relacje preferencji
zdefiniowana przez nierownosci na poszczegolnych
wspotrzednych

XZzYy WIwW X >y i=1,....m

Wtedy

» X >y Wwiw X, >y, i=1,...,miistnieje j takie, ze x; >y,

» X=YyWIW X =Yy, i=1,...,m

Relacja nierownosci wektorowej jest zwrotna i
przechodnia. Jest ona rowniez antysymetryczna, bo
odpowiadajaca jej relacja indyferencji pokrywa sie z
rownoscig wektorow. Tym samym relacja nierdwnosci
wektorowej jest porzadkiem czesciowym




Porzadek Pareto -diagram Hassego

Nie jest to porzadek liniowy, gdyz relacja ta nie jest spdjna
(istnieja wektory nieporownywalne).

Przyktad: Problem decyzyjny wyboru wariantu systemu polega na

wyborze jednego z szesSciu trzyelementowych wektorow
(wierszy) ocen

y: =(1;2;28),y,=(0;0;27),y; =(2;4;5), y4=1(2;3;17),

ye =(3; 2;21),ys =(3; 1; 27).

Zapiszmy porzadek Pareto, dla uproszczenia nie zapisujemy
ZWrotnosci:

= ={(y1,Y2), (Y6, Y2)}
Yillyss YillYa YallYs: YallYer YallYar YallYar YallYs, YallYa Yallys, YallYe,
YallYs: YallYs: YsllYe,




Porzadek Pareto -diagram Hassego

= ={(y,,¥1), (Ye,Y2)}

Yillys, YillYa YallYs: YillYs: YollYa: YollYa YollYs: YallYa, YallYs,
YallYs: YallYs: YallYe: YsllYs:

Zbudujemy diagram Hassego:

A1={Y1:Y2) Y35 Yar Y5 Yo! Mi={Y3, Yas ¥5: Y1}

A={Ya et  Mo={y} I
©O O O

.

10



Porzadek Pareto -diagram Hassego

vy, =(1;2;28),y,=(1;0;27),y; =(2;4;5), ys=1(2;3;17),

ys = (3; 2; 21),y6 = (35 1; 27).

Zapiszmy porzadek Pareto - dla uproszczenia nie zapisujemy
Zwrotnosci:

7 ={y1,¥2)s (Ye,¥2)}

Yillyss YillYa YillYs: YillYer YallYa: YallYar YallYs, YallYa Yallys, YallYe,

Yallys: YallYs: YsllYe:
Zbudujemy diagram Hassego:

A1={Y1:Y2) Y35 Yar Y5 Yot M1={Y3, Yas V5 Y1} Ye
A={Y1,Ye} Mo={y,} v Y1
As={Ye} Ms={Ve} © @ ©

Y, Y& Y5 Yo

Elementy vy,, y,, Y= S8 jednoczesnie
minimalne i maksymalne.
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Porzadek leksykograficzny

Dla wektorow ocen relacja nierownosci leksykograficznej
(alfabetycznej)

> Jest zdefiniowana nastepujaco:
Y >1ex X Wiw, gdy istnieje j takie, ze y; > x; orazy, = x, dlak <]
Y Zjex X WIW, gdy y > lex X luby = x

Relacja nierownosci leksykograficznej jest zwrotna, przechodnia,
fa_n;ysymetryczna i spojna. Definiuje ona zatem porzadek
iniowy.

W przyktadzie y, = (1; 2; 28),y, = (1, 0; 27), y3 = (2; 4, 5),
Ya=1(2;3;17),ys = (3; 2; 21),ys = (3; 1, 27),
stosujac relacje nierownosci leksykograficznej stwierdzamy, ze

YS >Iex y6 >Iex Y3 >Iex Y4 >Iex Y1 >Iex Yo

Relacja preferencji wyrazona w postaci porzadku
leksykograficznego faktycznie wprowadza hierarchie funkgcji

ocen.
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Porzadek leksykograficzny

Najwazniejsza jest wartosC pierwszej wspotrzednej a tylko
przy jednakowych wartosciach pierwszych

wspotrzednych porownywane sa drugie wspotrzedne itd.

W omaW|anym przyktadzie oznacza to, ze przy wyborze
stemu za najwazniejszga przmeUJe si¢ ocene
e astycznosci systemu, nastepnie oceng jakosci, jako
najmniej wazna - obnlzke kosztow.

Zmiana kolejnosci funkcji ocen oznacza tu przyjecie innej
hierarchii ocen. Na przyktad, zamieniajgc w hierarchii
oceny bezpieczenstwa i wydajnosa sYstemu | stosujac
porzadek eksykograflczny wyznaczylibySmy wariant 3 z
wektorem ocen c?l gjako najlepszy wsrod
szesciu odpowie ich wektorow

= (2; 1, 28), ~y, = (0 1;27), ~y; = (4; 2;5), ~y, = (3;
é; 17), ~y5—(2 § = (1; §'27).
Otrzymujemy wtedy nastepujace uszeregowanie:

~Y3 Zlex ~Y4 Zlex ~Y5 Zlex ~Y1 Zlex ~Y6 Zlex ~Y2
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" Techniki optymalizacji wielokryterialnej-

teoretyczne podstawy teorii gier

Skalaryzacjg zadania optymalizacji wielokryterialne] nazywamy
zadanie optymalizacji jednokryterialnej (wprowadzenie funkcji
uzytecznosci s)

max {s(f,(x); f,(x); ...; f,(X)) : x € Q}

z funkcjg uzytecznosci s : R™ - R.

Maksymalizacja funkcji skalaryzujgcej s definiuje relacje
preferencji
y =y wiw, gdy s(y’)=s(y)




e

Techniki optymalizacji wielokryterialnej —
skalaryzacja w postaci sumy lub sredniej

1. Suma: max{ ) fi(x) : x € Q}

2. Srednia : max { (% fi(x))/m : x € Q}

Zob. kryterium Bayesa w grach z natura.

™




" Techniki optymalizacji wielokryterialnej —
skalaryzacja w postaci wazonej sumy

Powszechnie stosowang technikg wyznaczania rozwigzan
efektywnych jest metoda wazenia ocen oparta na
Skalaryzacji za pomocg wazonej sumy ocen. Zwykle
przyjmuje sie wagi znormalizowane, tak aby sumowaty sie
do jednosci.

Dla dowolnych dodatnich wag w; > 0 rozwigzujemy
zadanie skalaryzacji wazonej

max { Yw;fi(x) : X € Q}

Zob. kryterium Bayesa-Laplace’a w grach z natura.




" Techniki optymalizacji wielokryterialnej — h

skalaryzacja maksyminowa
max { min fj(x) : x € Q}

Zob. kryterium Walda w grach z natura.




" Techniki optymalizacji wielokryterialnej — h
wazona skalaryzacja maksyminowa

Skalaryzacje maksyminowg, podobnie jak sume ocen,
mozna rozpatrywac z wagami.

Dla dowolnych dodatnich wag w> 0 szukamy

max { min wif,(x) : x € Q}




" Techniki optymalizacii
wielokryterialne) —skalaryzacja
maksy-maksyminowa

Dla ustalonego wspétczynnika A > 0 szukamy

max { A- min f,(x) +(1-1)-max f,(x): x € Q}

Zob. kryterium Hurwicza w grach z natura.




PODSTAWY TEORII GIER

W sytuacjach konfliktowych dochodzi do sprzecznos$ci intereséw
roznych podmiotow. Wiaze si¢ to z podejmowaniem decyzji w
warunkach sprzecznosci interesow.

Sytuacje konfliktowe mozna rozwigza¢ stosujac algorytmy z teorii
gier.

Teoria gier to matematyczna teoria pewnej klasy modeli, stuzacych
podejmowaniu decyzji w warunkach konfliktu, niepewnosci lub
nieokreslonosci.

Teoria gier jest wigc dziedzing zajmujgcg si¢ opisem sytuacji, w
ktorych podmioty (gracze) podeymuja swiadome decyzje (nazywane
strategiami), w wyniku ktorych zapadajg rozstrzygniecia mogace
zmieni¢ i1ch potozenie.




FUNKCJA KORZYSCI

Atgl miec matematz/)czne narzedzia badania wariantow
ecyzyjnych i wyboru wariantu optymalnego wprowadza
sie wartosci liczbowe dotyczace okreslonego kierunku

dziatania odpowiadajace roznym stanom (lub
kierunkom dziatania przeciwnika). Tym przeciwnikiem
moze by¢ gracz osobowy lub stan natury.

Poniewaz kazdej kombinacji naszego wariantu
decyzyjnego i wariantu przeciwnika mozna przypisac
jednoznacznie pewng wartosc (korzys¢, wyptate), to
mamy do czynienia z zaleznoscig typu funkcyjnego
ktora nazwiemy funkqg korzysci.

Gdy zbior wariantow jest n elementowy a zbior
wariantow przeciwnika jest m elementowy, to wartosci
funkcji korzysci mozna przedstawiC w postaci macierzy
NXm nazywanej macierzg wypftat (macierza korzysci).

Wiersz lub kolumne macierzy wyptat nazwiemy wektorem
wypftat (wektorem korzysci)
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MACIERZ WYPLAT

Z
N Z, Z, Z Z.
D, K1 Kiz K, i Kim
DZ K21 K22 K2j K2m
D; Kis Kiz Kij Kim
Knj Knm

22



Réwnowaga Nasha

Rownowaga Nasha (ang. Nash equilibrium) jest to profil
strategii teorii gier, w ktorym strategia kazdego z
graczy jest optymalna, przyjmujac wybor jego
oponentow za ustalony. W rownowadze zaden z
graczy nie ma powodow jednostronnie odstepowac
od strategii rownowagi. W tym sensie rownowaga jest
stabilna.

Kazda skonczona gra ma przynajmniej jedna
rownowage Nasha, niekoniecznie w strategiach
czystych.
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GRY DWUOSOBOWE O SUMIE ZERO

Sa to gry z dwoma graczami. Suma gry to réznica pomiedzy zyskiem z gry
wygrywajacego, a strata przegrywajacego, czyli w tych grach suma gry
jest rowna zero

Innymi stowy: wygrana jednego gracza jest rowna stracie drugiego
gracza. Czyli funkcja korzysci jednego gracza jest przeciwna do funkcji
korzysci drugiego gracza.

Zalozenia:

1. dwoch zantagonizowanych graczy

2. przegrana jednego gracza roOwna si¢ wygranej drugiego
3. zdeterminowana, skonczona liczba strategii

Roéwnowagg Nasha w grze dwuosobowej jest nastepujacy wybor:
Wybieram to, co jest dla mnie najlepsze, gdy ty robisz to, co robisz.
robisz to, co jest dla ciebie najlepsze, gdy ja robie to, co robie.




MACIERZ WYPLAT dla gracza A

Funkcja korzysSci ma wartosci K;

Aq Ky Kiz Kij K
Az Ko Koo Ky; Ko,
A Ki Kiz Kj Kim

25



MACIERZ WYPLAT dla gracza

Funkcja korzysci ma warto$ci -K;

B
N B1 82 BJ Bm
A -K11 -K12 -Ky; K,
Ay -Ka1 -Koo -Ky; Ko
A -Ki -Kiz -Kj Ky
A, -Kq1 -Kio -Kyj K

Ustalamy, ze w grze dwuosobowej o sumie zero bedziemy stosowali
macierz korzysci jednego gracza wiedzac, ze jednoczesnie sg to straty gracza




STRATEGIE

W teorii gier termin strategia wystepuje w dwoch aspektach:

1. Strategig nazywamy wariant decyzyjny danego gracza (dla uniknig¢cia
niejasnosci czasami bedziemy uzywali po prostu terminu wariant

decyzyjny)

2. Strategig nazywamy tez sposob postepowania prowadzacy do podjecia
optymalnej decyzji

W grze dwuosobowej o sumie zero wyrdznia si¢ nastepujace strategie:

1. strategia wariantu dominujgcego — jezeli jakis wariant nie prowadzi
do gorszych wyplat niz inny, a w niektorych przypadkach prowadzi do
wyptat lepszych, to taki wariant jest dominujgcy w sensie porzadku Pareto
na wektorach wyplat.

wariant jest zdominowany — jezeli jest to zdominowany przez inny
wariant w sensie porzadku Pareto na wektorach wyplat.




STRATEGIE

2. strategia maksyminowa — jest to strategia, ktéra prowadzi do
maksymalizacji najnizszych mozliwych wyptat w danej grze

Strategie 1.1 2. naleza do grupy tzw. strategii czystych

3. strategia mieszana — jezeli dla gracza A dane sg warianty decyzyjne A,,
A,, ... A, to strategia mieszana jest dowolng kombinacjg tych strategii
stosowanych z prawdopodobienstwem, Py, P, - . - P, Przy czym:
p;i>0dla(i=1,2,...,n)orazp,+p, +...+p, =1

Aby rozwigzac gre¢
« ZMmniejszamy rozmiar gry tzn. eliminujemy warianty dominowane

* poszukujemy rozwigzania w zbiorze strategii czystych

* wyznaczamy wariant dominujacy — jesli nie istnieje, to stosujemy
strategie maksyminowa




STRATEGIA MAKSYMINOWA

Strategia maksyminowa sprowadza si¢ do nastepujacych czynnosci:

» wybleramy minimalng wartos¢ w kazdym wierszu (przyjmujemy, ze
gracz B wybierze wariant najbardziej niekorzystny dla A)

« wybieramy maksymalng wartos¢ w kazdej kolumnie (gracz B zaktada, ze
gracz A wybierze wariant najgorszy dla B )

Jezeli maksymalna z minimalnych wartosci z wierszy jest rowna
minimalnej z maksymalnych wartosci z kolumn, to wtedy mowimy, ze
Istnieje rozwigzanie - punkt siodtowy (punkt rownowagi).

Bedzie to punkt réwnowagi Nasha.
Przy zatozeniu, ze obydwaj gracze maksymalizujg swoje zyski wybor
punktu siodtowego jest najlepsza strategig dla obydwu graczy.
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PRZYKLAD

Sztaby wyborcze dwoch kandydatow na prezydenta
spodziewaja sie, ze decydujacy wptyw na wynik kampanii
moga miec jej dwa ostatnie dni. Obaj politycy zdaja sobie
sprawe, ze kluczowa role w wyborach moga odegrac gtosy
mieszkancow dwoch duzych miast: X i Y.

» Kazdy z politykdw moze wybrac jedna z trzech strategii
postepowanias:

Al =B1 spedzi¢ dwa dni w miescie X

A2 =B2 spedzic dwa dni w miescie Y

A3 =B3 spedzic jeden dzien w miescie X i jedenw Y
» Sztab wyborczy Polityka A. przygotowat prognozy

przyrostu gtosow na Polityka A. kosztem Polityka B. w
zaleznosci od wybranych przez nich strategii.
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PRZYKtLAD

Macierz wyptat w tej grze jest nastepujaca:

| Bl | B2 | B3 _
-50 -30 40
20 -10 20
50 10 20

Diagram Hassego dla porzadku
Pareto na wektorach Al, A2, A3: I A3
(©]

Al A2

Zatem A2 jest zdominowana przez A3. Racjonalny gracz nie
wybierze strategii prowadzacej do gorszych wyptat.
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PRZYKtLAD

Pozostaje nastepujgca macierz:

Bl B2 B3 _
-50 -30 40

50 10 20

Diagram Hassego dla porzadku
Pareto na wektorach B1, B2, B3: I B2

B1 © B3

Zatem B3 jest zdominowana przez B2. Racjonalny gracz nie
wybierze strategii prowadzacej do gorszych wyptat.
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PRZYKLAD
Pozostaje nastepujaca macierz:
—— | Bl | B2
A] -50 -30

5010

Teraz znow dokonujemy poréwnania strategii:

A3 jest ,lepsza” niz Al. Czyli jest to wariant
niezdominowany

| Bl B2
50 10

Gracz A wybiera A3. Gracz B aby zminimalizowac swoje
straty wybiera B2.
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PRZYKtLAD

Bez redukcji wariantdow mozemy zastosowac strategie
maksyminowa

20 —10 20 —10
50 10 20 10
max 50 10 40

Wtedy max( min (A1), min (A2), min (A3))=10
min( max (B1), max (B2), max (B3))=10
Czyli maxmin=minmax, wiec istnieje punkt siodtowy. Gra
ma rozwiazanie (A3, B2)

p— 34




PRZYKLAD 2.

Dwa koncerny samochodowe konkuruja ze soba na rynku
pewnego kraju. Koncern A rozwaza uruchomienie w
lokalnej fabryce jednego z czterech modeli samochodow.
Koncern B natomiast jednego z pieciu modeli
samochodow.

W macierzy wyptat przedstawiono zyski koncernu A (straty
koncernu B) przy produkcji poszczegolnych samochodow,
w zaleznosci od decyzji podjetych przez koncerny.

Nalezy podjac decyzje o rodzaju produkcji, bedac
dyrektorem koncernu A.
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PRZYKLAD 2
‘mmm

200 120
70 80 100 80 110
80 150 0 80 30
70 / 90 20 60

IAZ
© 39 94

Al A3

A4 jest dominowana przez A2

p—
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PRZYKLAD 2

Po wykresleniu A4 otrzymujemy macierz:

-IEIIE
- 200 120

70 80 100 80 110

80 150 O 80 30

Nalezy porownac strategie gracza B.

p—
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PRZYKLAD 2

Nalezy porownac strategie gracza B parami, przy czym
wieksza wartosc jest ,gorsza”

B | B2 Bl B3 | Bl B4 BT | BS B2 BS




PRZYKLAD 2
B5 jest dominowana -m

przez B3, a B2 jest 200
dominowana przez B4- 70 ]00 80

E 80 0 80

Wracamy do A:

RWI2000 10 30
70 [1O0NNEON,

Nie ma juz wariantow
dominowanych.

W 70 [1007 80"
I- 0 | 80
i

-- 30 Szukamy punktu siodtowego.
0 o JEon
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PRZYKEAD 2 IICINEENIEAETD
200 10
0

70 100 80 70
80 O 80 O
ks 200 100 80
X

maxmin=70 # minmax=8(
Nie ma punktu siodtowego. Nalezy poszukac¢ rozwigzania w postaci
strategii mieszanej.

Wartos$¢ gry zawsze miesci si¢ w przedziale:
(maxmin ,minmax ) tutaj v&(70,80)

Strategii mieszanej szukamy rozwigzujgc odpowiednie zadanie
rogramowania liniowego.




-IEII

200

70 100 80

80 0 80
Zaldézmy, ze gracz A bedzie stosowat:

A1l z czestoscia (prawdopodobienstwem) p,
A2 7z czestoscig (prawdopodobienstwem) p,
A3 z czestoscig (prawdopodobienstwem) p,
Niech v oznacza warto$¢ gry, czyli korzysci uzyskane przez gracza A.

PRZYKLAD 2
Strategia mieszana

Wygrana A w przypadku, gdy B bedzie stosowat:

B1: 200p,+ 70p, +80p;=v

B3:  10p,+100p, =V

B4:  30p,+ 80p,+80p;=v

Ponadto suma czg¢stosci (prawdopodobienstwa) stosowania
wszystkich strategii musi by¢ rowna 1: p;+ p,+p;=1
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PRZYKLAD 2 Strategia mieszana

Strategia optymalna, przy dowolnym postepowaniu gracza B
powinna zapewnic graczowi A wygrang nie mniejszg niz
wartosc gry v. Czyli ograniczenia przyjmuja postac:

200p,+ 70p, +80p;>v
10p,+100p, >V
30p;+ 80p,+80p;>v

Pyt Ptps=1

Gracz A dazy do maksymalizacji swojej wygrane;.

Stad funkcja celu:

v — MAX

v jest wartos$cig nieznang wiec rozwigzanie zadania
programowania liniowego jest niemozliwe.
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PRZYKLAD 2 Strategia mieszana

Aby sie uniezalezni¢ od wartosci v:
- uktad ograniczen dzielimy obustronnie przez v
- podstawiamy: x; = p;/v
Otrzymujemy wtedy ograniczenia:
200x;+ 70x, +80x;>1
10x,+100x, >1
30x,+ 80x,+80x;>1

Ponadto, mamy
X1+ X, +X5=1/v

Stad funkcja celu:
X1+ X,+X5=1/v — MIN
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Strategia mieszana. MODEL
MATEMATYCZNY

Funkcja celu:
X+ Xo+X3 — MIN

Ograniczenia:
200x,+ 70x, +80x5>1

10x,+100x, >1
30x,+ 80x,+80x;>1
X1y X9, X3 >0

Wtedy wartos$¢ gry bedzie rowna v = 1/(X,+ X,+X5)
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PRZYKLAD 2
Strategia mieszana
dla gracza B

200

- 70 100 80

80 0 80
Zaldézmy, ze gracz B bedzie stosowat:

B1 z czgstoscig (prawdopodobienstwem)
B3 z czgstoscig (prawdopodobienstwem) (,
B4 z czestoscig (prawdopodobienstwem)

Przegrana B w przypadku, gdy A bedzie stosowat:

Al: 200q,+ 10g, +30q5=Vv

A2:  70g,+100q,+80q;=Vv

A3:  80p,+ 8005=V

Ponadto q,+ g,+0,;=1

Strategia optymalna, przy dowolnym postepowaniu Gracza A
powinna zapewni¢ Graczowi B przegrang nie wigksza niz

-IEII
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PRZYKLAD 2 Strategia mieszana

Czyli ograniczenia przyjmujg postac:

200g,+ 10g, +30q;<v
70g9,+100q,+800; < v
80p,+ 80g;<v

0;t+ Q,t05=1

Gracz B dazy do minimalizacji swojej przegrane;.
Stad funkcja celu:
v — MIN
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PRZYKLAD 2 Strategia mieszana

Aby sie uniezalezni¢ od wartosci v:
- uktad ograniczen dzielimy obustronnie przez v
- podstawiamy: vy, = q;/v
Otrzymujemy wtedy ograniczenia:
200y,+ 10y, +30y,<1
70y,+100y,+80y,; < 1
80p,+ 80y, <1

Stad funkcja celu:
Vit Yoty,=1/v—> MAX
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Strategia mieszana. MODEL
MATEMATYCZNY

Funkcja celu:
Y1t Yotys=1/v — MAX

Ograniczenia:

200y,+ 10y, +30y,<1
70y,+100y,+80y,; < 1
80p,+ 80y; <1

Y1 ¥2,Y3 =0

Wtedy wartos$¢ gry bedzie rowna v = 1/(y,+ y,+Y5)
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Strategia mieszana. Rozwiazanie dla
gracza A

Rozwigzanie
X,=0,00058
X,=0,0099
X3=0,0023

1/v =0,0129 czyli v=77,73
Stad :

P,=0,045
P,=0,773
p;=0,182

Gracz A powinien stosowac Al z czestoscig 0,045,
oscig 0,773 , A3 z czestoscig 0,182. Spodziewana

~ .

-
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Strategia mieszana. Rozwiazanie dla
gracza

Rozwigzanie

y,= 0,0037
y,= 0,0004
y,=0,0088

1/v =0,0129 czyli v=77,73
Stad :

q,= 0,284

d,= 0,0285

5= 0,6875

Gracz B powinien stosowac B1 z czestoscig 0,284,
oscig 0,0285 , B4 z czestoscig 0,6875. Spodziewana
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ALGORYTM BROWNA

» algorytm Browna jest algorytmem
iteracyjnym

» ma zastosowanie w grach o duzych
wymiarach

» jest prosty i tatwy w oprogramowaniu

» dla duzej liczby iteracji zapewnia
zbieznosSC rozwiazan

» metoda wrazliwa na liczbe iteracji - aby

uzyskac doktadne wyniki nalezy wykonac
duza liczbe iteracji > 100.
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ALGORYTM BROWNA

Krok 1. Gracz A wybiera arbitralnie strategie

Krok 2. Gracz B sumuje elementy strategii
dotychczas stosowanych przez A i wybiera
najlepsza strategie ze swojego punktu widzenia

Krok 3. Gracz A sumuje elementy strateqii
dotychczas stosowanych przez B i wybiera
najlepsza strategie ze swojego punktu widzenia

Krok 4. Taki jak Krok 2.

Krok 5. Sprawdz, czy wykonano zamierzonag liczbe
iteracji, jesli tak to STOP. Jesli nie, to Krok 3.
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PRZYKLAD 2
Algorytm Browna

(Bl _ B3 | B4 | B3
AW 200 10 30 (10
A2 70 100 80 100

A3 0 O
----

p—




PRZYKLAD 2
Algorytm Browna
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PRZYKLAD 2
Algorytm Browna

Bl B3 B4 [B3 B3 B4
A 200 10
70 100
80 0

A2
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PRZYKLAD 2
Algorytm Browna
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PRZYKLAD 2
Algorytm Browna
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PRZYKLAD 2
Algorytm Browna

10 30
o
70 10 80
0

80 0 80




Do tej pory wykonalismy 9 iteracji 1

mamy czgstosc

p,=1/9, p,=8/9, p,=0
qlzoi q2:2/9, q3:7/9 Nalezy

kontynuowac¢ algorytm do co najmnie;j

100 iteracji.




GRY DWUOSOBOWE O SUMIE DOWOLNE]J

Strategia dominujaca to najlepsza mozliwa reakcja na
dowolna strategie zastosowana przez konkurenta. Jej
logika nieuchronnie prowadzi do pogorszenia
wyniku, gdy gra ma charakter niekooperacyjny.

Historycznym przyktadem gry niekooperacyjnej jest
dylemat wieznia.

Dzialania A Dzialania B
Nie przyznawac sie wsypac kompana
Nie przyznawac sie 1 rok 1 rok 10 lat 0 lat
Wsypac kompana 0 lat 10 lat 5 lat 5 lat

Partnerzy skazani sg na nieoptymalny wynik. Ze wzgledu na brak
bodzcoOw, zaden nie zamierza jednostronnie zmieni¢ Swojego
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DYLEMAT WIEZNIA

W tej grze ,wsyp kompana” jest strategia dominujaca:
niezaleznie od tego co robi przeciwnik, zawsze
bardziej optaca sie oszukac kolege niz milczec. Jesli
wspotwiezien milczy, oszukiwanie skroci wyrok z
szesciu miesiecy do zera. Jesli wspotwiezien zeznaje,
oszukiwanie skroci wyrok z dziesieciu lat do pieciu.

Kazdy gracz racjonalny bedzie zatem oszukiwat i
jedyna rownowaga Nasha jest sytuacja, gdy obaj
gracze oszukuja siebie. W efekcie obaj zyskaja mniej,
niz gdyby obaj wspotpracowali.
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DYLEMAT WIEZNIA -PRZYKLAD

F FIRMA 2

I 0szZustwo UCZCIWOSE
E 1 oszustwo 2 2 3.5 1.5
M uczciwose 1.5 3.5 3 3
A

Gdyby dwa przedsiebiorstwa stworzyty kartel, dajacy
zyski na poziomie 6 mln PLN i dzielone po potowie,
to zyskaliby po 3mlIn. Rywale zdaja sobie sprawe, ze
jesli zwieksza sprzedaz, a konkurent pozostanie
wierny umowie, to ich zyski wzrosna do 3,5 min PLN,
lecz uczciwym spadna do 1,5 miln PLN. Jesli obaj beda
0S7
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ROWNOWAGA NASHA

Gra o udzial w rynku miedzy Toyota i Hondg

Toyota
Budowac nowa wytwornig Nie budowac
Budowac nowa wytwornie 16 16 20 15
Honda
_ ) 15 20 18 18
Nie budowac

Jesli gracze oczekuja racjonalnego zachowania sie
przeciwnika, to obaj ,optymalizujac” wybor, osiagaja
rownowage Nasha.
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ROWNOWAGA NASHA

Przyktadem gier z wiecej niz jedna rownowaga Nasha
jest gra w tchérza, w ktorej dwoch nastolatkow
najezdza na siebie samochodami po jednopasmowej
drodze. Pierwszy, ktory zjedzie z drogi zostaje
tchorzem, drugi - bohaterem. Jezeli obaj zjada z
drogi, to obaj zostaja tchorzami. Jezeli zaden nie

I JANEK

R zjechac nie zjechac
E Zjechac 1 1 1 2
K nie zjechaé 2 1 0 0

N|e wystepuja strategie dominujace, lecz dwie
AL ’owag i Nasha.
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GRY Z NATURA

» Gry z natura - gry z przeciwnikiem
nierozumnym

» Przeciwnik nierozumny nie jest zainteresowany
wynikiem gry

» W grach z naturag moga wystapic nastepujace
przypadki:
> Stany natury sa jednakowo prawdopodobne
> Stany natury nie sa jednakowo prawdopodobne

» Wyboru wyniku gry mozna dokonac na
podstawie regut decyzyjnych:
> kryterium Walda (reguta maxmin) - wybor pesymisty
> kryterium Hurwicza
> kryterium Bayesa - przecietna wygrana
> kryterium Savage’a - minimalizacja strat
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KRYTERIUM WALDA

» Jest to kryterium pesymistyczne

» Kryterium wybiera maksymalna wygrana przy
zatozeniu, ze natura zachowa sie jak
najbardziej niekorzystnie

Postepowanie jest nastepujace:

» Wybieramy minimalna wartos¢ w kazdym z
wierszy - zaktadamy, ze zajda warunki
najbardziej niekorzystne dla gracza

» Z uzyskanych wynikow wybieramy wartosc
najwyzsza a uzyskana wartos¢ to minimalna
wygrana jaka moze uzyskac gracz
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KRYTERIUM HURWICZA

» Wybiera sie arbitralnie tzw. wspofczynnik ostroznosci
O<y=<l

Ewentualnie, wspofczynnik optymizmu 0 < x < 1, przy
czym y=1-«x

» Dla kazdej strategii A; (i=1, ..., n) gracza wyliczamy
wartos¢ v, = y'min K; + (1 — y)max K;; gdzie K, -
wartosci funkcji korzysci

» Ostatecznie wybieramy strategie spetniajaca warunek

max v,
» W przypadku, gdy y = 1, kryterium Hurwicza staje sie
kryterium Walda
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KRYTERIUM Bayesa

» Zaktada sie, ze stany natury sa jednakowo
prawdopodobne

» Wedtug kryterium Bayesa najlepsza jest ta
strategia, ktora daje najwieksza przecietna
wygrana

» Dla kazdej strategii nalezy policzyC Srednia
wygranag v, jako Srednig arytmetyczna

» Nastepnie wybiera sie te strategie, ktora ma
najwieksza wartosc¢ sredniej arytmetycznej
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KRYTERIUM SAVAGE’A

» Kryterium Savage’a spetnia postulat minimalizacji
oczekiwanych strat wyniktych z podjecia decyzji
gorszej niz najlepsza mozliwa dla danego stanu natury
(z punktu widzenia gracza)

» Nalezy wybrac te strategie, dla ktorej strata relatywna
jest najmniejsza

Postepowanie

» Wyznaczenie macierzy strat relatywnych. Strata jest
roznica miedzy najwieksza wygrana mozliwa dla
danego stanu natury, a wygrana odpowiadajaca decyzji
gracza

» znajdujemy dla kazdej strategii maksymalng strate i

wybieramy jako wynik gry odpowiadajaca jej strategie
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PRZYKtLAD

Kierowca karetki pogotowia ma do wyboru
trzy trasy dojazdu na miejsce wypadku.
Moga byc¢ rozne utrudnienia opozniajace
pojazd - 4 stany natury. Czas dojazdu
umieszczono w tabeli:

| A /B | C | D
21 15 32 16
28 20 10 10
13 27 25 15

Stosujac poznane kryteria wspomaoc
podjecie decyzji, ktora trasa przejechac.
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PRZYKtLAD

Zauwazamy, ze poznane kryteria
maksymalizuja korzysci. Nam natomiast
zalezy na minimalizacji czasu. Dlatego
zmienimy podane czasy na wartosci
przeciwne.

--n--:_
“ ~21 -15 - -16
-28 -20 -10 -10
_ -13 _27 -25 -15

71



PRZYKtLAD

Kryterium Walda wskazuje trase 3.

B 21 15 - -16 3
28 20 -10 -10  og
13 27 25 15 [l

Kryterium Hurwicza dla y = 0,8 wskazuje trase 3.

--n-n-
— -21 -15 — -16 -28.6
-28 -20 -10 -10 244
3 27 25 -1s [

p—
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PRZYKtLAD

Kryterium Hurwicza dla y = 0,6 wskazuje trase 2.

— ~21 -15 - -16 2
28 20 -0 10 [

-13 =27 =25 -15 214
Kryterium Hurwicza dla y = 0 wskazuje trase 2.

“ _21 -15 - -16
28 20 -0 -0

-13 =27 =25  -15 13

p— n




PRZYKtLAD

Kryterium Bayesa wskazuje trase 2.

I S T N N T
B -15 = -16

-28 -20 -10 -10 -
-13 -27 -25 -15 20

p—
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PRZYKtLAD

Kryterium Savage’a wskazuje trase 2 lub 3.

I N
B > B 2 -
28 20 --
D 27 -

T R N A N

Macierz strat:

| A | B | C | D [ max

8 0 22 6 22
15 5 0 o | 15
0 12 15 s NS

p—
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Kryterium Bayesa - Laplace’a

Czasami znane sa prawdopodobienstwa
Pi,...,P, Wystapienia danych stanow natury
uzyskane np. na podstawie statystycznych
danych historycznych.

Wtedy mozna zmodyfikowac kryterium Bayesa |
zamiast wartosci Sredniej zastosowac wartosc
oczekiwana, czyli

a nastepnie wybra¢ maksymalna z nich.
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PRZYKtLAD

Kierowca karetki pogotowia ma do wyboru trzy

trasy dojazdu na miejsce wypadku. Moga byc
rozne utrudnienia opozniajace pojazd - 4

stany natury z prawdopodobienstwami ich
wystapienia.

[ A B | C | D | vi_
- pi 0,3 0,4 0,1

Bl 21 15 32 -16 11
-28 -20 -10 -10 R
-13  -27 =25  -15 101

Kryterium Bayesa- Laplace’a wskazuje trase 2.

.




