0.1 Wielomiany

Definicja 1. Niechn bedzie liczbg naturalng. Wielomianem nazywamy funkcje
W : R — R postaci

1 2 2
W(x) = anx” + an—12" 7" 4+ an_ox™ " * + ... + a2x” + a1z + ag,

gdzie Gy, Qp—1,Ap—2,...,02,01, a0y S¢ ustalonyms liczbami rzeczywistymi zwanyma
wpdlczynnikami wielomianu. Wielomian W (z) = 0,z € R nazywamy wielo-
mianem zerowym. Mdwimy, ze wielomian W jest stopnian i piszemy deg(W)

n, jezeli a, # 0. Przyjmujemy, Ze wielomian zerowy nie ma stopnia.

Szczegdlne przypadki wielomiandw:

1. dla n =0 mamy W (z) = ag, czyli W jest funkcja stala;

2. dla n =1 mamy W(z) = a1z + ag, czyli W jest funkcja liniowa,

3. dlan =2 mamy W (x) = asx®+aix+ag, czyli W jest funkcja kwadratowa.

Definicja 2. Dwa wielomiany W i Q nazywamy rownymi, jezeli sq¢ tego samego
stopnia oraz ich wspdtczynniki przy odpowiednich potegach sq réwne, tzn., jezeli

W(z) = anz™ + an_12" "t + ... + a1z + ao,
Q(2) = bpx™ + by _12™ 1 4.+ by + by,
tom=mn oraz a, = by, an_1="bn_1,...,a1 = by,a9 = bg.
Przyktad 1. Dla jakich warto$ci parametréw a,b wielomiany W i Q sq réwne?
1. W(z) =325 +42% — 2 +5,Q(x) = 32° — az® + 422 — bz + 5;
2. W)=2*+23+ 22 +2+1,Q(z) =az* + (a —b)z® + 2% + = + 1.

Twierdzenie 1. Zatozmy, ze W, P sq¢ wielomianami, przy czym P nie jest
wielomianem zerowym. Wowczas istniejg jednoznacznie wyznaczone wielomiany
Q, R takie, zZe dla wszystkich x € R zachodzi réwnosé

W(z) = P(z)Q(z) + R(z),
przy czym deg(R) < deg(P) lub R jest wielomianem zerowym.

Definicja 3. Mowimy, Ze wielomian W jest podzielny przez wielomian P, jezeli
istnieje wielomian Q taki, Ze

Przyklad 2. Wielomian W podzieli¢ przez wielomian P, jezeli
1. W()=a23+3z—2,P(z) =2 — 2;
2. W(z) =2x* — 23 + 52, P(z) = 2% — 1;



3. W)=a*+22+2+1,P(x) =23 — 22 +2.
4. W(z) =52 —4a5 — 2% + 323 + 22 + 1, P(z) = 2 + 3.

Definicja 4. Liczbe a nazywamy pierwiastkiem wielomianu W, jezeli W(a) =
0. Innymi stowy, pierwiastkiem wielomianu jest kazde miejsce zerowe tego wielo-
miani.

Twierdzenie 2 (Bezouta). Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy i
tylko wtedy, gdy wielomian W jest podzielny przez dwumian x — a.

Przyklad 3. Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu
W(z) =2 — 72% + 162 — 12.

Liczba 3 jest jedynym pierwiastkiem wielomianu W (x) = 2° — 3z + 223 — 622 +
z —3.

Twierdzenie 3. Kazdy wielomian daje sie przedstawié w postact iloczynu czyn-
nikow liniowych i kwadratowych o ujemnym wyroézniku.

Uwaga 1. W praktyce, dokonanie rozktadu dowolnego wielomianu na takie
czynniki moze byé bardzo trudne. Tak naprawde, tylko w nielicznych przypad-
kach jestesmy w stanie dokonac takiego rozktadu. Mamy jednak twierdzenia,
ktore w pewnych sytuacjach utatwiajg roztozenie wielomianu na takie czynniki.

Twierdzenie 4. Zalozimy, ze wszystkie wspotczynniki wielomianu
W(z) = apz”™ + an—12" " + ...+ a1z + ap

sq liczbami catkowitymi. JeZeli a jest wymiernym pierwiastkiem wielomianu
W, to a = g, gdzie p jest dzielnikiem wspdotczynnika ag, zas q jest dzielnikiem
wspotczynnika a, 1 utamek % jest nieskracalny.

Podane wielomiany rozt6z na czynniki:

1. W(x) =25 -3z — 23 + 32% — 62 + 18,
2. W(z) =2t — 423 + 222 + 8z — 8,

3. W(z) =323 — 222 + 5z + 2.

Definicja 5. Niech a bedzie pierwiastkiem wielomianu W i k € N. Pierwiastek
a nazywamy k-krotnym, jezeli wielomian W dzieli si¢ przez (x — a)* i nie jest
podzielny przez (r — a)F+1.



Szkicowanie wykresu wielomianu

Niech z1,...,x; beda uporzadkowanymi pierwiastkami wielomianu W, tzn.
1 < 2 < ... < x; o krotnosciach odpowiednio ki,...,k;. Wykres wielo-
mianu szkicujemy od prawej strony do lewej. Jezeli wspdlczynnik przy na-
jwyzszej potedze jest dodatni, to wykres zaczynamy szkicowaé od wartosci do-
datnich, a jezeli jest on ujemny, to zaczynamy szkicowaé¢ od wartosci ujem-
nych. Jezeli krotnoé¢ pierwiastka x; jest nieparzysta, to wykres przecina o$ ox w
punkcie (z;,0) i przechodzimy do pierwiastku ;1. Jezeli ktotnosé pierwiastka
x; jest parzysta, to pozostajemy po tej samej stronie osi ox i przechodzimy do
nastepnego pierwiastka. Dalsza analize przy szkicowaniu wykresu prowadzimy
w ten sam sposéb.

Rozwiazaé¢ nieréwnosci:

L. W(x)=(z—2)2%*@x+1),W(z)>0;

2. W(z)=—-3(?—4)(2® +2+1),W(z) <0;

3. W(z) =a®+22% — 20— 4,W(z) > 0;

4. W(z) = 3(4a* — 1722 + 4),W(x) < 0;

5. W(z) = (2% — Ta* + 1023 + 142% — 24z), W (z) > 0.

Definicja 6. Funkcjg wymierna nazywamy funkcje f dang wzorem

gdzie W, P sq pewnymi wielomianami, przy czym P nie jest wielomianem ze-
rowym. Dziedzing funkcji wymiernej jest zbior tych argumentow, ktdre nie sq
pierwiastkami wielomianu P, czyli Dy = {x € R | P(z) # 0}.

Uwaga 2. W przypadku, gdy P jest funkcjg stalg, rozng od zera, funkcja
wymierna jest po prostu wielomianem, stgd kazdy wielomian jest szczegdlnym
przypadkiem funkcyi wymiernej. Zbior miejsc zerowych funkcji wymiernej pokrywa
sie ze zbiorem tych pierwiastkow wielomianu W, ktore nie sq pierwiastkami
wielomiany P.

Przyklad 4. Wyznacz dziedzine funkcji wymiernej

1. f(x) =341

_ (z—4) (24222 —Tx+8)
2. flx) = (z—2)(z+5)

Przyklad 5. Rozwigi réownania wymierne:

1 x+1 _ x—3.

Tox—2 x+27

2. 241 =251 2

I2

Przyklad 6. RozwigZ nierdwnosci wymierne:



342 .
1. ﬁ > O’

(z4+4)(z—2)(z—3)
2 o =0
Szczegdlnym przypadkiem funkcji wymiernej jest tzw. funkcja homograficzna,
albo po prostu homografia, ktéra jest ilorazem wielomianéw stopnia co najwyzej

pierwszego, dokladniej
ar +b
fle) = cx +d’

przy czym zaklada sie, ze ad — bc # 0 oraz ¢ # 0. Dziedzina funkcji homo-
graficznej jest Dy = {x € R | = # —<4}.
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