
0.1 Wielomiany

Definicja 1. Niech n bȩdzie liczba̧ naturalna̧. Wielomianem nazywamy funkcjȩ
W : R→ R postaci

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + an−2x
n−2 + . . . + a2x

2 + a1x + a0,

gdzie an, an−1, an−2, . . . , a2, a1, a0 sa̧ ustalonymi liczbami rzeczywistymi zwanymi
wpó lczynnikami wielomianu. Wielomian W (x) = 0, x ∈ R nazywamy wielo-
mianem zerowym. Mówimy, że wielomian W jest stopnia n i piszemy deg(W ) =
n, jeżeli an 6= 0. Przyjmujemy, że wielomian zerowy nie ma stopnia.

Szczególne przypadki wielomianów:

1. dla n = 0 mamy W (x) = a0, czyli W jest funkcja̧ sta la̧;

2. dla n = 1 mamy W (x) = a1x + a0, czyli W jest funkcja̧ liniowa̧;

3. dla n = 2 mamy W (x) = a2x
2+a1x+a0, czyli W jest funkcja̧ kwadratowa̧.

Definicja 2. Dwa wielomiany W i Q nazywamy równymi, jeżeli sa̧ tego samego
stopnia oraz ich wspó lczynniki przy odpowiednich potȩgach sa̧ równe, tzn., jeżeli

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0,

Q(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + . . . + b1x + b0,

to m = n oraz an = bn, an−1 = bn−1, . . . , a1 = b1, a0 = b0.

Przyk lad 1. Dla jakich wartości parametrów a, b wielomiany W i Q sa̧ równe?

1. W (x) = 3x5 + 4x2 − x + 5, Q(x) = 3x5 − ax3 + 4x2 − bx + 5;

2. W (x) = x4 + x3 + x2 + x + 1, Q(x) = ax4 + (a− b)x3 + x2 + x + 1.

Twierdzenie 1. Za lóżmy, że W,P sa̧ wielomianami, przy czym P nie jest
wielomianem zerowym. Wówczas istnieja̧ jednoznacznie wyznaczone wielomiany
Q,R takie, że dla wszystkich x ∈ R zachodzi równość

W (x) = P (x)Q(x) + R(x),

przy czym deg(R) < deg(P ) lub R jest wielomianem zerowym.

Definicja 3. Mówimy, że wielomian W jest podzielny przez wielomian P , jeżeli
istnieje wielomian Q taki, że

W (x) = P (x)Q(x).

Przyk lad 2. Wielomian W podzielić przez wielomian P , jeżeli

1. W (x) = x3 + 3x− 2, P (x) = x− 2;

2. W (x) = 2x4 − x3 + 5x, P (x) = x2 − 1;
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3. W (x) = x4 + x2 + x + 1, P (x) = x3 − x2 + 2.

4. W (x) = 5x7 − 4x6 − x4 + 3x3 + 2x + 1, P (x) = x + 3.

Definicja 4. Liczbȩ a nazywamy pierwiastkiem wielomianu W , jeżeli W (a) =
0. Innymi s lowy, pierwiastkiem wielomianu jest każde miejsce zerowe tego wielo-
mianu.

Twierdzenie 2 (Bezouta). Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy i
tylko wtedy, gdy wielomian W jest podzielny przez dwumian x− a.

Przyk lad 3. Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu

W (x) = x3 − 7x2 + 16x− 12.

Liczba 3 jest jedynym pierwiastkiem wielomianu W (x) = x5−3x4 +2x3−6x2 +
x− 3.

Twierdzenie 3. Każdy wielomian daje siȩ przedstawić w postaci iloczynu czyn-
ników liniowych i kwadratowych o ujemnym wyróżniku.

Uwaga 1. W praktyce, dokonanie rozk ladu dowolnego wielomianu na takie
czynniki może być bardzo trudne. Tak naprawdȩ, tylko w nielicznych przypad-
kach jesteśmy w stanie dokonać takiego rozk ladu. Mamy jednak twierdzenia,
które w pewnych sytuacjach u latwiaja̧ roz lożenie wielomianu na takie czynniki.

Twierdzenie 4. Za lóżmy, ze wszystkie wspó lczynniki wielomianu

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0

sa̧ liczbami ca lkowitymi. Jeżeli a jest wymiernym pierwiastkiem wielomianu
W , to a = p

q , gdzie p jest dzielnikiem wspó lczynnika a0, zaś q jest dzielnikiem

wspó lczynnika an i u lamek p
q jest nieskracalny.

Podane wielomiany roz lóż na czynniki:

1. W (x) = x5 − 3x4 − x3 + 3x2 − 6x + 18,

2. W (x) = x4 − 4x3 + 2x2 + 8x− 8,

3. W (x) = 3x3 − 2x2 + 5x + 2.

Definicja 5. Niech a bȩdzie pierwiastkiem wielomianu W i k ∈ N. Pierwiastek
a nazywamy k-krotnym, jeżeli wielomian W dzieli siȩ przez (x − a)k i nie jest
podzielny przez (x− a)k+1.
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Szkicowanie wykresu wielomianu
Niech x1, . . . , xl bȩda̧ uporza̧dkowanymi pierwiastkami wielomianu W , tzn.

x1 < x2 < . . . < xl o krotnościach odpowiednio k1, . . . , kl. Wykres wielo-
mianu szkicujemy od prawej strony do lewej. Jeżeli wspó lczynnik przy na-
jwyższej potȩdze jest dodatni, to wykres zaczynamy szkicować od wartości do-
datnich, a jeżeli jest on ujemny, to zaczynamy szkicować od wartości ujem-
nych. Jeżeli krotność pierwiastka xl jest nieparzysta, to wykres przecina oś ox w
punkcie (xl, 0) i przechodzimy do pierwiastku xl−1. Jeżeli ktotność pierwiastka
xl jest parzysta, to pozostajemy po tej samej stronie osi ox i przechodzimy do
nastȩpnego pierwiastka. Dalsza̧ analizȩ przy szkicowaniu wykresu prowadzimy
w ten sam sposób.

Rozwia̧zać nierówności:

1. W (x) = (x− 2)2(x + 1),W (x) > 0;

2. W (x) = − 1
2 (x2 − 4)(x2 + x + 1),W (x) ≤ 0;

3. W (x) = x3 + 2x2 − 2x− 4,W (x) ≥ 0;

4. W (x) = 1
3 (4x4 − 17x2 + 4),W (x) < 0;

5. W (x) = 1
4 (x5 − 7x4 + 10x3 + 14x2 − 24x),W (x) ≥ 0.

Definicja 6. Funkcja̧ wymierna̧ nazywamy funkcjȩ f dana̧ wzorem

f(x) =
W (x)

P (x)
,

gdzie W,P sa̧ pewnymi wielomianami, przy czym P nie jest wielomianem ze-
rowym. Dziedzina̧ funkcji wymiernej jest zbiór tych argumentów, które nie sa̧
pierwiastkami wielomianu P , czyli Df = {x ∈ R | P (x) 6= 0}.

Uwaga 2. W przypadku, gdy P jest funkcja̧ sta la̧, różna̧ od zera, funkcja
wymierna jest po prostu wielomianem, sta̧d każdy wielomian jest szczególnym
przypadkiem funkcji wymiernej. Zbiór miejsc zerowych funkcji wymiernej pokrywa
siȩ ze zbiorem tych pierwiastków wielomianu W , które nie sa̧ pierwiastkami
wielomianu P .

Przyk lad 4. Wyznacz dziedzinȩ funkcji wymiernej

1. f(x) = 3x+1
2x−4 ;

2. f(x) = (x−4)(x3+2x2−7x+8)
(x−2)(x+5) .

Przyk lad 5. Rozwia̧ż równania wymierne:

1. x+1
x−2 = x−3

x+2 ;

2. 2 + 1
x = x2−1

x2 + 2
x .

Przyk lad 6. Rozwia̧ż nierówności wymierne:
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1. 3x+2
x−1 > 0;

2. (x+4)(x−2)(x−3)
x2+3x+2 ≤ 0.

Szczególnym przypadkiem funkcji wymiernej jest tzw. funkcja homograficzna,
albo po prostu homografia, która jest ilorazem wielomianów stopnia co najwyżej
pierwszego, dok ladniej

f(x) =
ax + b

cx + d
,

przy czym zak lada siȩ, że ad − bc 6= 0 oraz c 6= 0. Dziedzina̧ funkcji homo-
graficznej jest Df = {x ∈ R | x 6= −d

c}.
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