0.1 Funkcja liniowa
Definicja 1. Funkcja liniowa nazywamy funkcje f : R — R postaci
f(z) = ax +b,

gdzie a, b sg ustalonymsi liczbami rzeczywistymi zwanymi odpowiednio wpolczynnikiem
kierunkowym ¢ wyrazem wolnym.

Twierdzenie 1. Wykresem funkcji liniowej f(x) = ax + b jest prosta prze-
chodzgca przez punkt (0,0) lezgey na osi Oy i nachylona do osi Ox pod takim
kgtem «, zZe tga = a.

Uwaga 1. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe tylko w przypadku, gdy na obu
osiach uktadu wspotrzednych przyjeto te same jednostki.

Funkcja linowa f(x) = ax + b jest:
1. rosnaca dla a > 0;

2. malejaca dla a < 0;

3. stata dla a = 0.

Latwo sprawdzié, ze funkcja liniowa f(z) = ax +b ma, w przypadku, gdy a # 0,

doktadnie jedno miejsce zerowe x = —g.

Przyklad 1. 1. Narysuj wykres funkcji liniowej f(x) = 3z — 5.

2. ZnaleZé wzor funkcji liniowej f, ktorej wykres przechodzi przez punkty
(0,2) i (2,1). Czy funkcja f jest rosngca, malejgca, czy stata?

3. Dana jest prosta o réwnaniu y = —3x + 4. Czy punkt (1,2) nalezy do tej
prostej?

4. Czy punkty (—1,-4),(0,-2),(3,4) sg¢ wspdlliniowe, tzn. czy lezg na tej
samej prostej?
0.2 Funkcja kwadratowa

Definicja 2. Funkcja kwadratowa lub inaczej tréjmianem kwadratowym
nazywamy funkcje f: R — R zadang wzorem

f(z) = az® + bz +c,

gdzie a,b, ¢ s¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi (wspdlczynnikami), przy czym
a # 0.

Wzor opisujacy tréjmian kwadratowy daje sie przeksztalci¢ przy zastosowa-
niu wzoréw skroconego mnozenia do tzw. postaci kanonicznej, ktéra umozliwi
nam rysowanie wykresu dowolnej funkcji kwadratowej
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gdzie symbolem A oznaczamy liczbe b? — 4ac nazywama zwykle wyréznikiem
tréjmianu kwadratowego. Majac w pamieci ostatnia réwnosé, otrzymujemy
przedstawienie funkcji f w dwéch postaciach:
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2. f(zr)=a (m - _b;a‘/g> (x — _b;a‘/z>, oile A > 0.

Postaé funkcji f z punktu drugiego nazywamy postacia iloczynowa tej funkcji
(oile A > 0). Z analizy postaci iloczynowej i kanonicznej wynika, ze funkcja
kwadratowa moze mie¢ co najwyzej dwa miejsca zerowe, ktére nazywa si¢ zwykle
pierwiastkami:

e A > (0: wowczas funkcja kwadratowa ma dwa rézne pierwiastki
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mamy f(z) = a(z — z1)(x — z2).
e A =0: wéwczas funkcja f ma dokladnie jeden pierwiastek
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mamy f(z) = a(z — z0)%

e niech A < 0. Wéwczas funkcja kwadratowa nie ma pierwiastkéw. Wynika
to z postaci kanonicznej funkcji kwadratowej: wyrazenie (x+%)2 jest nieu-
jemne, zas skladnik —ﬁ jest dodatni, a zatem w zaleznosci od tego, czy
wspolczynnik a jest dodatni, czy ujemny, funkcja kwadratowa przyjmuje
odpowiednio albo tylko wartosci ujemne, albo tylko wartosci dodatnie.

Pierwiastki funkcji kwadratowej f(z) = az?+bx+c spelniaja réwnanie f(z) = 0,
czyli az? + bz + ¢ = 0. Ostatnie réwnanie nazywamy réwnaniem kwadratowym.

Przyklad 2. RozwigZ nastepujgce réownanie kwadratowe



1. 22 =52 +6=0;
2. 22 -3=0;
3. 22 =16.

Przyklad 3. Sprawd? dla jakich wartoéci parametru m réwnanie x* — 2z +m+
4=0

1. ma 2 rozwigzania;

2. ma 1 rozwigzanie;

3. nie ma rozwigzan.
Wzory Viete’a

Niech z1,z2 beda pierwiastkami réwnania kwadratowego ax? + br + ¢ =
0,a # 0. Wtedy
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Przykiad 4. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
2ma? + (m— 1)z +2=0

ma dwa rézne pierwiastki, ktorych suma wynosi 17

Wykres funkcji kwadratowej
Rozwazmy sytucje ogdlna

f(z) = aa® 4+ bx + c,a # 0.

Wtedy

Wtedy posta¢ kanoniczna przyjmuje postaé

f@) =a(@—p)* +q.

Wykres funkcji f powstaje z wykresu funkcji danej wzorem y = az? przez
przesuniecie réwnolegle o wektor [p, ], czyli przez przesuniecie o p w poziomie



i 0 ¢ w pionie. Otrzymana parabola ma wierzcholek w punkcie (p, q). Czgsto
wspdlrzedne wierzcholka oznacza sig przez (., Yy ). Mamy zatem

(=t

Yw = 44

Dla a > 0 funkcja f jest malejaca w przedziale (—oo, —%) i rosnaca w przedziale

(—%, +00) oraz dla argumentu —% przyjmuje swoja warto$¢ najmniejsza, ktora
b
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wynosi —ﬁ. Dla a < 0 funkcja f jest rosnaca w przedziale (—oo,

. b b . s . /4
w przedziale (—5~,+00) oraz dla argumentu —5= przyjmuje swoja warto$¢ na-
jwieksza, ktéra wynosi fﬁ.

Przyklad 5. Narysuj wykres funkcji:
1. f(x) = 22% — 4;
2. f(z) =22 + 42 — 4;
3. f(z) =322 +x—1.



