
0.1 Funkcje

Treści omawiane na wyk ladzie:

1. Przypomnienie podstawowych pojȩć zwia̧zanych z funkcjami: dziedzina,
zbiór wartości, monotoniczność, parzystość, nieparzystość, okresowość,
wykres funkcji. Od funkcji starych do nowych, czyli sk ladanie funkcji.

2. Funkcja liniowa i kwadratowa.

3. Wielomiany.

4. Funkcje wymierne, dziedzina.

5. Funkcja potȩgowa (wyk ladnik wymierny).

6. Funkcje wyk ladnicze i logarytmiczne.

Definicja 1. Niech X i Y bȩda̧ dowolnymi niepustymi zbiorami. Jeżeli każdemu
elementowi x ∈ X zosta l przyporza̧dkowany dok ladnie jeden element y ∈ Y ,
to mówimy, że określona zosta la funkcja f odwzorowuja̧ca zbiór X w zbiór Y .
Symbolicznie piszemy

f : X → Y.

Innymi s lowy, funkcja f to regu la, która każdemu elementowi x w zbiorze X
przypisuje dok ladnie jeden element, zwany f(x), w zbiorze Y .

Uwaga 1. Element y przyporza̧dkowany elementowi x nazywamy wartościa̧
funkcji f na elemencie x i oznaczamu symbolem f(x). Zbiór X nazywamy
dziedzina̧ funkcji. Zbiór wartości f to zbiór wszystkich możliwych wartości
f(x), kiedy x przebiega ca la̧ dziedzinȩ.

Uwaga 2. Zamiast s lowa funkcja używać bȩdziemy zamiennie także s lów odw-
zorowanie, przekszta lcenie, przy czym zawsze mamy w pamiȩci powyższa̧ definicjȩ.
Możemy wyobrażać sobie funkcjȩ jako urza̧dzenie, pewna̧ maszynȩ. Jeżeli x
należy do dziedziny funkcji f , to x wchodzi do maszyny - staje siȩ dana̧ wej́sciowa̧,
a maszyna produkuje dana̧ wyj́sciowa̧, czyli f(x) zgodnie z regu la̧ odpowiadaja̧ca̧
tej funkcji. Możemy zatem myśleć o dziedzinie jak o zbiorze wszystkich możliwych
danych wej́sciowych, a o zbiorze wartości jak o zbiorze wszystkich danych wyj́sciowych.

Uwaga 3. Jeżeli zbiory X i Y nie sa̧ z góry zadane, to przyjmujemy wówczas,
że dziedzina̧ funkcji f jest zbiór tych wszystkich liczb rzeczywistych x, dla których
wyrażenie f(x) ma sens liczbowy. Taki zbiór nazywamy dziedzina̧ naturalna̧
funkcji. Jako zbiór Y przyjmujemy wtedy zbiór liczb rzeczywistych.

Przedstawianie funkcji:

� werbalne (opis s lowami);

� numerycznie (w postaci tabeli wartości);

� wizualnie (wykres);
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� algebraicznie (zapisanie, podanie wzoru).

Przyk lad 1. Poniżej podajemy przyk lady funkcji określonych algebraicznie za
pomoca̧  latwych ”w obs ludze” recept:

1. f : R→ R, f(x) = 2x + 4;

2. f : R→ R, f(x) = x2;

3. f : R→ R, f(x) = 2
1+x2 ;

4. f : R→ R, f(x) = x7 + 3x + 1;

Przyk lad 2. Dla funkcji f(x) = x2 − 2x + 3, g(x) =
√
x + 4 oblicz (jeżeli jest

to możliwe):

1. f(5) i g(5);

2. f(−10) i g(−10);

3. g(t);

4. f(t + 1) i f(x + 1);

5. f(x3);

6. g(x2 − 2).

Przyk lad 3. Wyznacz dziedzinȩ funkcji:

1. p(x) = x+4
x2+x−6 ;

2. g(x) =
√

6− 12x;

3. h(x) =
√
2x−2
x2−4 .

Przyk lad 4. Jeśli f(x) = 2x2 − 5x + 1, a h 6= 0, oblicz

f(a + h)− f(a)

h
.

Wyrażenie podane w przyk ladzie nazywamy ilorazem różnicowym - pojawi siȩ
ono w rachunku różniczkowym.

Definicja 2. Jeżeli X i Y sa̧ pewnymi zbiorami liczb rzeczywistych, to funkcjȩ
f : X → Y nazywamy funkcja̧ liczbowa̧. Jej wykres jest zbiorem uporza̧dkowanych
par

Wf = {(x, f(x)) | x ∈ X}.

Innymi s lowy, wykres funkcji f sk lada siȩ ze wszystkich punktów (x, y) w uk ladzie
wspó lrzȩdnych, takich, że y = f(x), a x należy do dziedziny funkcji f .
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Uwaga 4. Wykres funkcji daje nam czȩsto bardzo użyteczny obraz zachowa-
nia funkcji. Ponieważ wspó lrzȩdna dowolnego punktu (x, y) na wykresie spe lnia
równanie y = f(x), to możemy odczytać wartość f(x) z wykresu. Wykres
umożliwia nam też przedstawienie dziedziny na osi x-ów i jej zbioru wartości
na osi y.

Pytanie: Czy każda krzywa na p laszczyźnie jest wykresem jakiej́s funkcji?

TEST PROSTEJ PIONOWEJ Krzywa na p laszczyźnie xy jest wykresem
funkcji zmiennej x wtedy i tylko wtedy, gdy każda prosta pionowa przecina ta̧
krzywa̧ co najwyżej raz.

Definicja 3. Niech f : X → Y, g : Y → Z. Z lożeniem funkcji f i g nazywamy
funkcjȩ

g ◦ f : X → Z

określona̧ wzorem
(g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Przyk lad 5. Niech
f : R→ R, f(x) = 2x + 1,

g : R→ R, g(x) = x2.

Wtedy np. dla x = 2 mamy

(g ◦ f)(2) = g(f(2)) = g(2 · 2 + 1) = 52 = 25,

(f ◦ g)(2) = f(g(2)) = f(22) = f(4) = 2 · 4 + 1 = 9.

Ogólnie dla x ∈ R

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x + 1) = (2x + 1)2 = 4x2 + 4x + 1,

podczas, gdy
(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x2) = 2x2 + 1.

Definicja 4. Funkcjȩ f : X → Y nazywamy

1. rosna̧ca̧ w zbiorze A ⊂ X, jeżeli dla każdych dwóch elementów x1, x2 ∈ A
sta̧d, że x1 < x2 wynika, że f(x1) < f(x2);

2. maleja̧ca̧ w zbiorze A ⊂ X, jeżeli dla każdych dwóch elementów x1, x2 ∈
A z tego, że x1 < x2 wynika, że f(x1) > f(x2);

3. niemaleja̧ca̧ w zbiorze A ⊂ X, jeżeli dla każdych dwóch elementów x1, x2 ∈
A z tego, że x1 < x2 wynika, że f(x1) ≤ f(x2);

4. nierosna̧ca̧ w zbiorze A ⊂ X, jeżeli dla każdych dwóch elementów x1, x2 ∈
A z tego, że x1 < x2 wynika, że f(x1) ≥ f(x2).

Przyk lad 6. 1. Zbadaj monotoniczność funkcji f(x) = 1
2x + 1

2 .
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2. Zbadaj monotoniczność funkcji f : {2, 3, 6} → R, f(2) = 5, f(3) = 0, f(6) =
10.

3. Wykaż, że funkcja y = x2 + 1 jest rosna̧ca na przedziale [0; +∞).

4. Wykaż, że funkcja y = x+2
x−1 jest maleja̧ca na przedziale (−∞; 1).

Definicja 5. Funkcjȩ f : X → R nazywamy okresowa̧, gdy istnieje taka liczba
T 6= 0, że dla każdego x ∈ X, zachodza̧ warunki x ± T ∈ X oraz f(x ± T ) =
f(x). Liczbȩ T nazywamy okresem funkcji. Jeżeli istnieje najmniejszy okres
dodatni, to nazywamy go okresem podstawowym.

Definicja 6. Funkcjȩ f nazywamy parzysta̧, gdy dla każdej liczby x z dziedziny
funkcji f liczba −x także należy do dziedziny oraz

f(x) = f(−x).

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzglȩdem osi OY.

Definicja 7. Funkcjȩ f nazywamy nieparzysta̧, gdy dla każdej liczby x z
dziedziny funkcji f liczba −x także należy do dziedziny oraz

f(−x) = −f(x).

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzglȩdem punktu (0, 0).

Przyk lad 7. Wykaż, że poniższe funkcje sa̧ parzyste:

1. f(x) = x2 + 5, x ∈ R;

2. f(x) =
√

2x2 + 5− 2, x ∈ R;

3. f(x) = x3−x
x5+2x , x ∈ R \ {0}.

Przyk lad 8. Pokaż, że nastȩpuja̧ce funkcje sa̧ nieparzyste:

1. f(x) = 3x3 − 7x, x ∈ R,

2. f(x) = 1
x , x ∈ R \ {0},

3. f(x) = x7

1−x2 , x ∈ R \ {−1, 1}.
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