0.1 Funkcje
Tresci omawiane na wykladzie:

1. Przypomnienie podstawowych poje¢ zwiazanych z funkcjami: dziedzina,
zbioér wartosci, monotonicznosé, parzysto$é, nieparzystosé, okresowosc,
wykres funkcji. Od funkcji starych do nowych, czyli sktadanie funkcji.

2. Funkcja liniowa i kwadratowa.
Wielomiany.
Funkcje wymierne, dziedzina.

Funkcja potegowa (wykladnik wymierny).
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Funkcje wykladnicze i logarytmiczne.

Definicja 1. Niech X i Y bedg dowolnymi niepustymi zbiorami. Jezeli kazdemu
elementowi x € X zostal przyporzgdkowany dokladnie jeden element y € Y,
to mowimy, ze okreslona zostata funkcja f odwzorowujgca zbior X w zbior Y.
Symbolicznie piszemy

f: X—>Y

Innymi stowy, funkcja f to regula, ktora kazdemu elementowi x w zbiorze X
przypisuje doktadnie jeden element, zwany f(x), w zbiorze Y.

Uwaga 1. Element y przyporzgdkowany elementowi x nazywamy wartoscig
funkcji f na elemencie x i oznaczamu symbolem f(x). Zbior X nazywamy
dziedzina funkcji. Zbiér wartosci f to zbior wszystkich mozliwych wartosci
f(x), kiedy x przebiega calg dziedzine.

Uwaga 2. Zamiast stowa funkcja uzywaé bedziemy zamiennie takze stow odw-
zorowanie, przeksztatcenie, przy czym zawsze mamy w pamieci powyzszq definicje.
Mozemy wyobrazaé sobie funkcje jako urzgdzenie, pewng maszyne. JeZeli x
nalezy do dziedziny funkcji f, to x wchodzi do maszyny - staje sie dang wejsciowg,

a maszyna produkuje dang wyjsciowq, czyli f(x) zgodnie z requlg odpowiadajgcg

tej funkcgi. Mozemy zatem mysleé o dziedzinie jak o zbiorze wszystkich moZliwych
danych wejsciowych, a o zbiorze wartosci jak o zbiorze wszystkich danych wyjsciowych.

Uwaga 3. Jezeli zbiory X 1Y nie sqg z gory zadane, to przyjmujemy wowczas,
ze dziedzing funkcji f jest zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych x, dla ktorych
wyrazenie f(x) ma sens liczbowy. Taki 2bidr nazywamy dziedzina naturalna
funkcji. Jako zbior'Y przyjmujemy wtedy zbior liczb rzeczywistych.

Przedstawianie funkcji:
e werbalne (opis stowami);
e numerycznie (w postaci tabeli wartosci);

e wizualnie (wykres);



e algebraicznie (zapisanie, podanie wzoru).

Przyklad 1. Ponizej podajemy przyktady funkcji okreslonych algebraicznie za
pomocg tatwych "w obstudze” recept:

1. f:RoR, f(x )—2x+4

2. f:R-oR, f(z)=

3. f:RoR, f(z)= sz,

4o fROR f(x)=a"+32x+1;

Przyklad 2. Dla funkcji f(z) = 2® — 2x + 3, g(x) =z + 4 oblicz (jeieli jest
to mozliwe):

f(5) i 9(5);
f(=10) i g(=10);
(t);

1. f

@

f+1)i f(x+1);
fa?);
g(z? —2).

Przyklad 3. Wyznacz dziedzine funkcji:
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1. p(x) = 129;‘;476;
2. g(x) =6 — 12z;

3. h(z) =YZ=2.

Przyklad 4. Jesli f(x) =222 —5x+ 1, a h # 0, oblicz

fla+h) - f(a)
- :

Wyrazenie podane w przyktadzie nazywamy ilorazem réznicowym - pojawi sie
ono w rachunku rézniczkowym.

Definicja 2. Jezeli X 1Y sq pewnymi zbiorami liczb rzeczywistych, to funkcje
f: X = Y nazywamy funkcja liczbowa. Jej wykres jest zbiorem uporzgdkowanych
par

Wy =A{(z, f(z)) [ x € X}.

Innymi stowy, wykres funkcji f sktada sie ze wszystkich punktéw (z,y) w uktadzie
wspdlrzednych, takich, ze y = f(x), a x nalezy do dziedziny funkcji f.



Uwaga 4. Wykres funkcji daje nam czesto bardzo uzyteczny obraz zachowa-
nia funkcji. Poniewaz wspdirzedna dowolnego punktu (z,y) na wykresie spelnia
réwnanie y = f(x), to mozemy odczytalé wartos¢ f(x) z wykresu. Wuykres
umozliwia nam tez przedstawienie dziedziny na osi z-ow i jej zbioru wartosci
na osi y.

Pytanie: Czy kazda krzywa na plaszczyznie jest wykresem jakiejs funkcji?
TEST PROSTEJ PIONOWEJ Krzywa na plaszczyznie xy jest wykresem

funkcji zmiennej x wtedy i tylko wtedy, gdy kazda prosta pionowa przecina ta
krzywa co najwyzej raz.

Definicja 3. Niech f: X —Y,g:Y — Z. Zlozeniem funkcji f i g nazywamy
funkcje
gof: X—=Z

okreslong wzorem
(go f)x) = g(f(x)).

Przyklad 5. Niech
f:R—=R, f(zx)=2x+1,

g:R =R, g(zx) = 2>
Wtedy np. dla x = 2 mamy
(90 )(2) =9(f(2)) =9(2-2+1) =5 = 25,
(fog)2) =f(9(2)=f(2°) = f(4) =2-4+1=0.
Ogolnie dla x € R
(9o f)(z) =g(f(2)) = g2z +1) = (2x +1)* = da” + 42 + 1,

podczas, gdy
(fog)(x) = flg(2)) = f(2®) = 22" + 1.

Definicja 4. Funkcje f: X = Y nazywamy

1. rosnaca w zbiorze A C X, jezeli dla kazZdych dwdch elementow x1,x9 € A
sted, Ze x1 < xo wynika, ze f(x1) < f(z2);

2. malejaca w zbiorze A C X, jezeli dla kazdych dwdch elementow x1,xo €
A 7z tego, ze x1 < xo wynika, ze f(x1) > f(x2);

3. niemalejaca w zbiorze A C X, jezeli dla kazdych dwoch elementow x1,zo €
A z tego, ze x1 < xo wynika, Ze f(x1) < f(xz);

4. mnierosnaca w zbiorze A C X, jezeli dla kazdych dwdch elementéw x1, o €
A z tego, ze x1 < w9 wynika, Ze f(x1) > f(xs).

Przyklad 6. 1. Zbadaj monotonicznodé funkcji f(x) = %x + %



2. Zbadaj monotonicznodé funkcji f : {2,3,6} = R, f(2) =5, f(3) =0, f(6) =
10.

3. Wykaz, Ze funkcja y = 2 + 1 jest rosngca na przedziale [0;+00).
4. Wykaz, ze funkcja y = % jest malejgca na przedziale (—oo; 1).

Definicja 5. Funkcje f: X — R nazywamy okresowa, gdy istnieje taka liczba
T # 0, zZe dla kazdego © € X, zachodzg warunki x £ T € X oraz f(x £ T) =
f(x). Liczbe T nazywamy okresem funkcji. Jezeli istnieje najmniejszy okres
dodatni, to nazywamy go okresem podstawowym.

Definicja 6. Funkcje f nazywamy parzysta, gdy dla kazdej liczby x z dziedziny
funkcji f liczba —x takze naleZy do dziedziny oraz

Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY.

Definicja 7. Funkcje f nazywamy nieparzysta, gdy dla kazdej liczby = 2z
dziedziny funkcji f liczba —x takze nalezy do dziedziny oraz

Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu (0,0).
Przyklad 7. Wykaz, Ze poniisze funkcje sqg parzyste:
1. f(x)=2%+5, 2 €R;
2. f(x) =vV222+5—-2,2 €R;
3
3. f(x) = j5s, » € R\ {0}

Przyklad 8. Pokaz, Ze nastepujgce funkcje sq nieparzyste:

1. f(z) =32® —Tz,x € R,
2 fla)= Lo e R\ {0},

3. f(@) = 15, w € R\ {-1,1}.



