Calka nieoznaczona

Definicja 1 (Funkcja pierwotna). Niech I bedzie przedziatem w zbiorze liczb
rzeczywistych. Funkcje F' nazywamy funkcja pierwotna funkcji f na przedziale
1, jezeli

F'(z) = f(z) dla kazdego x € I.

Przyklad 1. Rozwazmy funkcje
flx)=a*+2° -2 + 2.

Wielomian 1 . 1 1
F(z) = 5m5 + 1:54 - §x3 + 59:2 + 2020

jest funkcjg pierwotng funkcj f na przedziale (—oo, +00), czyli na w zbiorze R.
Czy jest to jedyna funkcja pierwotna funkcji f w R?

Przyklad 2. Nie! Funkcjami pierwotnymi funkcji f sq takze funkcje
5 47 37 T2

1 1 1
Fy(x) = e + Z:v‘* - gx?’ + 5:52 + 2021,

1 1 1 1

Fs(x) = 53:5 + 11:4 - ng’ + 5:22 -3,
1 1 1 1

Fy(z) = ga?5 + Zw‘l - gx?’ + 5332 -

A teraz pomysl, czym rézinig sie te funkcje?

Twierdzenie 1 (O funkcji pierwotnej). Dwie dowolne funkcje pierwotne tej
samej funkcji f rdéinig sie o stalg. Innymi stowy, jezeli F' i G sq¢ funkcjami
pierwotnymi na przedziale I funkcji f, to istnieje C' € R takie, Ze

F(z) = G(x) + C dla kazdego x € 1.

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja jest ciggta na przedziale, to ma funkcje pier-
wotng na tym przedziale.

Definicja 2. Rodzine wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f w przedziale I
nazywamy calka nieoznaczona funkcji f w przedziale I i oznaczamy jg sym-

bolem
/ f(x)dx.

/f(m)dx:F(x)—i—C — F'(z) = f(z).

Zatem



Uwaga 1. Wprost z definicji wynikajo dwie nastepujgce wltasnosci catki nieoz-
naczonej:

o [f(x)dx = f(x)+C;
o ([ f(@)da) = f(x).

Ponizej podajemy liste calek nieoznaczonych podstawowych funkcji elemen-
tarnych:

1.
2.
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5. [a*dx =
6.

J0dz = C,
Javdz =

_17
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2t 4+ C dla a #

[ L =In|z|+C,
[e*dr =e” + C,

+Cdla0<a#l,

[sinazdr = —cosz + C,

7. [cosazdx =sinz + C,

8. [4 = —ctgx +C,

sin? x

9. dz_ — tox 4+ C,

cos? x

10. [ 11“;2 = arctgz + C,

11. f\/%:arcsinx—i—(?,

12. [ L& de =1n|f(x)| +C.

Twierdzenie 3 (Podstawowe wlanosci catki nieoznaczonej). Jezeli funkcje f i
g majq funkcje pierwotne, to

L [ (f@) % g(@)) da = [ f(w)da £ [ g(w)da;

2. [(af(z))dz =a [ f(z)dz dlaa € R.

Przykiad 3. Oblicz catke
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Przeglad podstawowych metod catkowania

e Calkowanie przez podstawienie
/f dx—/f t)dt, gdzie t = g(x).

Przykiad 4. Obliczymy ponizsze catki stosujgc metode podstawiania
- [ (728 + 52t (27 4 2°)2020dx;
f :r+3 dl‘

® o~

R

J (52t + 423 + 1) cos(z® + z* + z)du;

. [(Bzr+ 2z + 6)er’ T +60+16 .

A

f dx .
zcos?(Inz)’

. [cos(3 —z)(10 — sin(3 — z))%dz.

=)

e calkowanie przez czesci

/ f(@)g (@)dz = f(z)g(z) - / f(2)g(x)de

Przyklad 5. Ponizsze catki obliczymy stosujgc metode catkowania przez
czesci
1. [(3z + 2) cos xdx;
- (x4 1) - 6%dx;
- f(@? + x4 1)e *d;
[ (@3 + 2% + 3) Inadx;
[ In(2? 4+ 1)dzx
[ 2? - 2%dz;
[ 1n® zda;
f xsinx dm

‘cos® x
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Podzial odcinka
e [a,b] - przedzial;

e P ={xo,x1...,2,}, - tzw. podzial odcinka [a,b] na n czesci, przy czym
To = a,Tn = b;

o Axp =xp—xp_1dlak=1,...,n

0(P) = max{Azy, k=1,...,n};

® ¢ € [xp_1,2k],k =1,...,n - wybrane punkty posrednie.



Calka oznaczona

Definicja 3. Zaldzmy, ze funkcja f jest ograniczona na przedziale [a,b]. Calke
oznaczona Riemanna z funkcji f na przedziale [a,b] definiujemy wzorem

b n
[ e =t 3 fean.

s(P
(P)=0,—]

o ile granica ta jest wlasciwa i nie zalezy od sposobdw podziatu P odcinka [a,b],
ani od wyboru punktow posrednich. Przyjmujemy przy tym, ze

/af(x)dx:O, /bf(x)dx:—/af(x)dm.
N ) J

Twierdzenie 4 (O catkowalnosci funkeji ciaglej). Funkcja ciggla na przedziale
domknietym jest catkowalna.

Twierdzenie 5 (Twierdzenie Newtona-Leibniza). Dla funkcji f ciggtej na przedziale
[a,b] prawdziwy jest wzdr

gdzie F oznacza funkcje pierwotng funkcji f (tzn. F'(x) = f(x)) na przedziale
[a, b].

Twierdzenie 6 (Liniowos¢ calki oznaczonej). Jezeli funkcje f i g sq¢ catkowalne
na przedziale [a,b], to prawdziwe s¢ wzory

b

b
(f(x) £ g(x))dw = [ f(z)dx + [ g(x)dx;

a

1.

Q=

(cf(x))dx = cff(x)dm, gdzie c € R.

a

2.
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Twierdzenie 7 (Addytywnosé catki wzgledem przedzialéw catkowania). Zatdzmy,
ze funkcja f jest catkowalna na przedziale [a,b], ¢ € (a,b). Prawdziwy jest wzor

/bf(x)d:c:/cf(x)dx—f—/bf(x)dx.

Obliczymy calki oznaczone i geometrycznie zinterpretujemy uzyskane wyniki:

4
Przyklad 6. 1. [zdx;
2



[\S)
O =

cos x;

3. [(322 + 1)da;

O =

4. [x(x —6)dx;

o .

5. f COb(eGI-ﬁ-BZ)dx

x4 +m7

1 12 12
Przyklad 7. Wiedzqc, ze [ f(z)dx = 3, [ f(z)dx = —6, [ g(x)dz = 7 oblicz
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