
1 Uk lady równań liniowych o wspó lczynnikach
z cia la i ich rozwia̧zywanie

Definicja 1. Uk ladem m równań liniowych o n zmiennych i wspó lczynnikach
rzeczywistych nazywamy uk lad postaci

(∗)


a11x1 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + . . . + a2nxn = b2

. . .
am1x1 + . . . + amnxn = bm

,

gdzie aij , b1, . . . , bm ∈ R dla 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Uk lad (∗) nazywamy
jednorodnym, jeżeli b1 = . . . = bm = 0 i niejednorodnym w przeciwnym
wypadku.Rozwia̧zaniem uk ladu (∗) nazywamy taki cia̧g (s1, . . . , sn) liczb rzeczy-
wistych, że po zasta̧pieniu w równaniach tego uk ladu zmiennych x1, . . . , xn liczbami
s1, . . . , sn otrzymujemy równości prawdziwe.Uk lad równań liniowych, który nie
posiada rozwia̧zania nazywamy sprzecznym.

Komentarz 1. Z uk ladem (∗) stowarzyszyć można macierze

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ,

AU =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bn

 ,

zwane odpowiednio macierza̧ g lówna̧ i macierza̧ rozszerzona̧ uk ladu (∗).

Komentarz 2. Maja̧c do dyspozycji powyższe macierze, uk lad (∗) możemy za-
pisać w postaci

A ·X = B,

gdzie X =

 x1

...
xn

 (macierz niewiadomych), B =

 b1
...
bm

 (macierz wyrazów

wolnych).

Przyk lad 1. Uk lady{
x1 + x2 · x3 = 1
x1 + x2 + x3 = 5

,

{
x1 + sinx2 = 1
x1 + cosx2 = 5

nie sa̧ liniowe. Uk lad {
x1 + 3x2 + 5x3 = 1
x1 + 2x3 = 6
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jest liniowy, przy czym

A =

[
1 3 5
1 0 2

]
, AU =

[
1 3 5 1
1 0 2 6

]
.

Mamy [
1 3 5
1 0 2

]
·

 x1

x2

x3

 =

[
1
6

]
Definicja 2 (Uk lad Cramera). Uk lad równań (∗), w którym:

1. n = m;

2. detA 6= 0

nazywamy uk ladem Cramera.

Twierdzenie 1. Uk lad Cramera posiada dok ladnie jedno rozwia̧zanie (s1, . . . , sn) ∈
Rn i wyraża siȩ ono wzorami

si =
detAi

detA
,

gdzie A oznacza macierz g lówna̧ uk ladu, zaś Ai macierz powstaja̧ca̧ z macierzy
A poprzez zasta̧pienie i-tej kolumny kolumna̧ wyrazów wolnych.

Przyk lad 2. Dla uk ladu

 x + y − z = 0
2x − y + z = 3
x + 2y = 5

, A =

 1 1 −1
2 −1 1
1 2 0

,

detA = −6,A1 =

 0 1 −1
3 −1 1
5 2 0

, detA1 = −6,A2 =

 1 0 −1
2 3 1
1 5 0

, detA2 =

−12,A3 =

 1 1 0
2 −1 3
1 2 5

, detA3 = −18.Sta̧ds1 = 1, s2 = 2, s3 = 3.

Definicja 3. Dwa uk lady równań liniowych nazywamy równoważnymi, jeżeli
ich zbiory rozwia̧zań sa̧ takie same.

Komentarz 3. Nastȩpuja̧ce operacje nie zmieniaja̧ zbioru rozwia̧zań uk ladu
równań liniowych, prowadza̧c tym samym do uk ladów równoważnych

• zamiana miejscami dowolnych dwóch równań w uk ladzie;

• pomnożenie (obustronne) równania przez liczbȩ rzeczywista̧ różna̧ od 0;

• dodanie (stronami) do równania innego równania uk ladu pomnożonego
przez element cia la.

Wszystkie powyższe operacje nazywać bȩdziemy elementarnymi.
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Przyk lad 3. Rozważmy uk lad postaci x1 − 3x2 + x3 = 1
2x1 − x2 − 2x3 = 2
x1 + 2x2 − 3x3 = −1

.

Odejmuja̧c stronami od drugiego i trzeciego równania pierwsze pomnożone odpowied-
nio przez 2 i 1 dostajemy uk lad równoważny wyj́sciowemu x1 − 3x2 + x3 = 1

5x2 − 4x3 = 0
5x2 − 4x3 = −4

.

Ze wzglȩdu na postać równań (2) i (3) widzimy, że taki uk lad rozwia̧zań mieć nie
może, czyli innymi s lowy jest sprzeczny. Ponieważ jest on równoważny uk ladowi
wyj́sciowemu, to tamten także rozwia̧zań nie posiada.

Przyk lad 4. Rozważmy teraz uk lad postaci x2 − x3 = 0
x1 − 3x3 = −1
−x1 + 3x2 = 1

.

Stosuja̧c pewne operacje elementarne dostajemy uk lad równoważny uk ladowi
wyj́sciowemu {

x1 − 3x3 = −1
x2 − x3 = 0

,

który ma nieskończenie wiele rozwia̧zań zależnych od jednego parametru.

Twierdzenie 2 (Kroneckera-Capellego). Uk lad równań liniowych (∗) posiada
rozwia̧zanie wtedy i tylko wtedy, gdy

rzA = rzAU ,

tzn. wtedy gdy rza̧d macierzy g lównej uk ladu jest równy rzȩdowi macierzy
uzupe lnionej.

Przyk lad 5. Uk lad

 x + y − 2z = 0
2x− y + 3z = 4
4x + y − z = 3

jest sprzeczny, bo rzA = 2, a rzAU =

3.

Stwierdzenie 1 (O liczbie rozwia̧zań uk ladu równań liniowych). 1. Jeżeli rzA 6=
rzAU , to uk lad (∗) jest sprzeczny.

2. Jeżeli rzA = rzAU = n, to uk lad (∗) ma dok ladnie jedno rozwia̧zanie.

3. Jeżeli rzA = rzAU = r < n, to uk lad (∗) ma nieskończenie wiele rozwia̧zań
zależnych od n− r parametrów.
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Przyk lad 6.

1. Uk lad


x1 + x2 + x3 = 3
x1 − x2 + x3 = 1

3x1 + x2 + 3x3 = 7
x1 − 3x2 + x3 = −1

ma nieskończenie wiele rozwia̧zań zależnych

od 1 parametru.

2. Uk lad


x1 + x2 + x3 = 3
x1 − x2 + x3 = 1

3x1 + x2 + 3x3 = 7
x1 + 2x2 + 3x3 = 8

ma dok ladnie jedno rozwia̧zanie.
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