1 Uklady réwnan liniowych o wspélczynnikach
z ciala i ich rozwiazywanie

Definicja 1. Ukladem m réwnan liniowych o n zmiennych © wspotczynnikach
rzeczywistych nazywamy uktad postaci

alxr1+...+a1p,ry, = b1
(*) a21T1 + ...+ a9y = b2
)

1Tl + - . + Gy, = by,

gdzie a;;,b1,...,bpy € Rdla1l <7 < m,1 < j < n. Uklad (%) nazywamy
jednorodnym, jezeli by = ... = b,, = 0 i niejednorodnym w przeciwnym
wypadku. Rozwigzaniem uktadu (x) nazywamy taki cigg (s1,...,8,) liczb rzeczy-
wistych, Ze po zastgpieniu w réwnaniach tego uktadu zmiennych x1, ..., x, liczbami
S1,-..,8p otrzymujemy rownosct prawdziwe. Uktad réwnan liniowych, ktéry nie
posiada Tozwigzania Nazywamy SPrzecznym.

Komentarz 1. Z uktadem (x) stowarzyszyé mozna macierze

a1l a2 A1n
a1 @22 A2
A= ,
Am1 Am2 Amn
a1l a2 aln b
AU as1 G229 azn  bo
- b)
Am1l Am2  --. Gmn by

zwane odpowiednio macierza gléwna i macierza rozszerzona ukladu (x).

Komentarz 2. Majgc do dyspozycji powyzsze macierze, uktad (x) mozemy za-
pisaé w postaci
A-X =B,
T b1
gdzie X = (macierz niewiadomych), B = (macierz wyrazéw
Tn bm
wolnych).
Przykiad 1. Uklady

x1t+ a9 -3 =1 1 +sinze =1
r1+x94+2x3=25 r1+cosxg =5

nie sg liniowe. Uktad

1 + 3z2 + OSzz=1
X1 + 21‘3:6



jest lintowy, przy czym
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Definicja 2 (Ukltad Cramera). Uklad réwnarn (), w ktérym:

—_ =
oS W
DO Ot
o =
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Mamy

1. n=m;
2. det A#£0
nazywamy uktadem Cramera.

Twierdzenie 1. Uklad Cramera posiada doktadnie jedno rozwigzanie (s1,...,8n) €
R"™ i wyraza sie ono wzorams

5 — detAZ
" detA’

gdzie A oznacza macierz glowng uktadu, za$ A; macierz powstajgcg z macierzy
A poprzez zastgpienie i-tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych.

r + y — z =0 1 1 -1
Przyklad 2. Dia vktadu { 22 — y + 2z =3 ,A=|2 -1 11,
r + 2y =5 1 2 0
0 1 -1 1 0 -1
detA=-6,41=| 3 -1 1 |,detA; =—-6,4=1| 2 3 1 |,det Ay =
5 2 0 15 0
1 10
—12,A3 = 2 -1 3 s det A3 = —18.Stad51 = 1,82 = 2,83 =3.
1 2 5

Definicja 3. Dwa uktady réwnan liniowych nazywamy réwnowaznymi, jezeli
ich zbiory rozwigzan sq takie same.

Komentarz 3. Nastepujgce operacje nie zmieniajg zbioru rozwigzan uktadu
rownan lintowych, prowadzgc tym samym do uktadow réwnowaznych

e zamiana miejscami dowolnych dwdch réwnan w uktadzie;
e pomnozenie (obustronne) rédwnania przez liczbe rzeczywistq réing od 0;

e dodanie (stronami) do rdwnania innego réwnania uktadu pomnozonego
przez element ciala.

Wszystkie powyzsze operacje nazywaé bedziemy elementarnymi.



Przyklad 3. Rozwaimy uktad postaci

T —3r9 +a3 =1
21’171‘2721’3:2
£L'1+2£L'2—3(L'3:—1

Odejmuggc stronami od drugiego i trzeciego réownania pierwsze pommnozone odpowied-
nio przez 2 ¢ 1 dostajemy uktad réwnowainy wyjsciowemu

r1—3rs+x3=1
53?2—45(13:0
5.’1)2—4I3=—4

Ze wzgledu na postaé réwnan (2) i (3) widzimy, Ze taki ukltad rozwigzan mieé nie
moze, czyli innymi stowy jest sprzeczny. PoniewaZ jest on réwnowazny uktadows
wyjsciowemu, to tamten takze rozwigzan nie posiada.

Przyklad 4. Rozwaimy teraz uktad postaci

1‘2—1‘3:0
56‘1—31‘3:—1
7.%14’31‘2:1

Stosujgc pewne operacje elementarne dostajemy uktad rownowazny uktadowsi
wyjsciowemu

b

{$1—3$3:—1

To — T3 = 0
ktory ma nieskoriczenie wiele rozwigzan zaleinych od jednego parametru.

Twierdzenie 2 (Kroneckera-Capellego). Uktad rdwnari liniowych (%) posiada
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy

rzA =rzAY,

tzn.  wtedy gdy rzqd macierzy gtownej uktadu jest réowny rzedowi macierzy
uzupetnione;.

r+y—2z=0
Przyklad 5. Uklad { 2x —y+32=4 jest sprzeczny, borzA =2, arz AV =
dr+y—2=3

3.

Stwierdzenie 1 (O liczbie rozwigzan ukladu réwnaii liniowych). 1. Jezelirz A #
1z AY, to uktad () jest sprzeczny.

2. Jezelitz A =12 AV = n, to uktad (x) ma dokladnie jedno rozwigzanie.

3. Jezelitz A =12 AV = r < n, to uktad (¥) ma nieskoriczenie wiele rozwigzan
zaleznych od n — r parametrow.



Przyklad 6.

r1+To + T3 = 3
Tl — Ty + T3 = 1
3rx1 +x2+3x3=7
1 —3x9 + 13 =—1

od 1 parametru.

ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych

1. Uklad

1 +a9+23=3
T1— 29 +x3=1
3x1+xo+3x3="7
Ty + 229 + 323 = 8

2. Uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie.




