1 Wyznaczniki i metody ich oblicznia. Problem
odwracania macierzy

Definicja 1 (Wyznacznik macierzy). Wyznacznikiem macierzy kwadratowej
nazywamy funkcje, ktdra kaidej macierzy A = [a;;] € M, (R) przypisuje liczbe
det A, a okreslona jest wzorem indukcyjnym.:

1. jezeli A ma stopieni 1, to
det A = ail;

2. jezeli A ma stopieri n > 2, to
det A=ai; - D1y +aiz-Dig + ...+ ain - Dip,

gdzie D;; = (—=1)"7 det Aij, przy czym Ayj oznacza macierz stopnia n —1
otrzymang z macierzy A poprzez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Uwaga 1. Wyznacznik macierzy A oznaczamy: detla;;], |A|, a w formie rozwinigtej
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Przyklad 1. 1. | —126]| = —126;

2. ‘ 2 ‘_(_1)1+1.2.|5+(—1)1+2.31|_7,-
10 -1

.11 1 1 |=(=1t.1. Ll + (=13 (=1)- R
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Komentarz 1. W celu obliczania wyznacznikow stopnia drugiego i trzeciego
bezposrednio mozna zastosowaé wzory:

a b

1.‘0 d’—ad—bc,
a b ¢

2.1d e f |=aei+dhc+ gbf —ceg— fha —ibd.
g h i

Twierdzenie 1 (Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika). Niech A = [a;;] € M, (R),
n > 2 oraz niech liczby naturalne © oraz j bedg ustalone, 1 < 4,5 < n. Do
obliczenia wyznacznika macierzy A mozna zastosowaé wzory:

1. detA:ainﬂ—&—aig-Dig—i-...—&-am-Dm;

2. detA:alj -Dlj—|—a2j-D2j—|—...—|—anj~Dnj.



Uwaga 2. W praktyce mozemy zatem wybraé samodzielnie wzgledem, ktorego
wiersza (kolumny) bedziemy obliczaé wyznacznik. W celu maksymalnego up-
roszczenia rachunkdw, oczywiscie bedziemy zawsze wybieraé ten wiersz (kol-
umne),w ktdrej jest najwiecej zer.

10 1 -1
11 0 1 0 1 -l
Przyktad 2. | , ] =2 (=111 0 1 |4 +(=1)3**.
11 -1 1 b
10 1
(-1)-|1 1 0|=2-1=1
11 -1

Twierdzenie 2 (Wlasnosci wyznacznika). Niech A, B € M, (K).

1. Jezeli macierz B mozna otrzymaé z macierzy A poprzez zamiane miejs-
cami dwdch wierszy (kolumn) macierzy A, to

det B = —det A.

2. Jezeli macierz B mozna otrzymaé z macierzy A poprzez dodanie pomnozonego
przez liczbe wiersza (kolumny) macierzy A do innego wiersza (kolumny)
macierzy A, to

det B = det A.

8. Jezeli macierz B mozna otrzymaé z macierzy A poprzez pommnozZenie jej
wiersza (kolumny) przez liczbe A € K, to

det B = \ - det A.

Twierdzenie 3. Jezeli dla macierzy A spelniony jest jeden z warunkow
1. caly wiersz (albo kolumna) jest zerowy;
2. dwa wiersze (albo dwie kolumny) sg rowne;
3. dwa wiersze (kolumny) sq proporcjonalne,

to det A = 0.

Twierdzenie 4 (Inne wlasnoséci wyznacznika). Jezeli A, B € M,(R), to
1. det(A- B) =det A-det B (tw. Cauchy’ego);
2. det AT = det A.

Definicja 2 (Macierz odwracalna). Macierz A € M, (R) nazywamy odwracalng,
jezeli istnieje macierz B € M, (R) taka, ze

A-B=B-A=1,.

Macierz B nazywamy macierzg odwrotng do macierzy A i oznaczamy AL
Macierz, ktora nie posiada macierzy odwrotnej nazywamy nieodwracalng.



Twierdzenie 5 (Jednoznacznosé istnienia macierzy odwrotnej). Macierz odwracalna
posiada doktadnie jedng macierz odwrotng.

Dowéd. Niech A € M,(R). Zaldimy, ze A’, A" € M,(R) s¢g macierzami
odwrotnymi do A. Wtedy

A-A=I,=A-A"/ A
A (A-A)y=A-(A-A")
(A A)-A = (A - A)- A"

A/ — Al/
Przyklad 3. 1. Niech A — [ j f },B_ [ } :? } A-l=B.
0 0 0
2. Macierz | 1 2 3 | nie posiada macierzy odwrotnej.
4 5 6
Twierdzenie 6. 1. Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A #

0.

2. Jezeli macierz A jest odwracalna, to

Dy Dy ... Diy T
1_ 1 | Dy Dar ... Doy
" det A ’
Dnl Dn2 Dnn

gdzie D;; = (—1)"*7 det A;j, przy czym A;j oznacza macierz stopnia n— 1
otrzymang z macierzy A poprzez skreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

1
Proyklad 4. 1. Niech A= | o L | a1=| ? 73}
2 4 -1 3

2. Macierz A = { 18

1 2
} jest nieodwracalna.

Stwierdzenie 1. Zaléimy, Ze macierz C jest odwracalna. Wiedy
1. jesli A-C=B-C, to A= B;
2. jesliC-A=C-B, to A= B.

Dowéd. Pokazemy, Ze zachodzi np. (1) (dowdd drugiej wtasnosci jest analog-
iczny).
A-C=B-C/-CH

(A-C)-Cc'=(B-C)-C™Y
A-(C-c™YY=B-(C-C™Y;
A-I,=B I,
A=B.



2 Rzad macierzy i metody jego oblicznia

Definicja 3 (Minor macierzy). Minorem stopnia k € Ny macierzy A € My, xn(R)
nazywamy wyznacznik utworzony z elementdw macierzy A stojecych na przecieciu
dowolnie wybranych k kolumn i k wierszy.

123 4 1 4 1 3
Przyklad 5. Diae A= | 0 2 4 6 |,minory stopnia 2, to np. , ,
0 6 1 5
1 3 5 7
1 3 4
minor stopnia 3, tonp.| 0 4 6
1 5 7

Definicja 4. Rzedem macierzy A € My, (R) nazywamy najwickszy stopieri
jej niezerowego minora. Przyjmujemy, Ze rzqd macierzy zerowej jest rowny 0.
Rzqgd macierzy A oznaczamy symbolem rz A.

1 2 3 4 2 3 4
Przyklad 6. 1z | 0 2 4 8 | =3,b0|2 4 8 |=-2#0.
1 3 5 7 3 5 7
Stwierdzenie 2 (Wlasnosci rzedu macierzy). 1. Rzqgd macierzy odwracalnej

jest rowny jej stopniowi.
2. 1zAT =17 A.

Oserwacja 1. Wszystkie operacje, ktore nie zmieniajg warto$ci wyznacznika,
albo zmieniajq tylko jego znak, zastosowane do macierzy nie zmieniajq jej rzedu.
Nie zmienia réwniez rzedu macierzy skreslenie wiersza (kolumny) zlozZonego z
samych zer lub jednego z dwdch wierszy (kolumn) rédwnych lub proporcjonalnych.

Komentarz 2. Powyzsza obserwacja upraszcza sprawe obliczania rzedu macierzy.
Zamiast obliczaé go od razu wprost z definicji, poszukujgc najwiekszego nieze-
rowego minora, mozemy po prostu przeksztatcaé macierz bez zmiany rzedu do
takiej postaci, z ktorej w tatwy sposéb mozemy go juz odczytac.

2 5 1
. . . 3 0 76 W1 <> Wy
Przyklad 7. Obliczymy rzedy nastepujgcych macierzy: rz 1 4 6 =
1 2 0
1 2 0 1 2 0
3 0 _6 ’lU2—3U)1,u)3i’LU1,’LU4—27JJ1 0 _6 _6 w2:—6w$w3:6w4 1
B S T R - “lo 6 6 - “lo
2 5 1 0 1 1
2,
1 3 5 -1 1 3 5 —1
2 -1 -3 4 wg—211)1,11)3—_511)1,11)4—711)1 0 -7 -13
Przyklad 8. rz 5 1 1 - = T 0 —14 -26 12
T 7 9 1 0 —14 -26



Iz

1
0
0

3
-7
-14

5
—13
—26

-1

w3 —ng

1
0
0

3
-7
0

5
—13
0

-1
6
—4

=3.



