Definicja 1 (Iloraz réznicowy). Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej
w otoczeniu (a — d,a + &) punktu a, 6 > 0. Ilorazem réznicowym funkcji f
w punkcie a dla przyrostu h, gdzie 0 < |h| < 6 nazywamy liczbe

fla+h) = f(a)
- :

Uwaga 1. lloraz réznicowy funkcji f w punkcie a dla przyrostu h jest to tan-
gens kata, ktdry tworzy prosta przechodzgca przez punkty

(a,f(a)), (a+h, fla+t+h))
z dodatnig czeécig osi x.

Komentarz 1. Powszechnie uZywa sie nastepujgcych oznaczen dla funkcji y =
f(@):

1. Liczbg h, czyli przyrost zmiennej niezaleinej oznacza sie przez Awx.

2. Liczbe f(a+h) — f(a), czyli przyrost zmiennej zaleznej oznacza si¢ przez
Ay.

8. Przy takich oznaczeniach iloraz rézZnicowy przyjmuje postac:

Ay _ fla+Ax) ~ f(a)

Az Ax

Definicja 2 (Pochodna funkcji w punkcie). Niech funkcja f bedzie okreslona
przynajmniej w otoczeniu (a—0, a+98) punktu a, § > 0. Jezeli istnieje skoriczona

granica
o £+ 1) — f(0),
h—0 h

to nazywamy jg pochodna wlasciwa w punkcie a i oznaczmy symbolem f'(a).
O funkcji, ktora ma pochodng w punkcie a mowimy, Ze jest rézniczkowalna w
punkcie a.

Uwaga 2. Przy zalozeniu, ze funkcja f jest ciggla w punkcie a analogicznie
okresla sie pochodne niewtasciwe +00 i —0o0.

Twierdzenie 1 (Rézniczkowalnosé a cigglosé funkeji). Jezeli istnieje wtasciwa
lub niewtasciwa pochodna f'(a), to funkcja jest ciggta w punkcie a.

Uwaga 3. o Jezeli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a, to f'(a) jest
tangensem kgta, ktory tworzy styczna do wykresu funkcji f w punkcie
(a, f(a)) z dodatnig czescig osi x.

o Jezeli f'(a) = oo, to styczna do wykresu jest prostqg pionowg.

o Jezeli funkcja [ jest roziniczkowalna w punkcie a, to rownanie stycznej do
wykresu funkcji w punkcie (a, f(a)) jest postaci

y = [f(a)(x —a) + f(a).



e Pochodna jest miarg szybkosci przyrostu funkcji w chwili a.

o Jezeli funkcja s = s(t) jest funkcjg drogi w zaleznosci od czasu, to pochodna
s'(a) jest predkoscig w chwili a.

o Jezeli v = v(t) jest funkcjg predkodci w zaleznodei od czasu, to v'(a) jest
przyspieszeniem w chwili a.

Przyklad 1. Obliczymy z definicji pochodng funkcji f(z) = 22% — 162 +7 w

punkcie a = 4:
f(4+h)— f(4)

pimy h -
. 2 (h+4)2—16-(h+4)+7—(2-4*—-16-4+T7)
= lim =
h—0 h
2
a0 T
lim 2h =0

Zatem f'(4) = 0. Styczng do wykresu funkcji f w punkcie (4, —25) jest prosta
y = —25.

Definicja 3. Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale [a, a+b], gdzie
b > 0 oraz istnieje granica ilorazu réZnicoweqo

i L@ 1) = I

h—0t h ’

to granice te nazywamy pochodna prawostronna funkcji f w punkcie a i
oznaczamy przez fi(a). Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale
[a —b,a], gdzie b > 0 oraz istnieje granica ilorazu réznicowego

L Fa+h) — f(@

h—0- h ’

to granice te nazywamy pochodna lewostronna funkcji f w punkcie a i oz-
naczamy przez [’ (a).

Uwaga 4. Funkcja f okreslona w otoczeniu punktu a ma w tym punkcie pochodng
doktadnie wtedy, gdy ma w tym punkcie pochodng prawostronng oraz pochodng
lewostronng i obie te pochodne sg sobie réwne.

Przyklad 2. Obliczymy pochodng prawo i lewostronng funkcji f(x) = |z| w
punkcie a = 0.

’ — iy JEO—=FO) i R 1.
° f+(0) = hlgg+ R - hlgéh h L

o f(0)= lim [UHOSO) — jyyy —h = .



Pochodne jednostronne co prawda istniejg, ale nie sq sobie réowne, a zatem
funkcja f ostatecznie nie posiada pochodnej w punkcie 0. Przyjrzyj sie uwaznie
wykresowi funkcji f. Co zauwazyles?

Komentarz 2. Pojecie pochodnej wprowadzit do matematyki Izaak Newton
w drugiej potowie XVII w. Wspottworcg rachunku pochodnych, nazywanego
rachunkiem rézniczkowym, byt niemiecki matematyk i filozof Gotifried Wilhelm
Leibniz (1646 — 1716).

Twierdzenie 2. Jesli funkcje f,g majg pochodne w a, to
(f£9)(a) = f'(a) £ ¢'(a),

2. (cf)'(a) = cf'(a), gdzie c € R,

3. (f-9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

/
4 (i) (a) = L@@ i 09 5 ile g(a) £ 0.

g g%(a

1.

Twierdzenie 3. 1. Jezeli f ma pochodng w punkcie a, za$§ g ma pochodng
w punkcie f(a), to
(go f)(a) =g (f(a)f (a).

2. Jezeli funkcja f jest ciggta i Scisle monotoniczna w otoczeniu punktu a
oraz ma pochodng f'(a) # 0, to

Definicja 4. Funkcje f nazywamy rézniczkowalna w zbiorze A, jezeli jest
rozniczkowalna w kazdym punkcie tego zbioru. Funkcje, ktora kaidemu a € A
przyporzgdkowuje pochodna f'(a) w tym punkcie nazywamy pochodng f' na
zbiorze A.

Ponizej podajemy pochodne funkcji elementarnych

1. ¢ =0 (pochodna funkcji stalej jest réwna 0),

2. (2P) = pxP~1 dla dowolnego p € R,

3. (sinx) =cosz, (cosz) = —sinuz,

4. (tgz) = ﬁ, (ctg )= — e

5. (a®) =a"Ilna, (") =e?,

6. (log, z) = %ﬁ, (Inz)" = %’

7. (arcsinz)’ \/117, (arccosz)' = — 1;;2’
8. (arctgx)’ = 1757, (arcctgz) e



Przyklad 3. Oblicz pochodne podanych funkcji
1. f(z) = 20 + 27 — 322 + 82 + 2019;

(x)
2. f(z) =5% — 3sinx + cosx — 5Inz;
3. f(z) = (32?4 62+ 2)(23 + 322 —x +7);
2
4 f(@) = Figptiis
5 f(z) =In" (2% + 322 — 2+ 1);
6. f(z) =sin(2? 4+ 1);
o? ot sin 5x
7. f(LL') =2 cos? ;c4:~_521r;4 x5

Twierdzenie 4 (Pochodna a monotonicznosé). Niech I bedzie dowolnym przedziatem.
Jezeli funkcja f spetnia dla wszystkich x € I warunek:

1. f'(z) =0, to jest stata w tym przedziale;

2. f'(z) > 0, to jest rosngca w tym przedziale;

3. f'(x) >0, to jest niemalejgca w tym przedziale;
4. f'(x) <0, to jest malejgca w tym przedziale;

5. f(x) <0, to jest nierosngca w tym przedziale.

Przyklad 4. Okresl przedzialy, w ktorych funkcja
f(z) =32z% —52% +3
jest rosngca lub malejgca.
Definicja 5 (Ekstrema funkcji). Funkcja f ma w punkcie a

1. minimum lokalne (odp.minimum lokalne wltasciwe), jezeli

f(@) = f(a) (odp. f(z)> f(a))
dla wszystkich punktow x z pewnego sgsiedztwa punktu a;

2. maksimum lokalne (odp.maksimum lokalne wtasciwe), jezeli

f@) < fla) (odp. f(z) < f(a))
dla wszystkich punktow x z pewnego sgsiedztwa punktu a.
Maksima i minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.

Twierdzenie 5 (Fermata, warunek konieczny istnienia ekstremum). Jezeli
funkcja f ma



1. pochodg f'(a)
2. ekstremum lokalne w punkcie a,
to f'(a) = 0.

Uwaga 5. Funkcja moze mieé ekstremum tylko w punktach, w ktérych pochodna
zeruje sie lub nie istnieje, czyli w tzw. punktach krytycznych. Ze znikania
pochodnej f'(a) nie wynika jeszcze weale, Ze f ma w tym punkcie ekstremum.

Twierdzenie 6 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum). Jezeli f'(a) = 0
oraz istnieje § > 0 taka,ze

1. f'(a) <0dlazx € (a—d,a) i f'(a) >0 dlax € (a,a+9), to f ma minimum
lokalne wta$ciwe w a,

2. f'(a) > 0 dlaxz € (a—0d,a) i f'(a) <0 dlaz € (a,a+9), to f ma

maksimum lokalne wlasciwe w a.

Twierdzenie 7 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum IT). Jezeli funkcja
f spetnia warunki:

1. f'(a) = f"(a) = ... = f""V(a) = 0,
2. f™(a) <0,
3. n jest liczbg parzystg, n > 2

to f ma w a maksimum lokalne wtasciwe.

Uwaga 6. Jezeli w zatozeniach twierdzenia zamienimy warunek (2) na f™ (a) >
0, to f ma w a minimum lokalne wtasciwe. Jezeli natomiast n jest liczbg
nieparzystg i f(a) # 0, to f nie ma ekstremum w a.

Przyklad 5. Znajdziemy ekstrema lokalne funkcji

f(x) = 32 — 52° 4 3.

Jak znalezé wartos$é najwieksza i najmniejsza funkcji
Ponizej przedstawiamy schemat znajdowania warto$ci najwiekszej i najm-
niejszej (czyli ekstremdéw absolutnych) funkeji f ciaglej na przedziale [a, b]

1. znajdujemy punkty krytyczne w przedziale (a,b);
2. wyznaczamy wartosci f(a), f(b) funkcji f na kraicach przedziatu,
3. wybieramy warto$¢ najwigksza i najmniejszg wsrod uzyskanych wynikéw.
Przyklad 6. Znajdziemy wartosé najwiekszq i najmniejszq funkcyi
f(z) =32% —52% +3

w przedziale [—2,2].



Wklestosé i wypuklosé

Definicja 6 (funkcja wypukla a funkcja wklesta). Funkcje f nazywamy wy-
pukla w przedziale I, jezeli dla kazdych dwoch punktow x1,x2 € I i dla kazdego
te(0,1),

[tz + (1 = t)z2) < tf(zr) + (1 — 1) f(x2).
Oznacza to, ze odcinek siecznej wykresu funkcji f lgczgeej punkty (21, f(z1)),
(22, f(x2)) lezy nad wykresem lub pokrywa si¢ z wykresem tej funkcji pomiedzy
tymi punktami. Jezeli odwrdcimy znak nierdwnosci, to otrzymamy definicje
funkcji wklestej. Jezeli nierownosci zamienimy na ostre, to funkcje nazywamy
$cisle wypukla, bgd? odpowiednio Scisle wklesla.
Twierdzenie 8. Niech I bedzie dowolnym przedziatem. Jezeli funkcja f spetnia
dla wszystkich x € I warunek:

1. f"(x) > 0, to jest $cisle wypukla w tym przedziale;
2. f"(x) >0, to jest wypukta w tym przedziale;

3. f"(x) <0, to jest Scisle wklesta w tym przedziale;
4. f"(z) <0

, to jest wklesta w tym przedziale.

Punkt przegigcia funkcji

Definicja 7. Niech funkcja f okreslona bedzie przynajmniej w otoczeniu punktu
¢ oraz ma w tym punkcie pochodng (wltasciwg lub niewtasciwg). Punkt (c, f(c))
nazywamy punktem przegiecia wykresu funkcji f, jezeli f jest Scisle wy-
pukta w prawostronnym lub lewostronnym sgsiedztwie punktu c, natomiast $cisle
wklesta w drugim z tych jednostronnych sgsiedztw.

Twierdzenie 9 (Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia). Jezeli f ma
w punkcie ¢ punkt przegiecia i drugg pochodng, to f"(c) = 0.

Uwaga 7. Funkcja moze mieé¢ punkt przegiecia jedynie w punktach, w ktorych
druga pochodna zeruje sie lub nie istnieje.

Twierdzenie 10 (Warunek dostateczny istnienia punktu przegiecia). Jezeli
funkcja f

1. ma pochodng f'(c) (wlasciwg lub niewtasciwg)
2. istnieje takie 6 > 0, Ze

(a) f"(x) <0 dlax € (c—d,¢)if'(x)>0dlazée (c,ec+),
(b) f"(x) >0dlax e (c—6,c)if"(x) <0 dlaxe (c,c+d),

to punkt (c, f(c)) jest punktem przegiecia wykresu funkcji f.

Twierdzenie 11 (Warunek dostateczny istnienia punktu przegiecia II). Jezeli
funkcja f spetnia warunki:



1.
2.
3.

f'le)y=...=f""V(e) =0,
FM(e) #0,
n jest liczbg nieparzystg wiekszg od 2,

to punkt (c, f(c)) jest punktem przegiecia funkcji f.

Przykilad 7. Wskaz przedzialy wypuktosci i wklestosci funkciji

f(z) =32 — 52° 4 3.

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Celem badania przebiegu zmiennoéci danej funkcji jest podanie jej podsta-
wowych wlasno$ci i naszkicowanie wykresu. Badanie obejmuje zwykle nastepujace
czynnosci

wyznaczenie dziedziny funkcji,

zbadanie parzystosci, nieparzystodci i okresowosci (jezeli podejrzewamy,
ze ktéras z whasnosci zachodzi),

wyznaczenie miejsc zerowych funkcji oraz punktow przeciecia z osia Oy,
wyznaczenie granic lub wartosci na koricach przedzialéw okreslonosci funkcji,
wyznaczenie asymptot pionowych i ukosnych,

wyznaczenie przedzialéw monotonicznosci i ekstreméw lokalnych,
wyznaczenie przedzialéw wypuktosci i punktéw przegiecia,

narysowanie wykresu funkcji.

Przyklad 8. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji

1.

2.

f(x) = 32° — 52 + 3,
f(‘r) = z2$,1 .




