
Definicja 1 (Iloraz różnicowy). Niech funkcja f bȩdzie określona przynajmniej
w otoczeniu (a − δ, a + δ) punktu a, δ > 0. Ilorazem różnicowym funkcji f
w punkcie a dla przyrostu h, gdzie 0 < |h| < δ nazywamy liczbȩ

f(a+ h)− f(a)

h
.

Uwaga 1. Iloraz różnicowy funkcji f w punkcie a dla przyrostu h jest to tan-
gens ka̧ta, który tworzy prosta przechodza̧ca przez punkty

(a, f(a)), (a+ h, f(a+ h))

z dodatnia̧ czȩścia̧ osi x.

Komentarz 1. Powszechnie używa siȩ nastȩpuja̧cych oznaczeń dla funkcji y =
f(x):

1. Liczba̧ h, czyli przyrost zmiennej niezależnej oznacza siȩ przez ∆x.

2. Liczbȩ f(a+ h)− f(a), czyli przyrost zmiennej zależnej oznacza siȩ przez
∆y.

3. Przy takich oznaczeniach iloraz różnicowy przyjmuje postać:

∆y

∆x
=
f(a+ ∆x)− f(a)

∆x
.

Definicja 2 (Pochodna funkcji w punkcie). Niech funkcja f bȩdzie określona
przynajmniej w otoczeniu (a−δ, a+δ) punktu a, δ > 0. Jeżeli istnieje skończona
granica

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
,

to nazywamy ja̧ pochodna̧ w laściwa̧ w punkcie a i oznaczmy symbolem f ′(a).
O funkcji, która ma pochodna̧ w punkcie a mówimy, że jest różniczkowalna w
punkcie a.

Uwaga 2. Przy za lożeniu, że funkcja f jest cia̧g la w punkcie a analogicznie
określa siȩ pochodne niew laściwe +∞ i −∞.

Twierdzenie 1 (Różniczkowalność a cia̧g lość funkcji). Jeżeli istnieje w laściwa
lub niew laściwa pochodna f ′(a), to funkcja jest cia̧g la w punkcie a.

Uwaga 3. � Jeżeli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie a, to f ′(a) jest
tangensem ka̧ta, który tworzy styczna do wykresu funkcji f w punkcie
(a, f(a)) z dodatnia̧ czȩścia̧ osi x.

� Jeżeli f ′(a) = ±∞, to styczna do wykresu jest prosta̧ pionowa̧.

� Jeżeli funkcja f jest różniczkowalna w punkcie a, to równanie stycznej do
wykresu funkcji w punkcie (a, f(a)) jest postaci

y = f ′(a)(x− a) + f(a).
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� Pochodna jest miara̧ szybkości przyrostu funkcji w chwili a.

� Jeżeli funkcja s = s(t) jest funkcja̧ drogi w zależności od czasu, to pochodna
s′(a) jest prȩdkościa̧ w chwili a.

� Jeżeli v = v(t) jest funkcja̧ prȩdkości w zależności od czasu, to v′(a) jest
przyśpieszeniem w chwili a.

Przyk lad 1. Obliczymy z definicji pochodna̧ funkcji f(x) = 2x2 − 16x + 7 w
punkcie a = 4:

lim
h→0

f(4 + h)− f(4)

h
=

= lim
h→0

2 · (h+ 4)2 − 16 · (h+ 4) + 7− (2 · 44 − 16 · 4 + 7)

h
=

= lim
h→0

2h2

h
=

lim
h→0

2h = 0.

Zatem f ′(4) = 0. Styczna̧ do wykresu funkcji f w punkcie (4,−25) jest prosta
y = −25.

Definicja 3. Jeżeli funkcja f jest określona w pewnym przedziale [a, a+b], gdzie
b > 0 oraz istnieje granica ilorazu różnicowego

lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
,

to granicȩ tȩ nazywamy pochodna̧ prawostronna̧ funkcji f w punkcie a i
oznaczamy przez f ′+(a). Jeżeli funkcja f jest określona w pewnym przedziale
[a− b, a], gdzie b > 0 oraz istnieje granica ilorazu różnicowego

lim
h→0−

f(a+ h)− f(a)

h
,

to granicȩ tȩ nazywamy pochodna̧ lewostronna̧ funkcji f w punkcie a i oz-
naczamy przez f ′−(a).

Uwaga 4. Funkcja f określona w otoczeniu punktu a ma w tym punkcie pochodna̧
dok ladnie wtedy, gdy ma w tym punkcie pochodna̧ prawostronna̧ oraz pochodna̧
lewostronna̧ i obie te pochodne sa̧ sobie równe.

Przyk lad 2. Obliczymy pochodna̧ prawo i lewostronna̧ funkcji f(x) = |x| w
punkcie a = 0.

� f ′+(0) = lim
h→0+

f(h+0)−f(0)
h = lim

h→0+

h
h = 1;

� f ′−(0) = lim
h→0−

f(h+0)−f(0)
h = lim

h→0−

−h
h = −1.
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Pochodne jednostronne co prawda istnieja̧, ale nie sa̧ sobie równe, a zatem
funkcja f ostatecznie nie posiada pochodnej w punkcie 0. Przyjrzyj siȩ uważnie
wykresowi funkcji f . Co zauważy leś?

Komentarz 2. Pojȩcie pochodnej wprowadzi l do matematyki Izaak Newton
w drugiej po lowie XV II w. Wspó ltwórca̧ rachunku pochodnych, nazywanego
rachunkiem różniczkowym, by l niemiecki matematyk i filozof Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646− 1716).

Twierdzenie 2. Jeżli funkcje f, g maja̧ pochodne w a, to

1. (f ± g)′(a) = f ′(a)± g′(a),

2. (cf)′(a) = cf ′(a), gdzie c ∈ R,

3. (f · g)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a)

4.
(

f
g

)′
(a) = f ′(a)g(a)−f(a)g′(a)

g2(a) , o ile g(a) 6= 0.

Twierdzenie 3. 1. Jeżeli f ma pochodna̧ w punkcie a, zaś g ma pochodna̧
w punkcie f(a), to

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

2. Jeżeli funkcja f jest cia̧g la i ścísle monotoniczna w otoczeniu punktu a
oraz ma pochodna̧ f ′(a) 6= 0, to(

f−1
)′

(f(a)) =
1

f ′(a)
.

Definicja 4. Funkcjȩ f nazywamy różniczkowalna̧ w zbiorze A, jeżeli jest
różniczkowalna w każdym punkcie tego zbioru. Funkcjȩ, która każdemu a ∈ A
przyporza̧dkowuje pochodna̧ f ′(a) w tym punkcie nazywamy pochodna̧ f ′ na
zbiorze A.

Poniżej podajemy pochodne funkcji elementarnych

1. c′ = 0 (pochodna funkcji sta lej jest równa 0),

2. (xp)′ = pxp−1 dla dowolnego p ∈ R,

3. (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx,

4. (tg x)′ = 1
cos2 x , (ctg x)′; = − 1

sin2 x
,

5. (ax)′ = ax ln a, (ex)′ = ex,

6. (loga x)′ = 1
x

1
ln a , (lnx)′ = 1

x ,

7. (arcsinx)′ = 1√
1−x2

, (arccosx)′ = − 1√
1−x2

,

8. (arctg x)′ = 1
1+x2 , (arcctg x)′ = − 1

1+x2 .
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Przyk lad 3. Oblicz pochodne podanych funkcji

1. f(x) = x10 + x7 − 3x2 + 8x+ 2019;

2. f(x) = 5x − 3 sinx+ cosx− 5 lnx;

3. f(x) = (3x2 + 6x+ 2)(x3 + 3x2 − x+ 7);

4. f(x) = 3x2+6x+2
x3+3x2−x+7 ;

5. f(x) = ln7(x3 + 3x2 − x+ 1);

6. f(x) = sin4(x2 + 1);

7. f(x) = 3x
2+x+1+2 sin 5x
cos4 x+sin4 x

.

Twierdzenie 4 (Pochodna a monotoniczność). Niech I bȩdzie dowolnym przedzia lem.
Jeżeli funkcja f spe lnia dla wszystkich x ∈ I warunek:

1. f ′(x) = 0, to jest sta la w tym przedziale;

2. f ′(x) > 0, to jest rosna̧ca w tym przedziale;

3. f ′(x) ≥ 0, to jest niemaleja̧ca w tym przedziale;

4. f ′(x) < 0, to jest maleja̧ca w tym przedziale;

5. f ′(x) ≤ 0, to jest nierosna̧ca w tym przedziale.

Przyk lad 4. Określ przedzia ly, w których funkcja

f(x) = 3x5 − 5x3 + 3

jest rosna̧ca lub maleja̧ca.

Definicja 5 (Ekstrema funkcji). Funkcja f ma w punkcie a

1. minimum lokalne (odp.minimum lokalne w laściwe), jeżeli

f(x) ≥ f(a) ( odp. f(x) > f(a))

dla wszystkich punktów x z pewnego sa̧siedztwa punktu a;

2. maksimum lokalne (odp.maksimum lokalne w laściwe), jeżeli

f(x) ≤ f(a) ( odp. f(x) < f(a))

dla wszystkich punktów x z pewnego sa̧siedztwa punktu a.

Maksima i minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.

Twierdzenie 5 (Fermata, warunek konieczny istnienia ekstremum). Jeżeli
funkcja f ma
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1. pochoda̧ f ′(a)

2. ekstremum lokalne w punkcie a,

to f ′(a) = 0.

Uwaga 5. Funkcja może mieć ekstremum tylko w punktach, w których pochodna
zeruje siȩ lub nie istnieje, czyli w tzw. punktach krytycznych. Ze znikania
pochodnej f ′(a) nie wynika jeszcze wcale, że f ma w tym punkcie ekstremum.

Twierdzenie 6 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum). Jeżeli f ′(a) = 0
oraz istnieje δ > 0 taka,że

1. f ′(a) < 0 dla x ∈ (a−δ, a) i f ′(a) > 0 dla x ∈ (a, a+δ), to f ma minimum
lokalne w laściwe w a,

2. f ′(a) > 0 dla x ∈ (a − δ, a) i f ′(a) < 0 dla x ∈ (a, a + δ), to f ma
maksimum lokalne w laściwe w a.

Twierdzenie 7 (Warunek dostateczny istnienia ekstremum II). Jeżeli funkcja
f spe lnia warunki:

1. f ′(a) = f ′′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0,

2. f (n)(a) < 0,

3. n jest liczba̧ parzysta̧, n ≥ 2

to f ma w a maksimum lokalne w laściwe.

Uwaga 6. Jeżeli w za lożeniach twierdzenia zamienimy warunek (2) na f (n)(a) >
0, to f ma w a minimum lokalne w laściwe. Jeżeli natomiast n jest liczba̧
nieparzysta̧ i f (n)(a) 6= 0, to f nie ma ekstremum w a.

Przyk lad 5. Znajdziemy ekstrema lokalne funkcji

f(x) = 3x5 − 5x3 + 3.

Jak znaleźć wartość najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ funkcji
Poniżej przedstawiamy schemat znajdowania wartości najwiȩkszej i najm-

niejszej (czyli ekstremów absolutnych) funkcji f cia̧g lej na przedziale [a, b]

1. znajdujemy punkty krytyczne w przedziale (a, b);

2. wyznaczamy wartości f(a), f(b) funkcji f na krańcach przedzia lu,

3. wybieramy wartość najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ wśród uzyskanych wyników.

Przyk lad 6. Znajdziemy wartość najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ funkcji

f(x) = 3x5 − 5x3 + 3

w przedziale [−2, 2].
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Wklȩs lość i wypuk lość

Definicja 6 (funkcja wypuk la a funkcja wklȩs la). Funkcjȩ f nazywamy wy-
puk la̧ w przedziale I, jeżeli dla każdych dwóch punktów x1, x2 ∈ I i dla każdego
t ∈ (0, 1),

f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2).

Oznacza to, że odcinek siecznej wykresu funkcji f  la̧cza̧cej punkty (x1, f(x1)),
(x2, f(x2)) leży nad wykresem lub pokrywa siȩ z wykresem tej funkcji pomiȩdzy
tymi punktami. Jeżeli odwrócimy znak nierówności, to otrzymamy definicjȩ
funkcji wklȩs lej. Jeżeli nierówności zamienimy na ostre, to funkcjȩ nazywamy
ścísle wypuk la̧, ba̧dź odpowiednio ścísle wklȩs la̧.

Twierdzenie 8. Niech I bȩdzie dowolnym przedzia lem. Jeżeli funkcja f spe lnia
dla wszystkich x ∈ I warunek:

1. f ′′(x) > 0, to jest ścísle wypuk la w tym przedziale;

2. f ′′(x) ≥ 0, to jest wypuk la w tym przedziale;

3. f ′′(x) < 0, to jest ścísle wklȩs la w tym przedziale;

4. f ′′(x) ≤ 0, to jest wklȩs la w tym przedziale.

Punkt przegiȩcia funkcji

Definicja 7. Niech funkcja f określona bȩdzie przynajmniej w otoczeniu punktu
c oraz ma w tym punkcie pochodna̧ (w laściwa̧ lub niew laściwa̧). Punkt (c, f(c))
nazywamy punktem przegiȩcia wykresu funkcji f , jeżeli f jest ścísle wy-
puk la w prawostronnym lub lewostronnym sa̧siedztwie punktu c, natomiast ścísle
wklȩs la w drugim z tych jednostronnych sa̧siedztw.

Twierdzenie 9 (Warunek konieczny istnienia punktu przegiȩcia). Jeżeli f ma
w punkcie c punkt przegiȩcia i druga̧ pochodna̧, to f ′′(c) = 0.

Uwaga 7. Funkcja może mieć punkt przegiȩcia jedynie w punktach, w których
druga pochodna zeruje siȩ lub nie istnieje.

Twierdzenie 10 (Warunek dostateczny istnienia punktu przegiȩcia). Jeżeli
funkcja f

1. ma pochodna̧ f ′(c) (w laściwa̧ lub niew laściwa̧)

2. istnieje takie δ > 0, że

(a) f ′′(x) < 0 dla x ∈ (c− δ, c) i f ′′(x) > 0 dla x ∈ (c, c+ δ),

(b) f ′′(x) > 0 dla x ∈ (c− δ, c) i f ′′(x) < 0 dla x ∈ (c, c+ δ),

to punkt (c, f(c)) jest punktem przegiȩcia wykresu funkcji f .

Twierdzenie 11 (Warunek dostateczny istnienia punktu przegiȩcia II). Jeżeli
funkcja f spe lnia warunki:
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1. f ′′(c) = . . . = f (n−1)(c) = 0,

2. f (n)(c) 6= 0,

3. n jest liczba̧ nieparzysta̧ wiȩksza̧ od 2,

to punkt (c, f(c)) jest punktem przegiȩcia funkcji f .

Przyk lad 7. Wskaż przedzia ly wypuk lości i wklȩs lości funkcji

f(x) = 3x5 − 5x3 + 3.

Badanie przebiegu zmienności funkcji
Celem badania przebiegu zmienności danej funkcji jest podanie jej podsta-

wowych w lasności i naszkicowanie wykresu. Badanie obejmuje zwykle nastȩpuja̧ce
czynności

� wyznaczenie dziedziny funkcji,

� zbadanie parzystości, nieparzystości i okresowości (jeżeli podejrzewamy,
że któraś z w lasności zachodzi),

� wyznaczenie miejsc zerowych funkcji oraz punktów przeciȩcia z osia̧ Oy,

� wyznaczenie granic lub wartości na końcach przedzia lów określoności funkcji,

� wyznaczenie asymptot pionowych i ukośnych,

� wyznaczenie przedzia lów monotoniczności i ekstremów lokalnych,

� wyznaczenie przedzia lów wypuk lości i punktów przegiȩcia,

� narysowanie wykresu funkcji.

Przyk lad 8. Zbadaj przebieg zmienności funkcji

1. f(x) = 3x5 − 5x3 + 3,

2. f(x) = x
x2−1 .
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