Definicja 1 (nieformalna definicja granicy funkcji w punkcie). Mdéwimy, Ze
liczba g jest granicg funkcji f przy x deZgcym do a i piszemy

lim f(z) =g,

Tr—a

jezeli mozemy sprawié, by wartosci f(x) bylty dowolnie bliskie liczbie g (tak
bliskie jak tylko chcemy) przyjmujgc za x liczby odpowiednio bliskie a (z ktdorejkolwiek
strony a), ale rdine od a.

Uwaga 1. Innymi stowy, oznacza to po prostu, ze wartosci f(x) dezg do liczby
g, gdy x dgzy do a.

Przykiad 1. Rozwaimy funkcje

20, x <2
f(z) = 6, z=2.
20, x> 2

Sprobujemy odgadngé warto$é granicy

lim f(x).

r—2

z | 1,9] 1,99 1,999 [ o | 2,001 | 2,01 | 2,1
f(x) | 3.8 3,98 | 5,998 | o | 4,002 | 4,02 | 4,2

lim f(z) = 4.

r—2

Przyklad 2. Sprébujemy odgadngé wartosé granicy

22+ z—6

lim ————.

=2 32— 2%
T f(z) T f(z)
2,5 2,2 1,5 3,0
2,1 2,428571 1,9 2,578947

2,01 | 2492537 || 1,99 | 2,507538
2,001 | 2499250 || 1,999 | 2,500750
2.0001 | 2,499925 || 1,9999 | 2,500075

2.00001 | 2,4999925 || 1,99999 | 2,5000075

. 2’4+ x—6
L I

Definicja 2 (otoczenie i sagsiedztwo punktu). Dla dowolnego a € R i § > 0
zbiory

1. (a—d,a+9),
2. (a—9d,a)U(a,a+9),



3. (a—94,a),
4. (a,a+0)
nazywamy odpowiednio
1. otoczeniem punktu a,
2. sqsiedztwem punktu a,
3. lewostronnym sgsiedztwem punktu a,
4. prawostronnym sgsiedztwem punktu a.
Niech funkcja f okreslona bedzie w pewnym sasiedztwie punktu a.

Definicja 3 (Cauchy’ego). Liczbe g nazywamy granica (wlasciwg) funkcji f
w punkcie a, jezeli dla kaZdego € > 0 istnieje takie § > 0, Ze dla kaZdego x
spetniajgcego nierdwnosé

O0<|z—al<d

jest spetniona nieréwnosé

|f(z) —gl <e

Definicje te mozna zapisaé symbolicznie
lim f(z) =g

=

Ve>0 F6>0 Vo (0<|z—al<d=|f(x)—a|<e).

Uwaga 2. Definicje powyzszq nalezy rozumiec nastepujgco: liczba g jest granicq
funkcji f w punkcie a wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego € > 0 istnieje takie
0 > 0, ze dla kazdego x nalezgcego do sumy przedziatdow (a — 6,a) U (a,a + 0)
warto$é funkcji f(x) nalezy do przedzialu (g —€,g + €).

Definicja 4 (nieformalna definicja granicy lewostronnej funkcji w punkcie).
Mowimy, ze liczba g jest granicqg lewostrong funkcji f przy x deZgcym do a @
piszemy

lim f(z) =g,

T—ra—

jezeli mozemy sprawié, by wartosci f(x) byty dowolnie bliskie liczbie g, przyj-
mujgc za x liczby odpowiednio bliskie a i mniejsze od a.

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym lewostronnym sasiedztwie punktu
a, czyli w przedziale (a — d,a), § > 0.

Definicja 5 (Cauchy’ego). Liczbe g nazywamy granica lewostronna funkcji
f w punkcie a, jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje takie 6 > 0, Ze dla kazdego x
spetniajgcego nierownosé

a—d<z<a



jest spetniona nieréwnosé
|f(x) — gl <e.
Definicje te mozna zapisaé symbolicznie
lim f(z) =g
r—a—
=
Ve>0 36>0 Vo (a—d<z<a=|f(z)—al<e).

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym prawostronnym sasiedztwie
punktu a, czyli w przedziale (a,a + §), § > 0.

Definicja 6 (Cauchy’ego). Liczbe g nazywamy granica prawostronna funkcji
f w punkcie a, jezeli dla kazdego € > 0 istnieje takie 6 > 0, Ze dla kaZdego x
spetniajgcego nierdwnosé

a<zr<a+d

jest spetniona nieréwnosé
|f(x) =gl <e.
Definicje te mozna zapisaé symbolicznie
lim f(z) =g
z—at
=
Ve>0 36>0 Vo (a<z<a+d=|f(x)—al<e).

Twierdzenie 1 (granica a granice jednostronne).

lim f(z) =g
4
lim f(z)=g¢ i lim f(z)=g.
z—at z—a~

Przyklad 3. Przyjrzyj sie vwaznie wykresowi funkcji narysowanemu na tablicy,
nastepnie wyznacz

1. f(=5) 5. f(2) 9. f(4)

2. lm_f() 6. lim f(x) 10. lim f(z)

o lm 1) " g 1) 1. Jim S0

4. lim_f() 8. lim f(x) 12. lim f(x)
T Jla oz #2

Przyktad 4. 1. li dzi ={ o
rzykla lim g(z), gdzie g(z) { 2 gl =9’

. ‘ 0 dla <0
9. PL% h(z), gdzie h(x) = { 1 dia z2z>0"

Uwaga 3. Zapamietaj, Ze pytanie o granice w punkcie a jest pytaniem o to, co
funkcja robi wokdt punktu a, a nie o to co dzieje sie konkretnie w punkcie a.



Granice niewlasciwe - nieformalnie

Definicja 7 (Nieformalna definicja granicy nieskoriczonej). Niech funkcja f
bedzie funkcjg zdefiniowang po obu stronach a, ale niekoniecznie w samym a.
Wowczas

lim f(z) = —o0

r—ra

oznacza, ze mozemy uzyskaé dowolnie wielkie ujemne wartosci, przyjmujec za
x liczby odpowiednio bliskie a, ale rozne od a.

Definicja 8. Niech funkcja f bedzie funkcjg zdefiniowang po obu stronach a,
ale niekoniecznie w samym a. Wowczas

lim f(z) = +o0

r—a

oznacza, ze mozemy uzyskaé dowolnie wielkie warto$ci, przyjmujoc za x liczby
odpowiednio bliskie a, ale rézne od a.

Granice niewlasciwe - formalnie
Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym sasiedzwie punktu a.

Definicja 9. Funkcja f ma w punkcie a granice niewlasciwa —oo, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej M istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdego x spetniajgcego
nierownosé
O<|z—al<d
jest spetniona nieréwnosé
flz) < M.

Definicje te mozna zapisaé symbolicznie

lim f(z) = —c0

r—a
-~
VM 36>0 Vo (0<|z—al<d= f(z) < M).
Definicja 10. Funkcja f ma w punkcie a granice niewlasciwa +oo, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej M istnieje § > 0 taka, Ze dla kazdego x spetniajgcego
nierownos$é
O<|z—al<d

jest spetniona nieréwnosé

f(z) > M.
Definicje te mozna zapisaé symbolicznie
lim f(z) = 400
r—a
=

VM 30>0 Vz (O0<|zr—a|<d= flz)>M).



Analogicznie do granic wlasciwych jednostronnych wprowadza sie pojecie
granic niewtasciwych jednostronnych w punkcie a.

Definicja 11. 1.
lim f(z) = +o0
r—a~
54
VM 30>0 Ve (a—d<zxz<a= f(z)>M).

lim f(x) =400
z—at
=
VM 36>0 Vz (a<z<a+d= flzx)>M).

Przyklad 5. Odgadnij warto$¢ granic

o1 1 .1
lim —, lim —, lim —.
z—0t T z—0~ T z—=0 T
T 1 x 1
0,1 -10 0,1 10
—0,01 —100 0,01 100

~0,001  —1000 0,001 1000
—0,0001 —10000 0,0001 10000

o1 .1 R
lim — =400, lim — = —oc0, lim — nie istnieje.
z—0t X z—0— T z—0 2

Przyklad 6. Wyznacz

1. lim 4 =400 . lim =% = —c0
o0+ ’ 4 z—s—3+ 213 ’
. : -2
2. lim &4 =+ 5. lim =% =400
z—0- 7 ’ w——3- *+3 ’
. 4 . 92 . ..
3. ;1_% —7 = +o0, 6. ml_l)rgg a1 nae istnieje.

Definicja 12. Prostg x = a nazywamy asymptota pionowa lewostronna
Junkcji f, gdy

lim f(z) = too.

r—a—
Analogicznie okreslamy asymptote pionowa prawostronna. Mdowimy, Ze prosta

T = a jest asymptota obustronna funkcji f, gdy jest jednoczesnie asymptotq
lewostronng i prawostronng.



Definicja 13 (Nieformalna definicja granicy dla x dazacego do plus nieskoriczonosci).
Jezeli dla rosngcego w sposéb mieograniczony x wartosci funkcji zblizajg sie do
liczby g, to liczbe g nazywamy granicg funkcji przy x dgzgcym do +00 i piszemy

lim f(z) =g.

r—r+00

Jezeli warto$ci funkcji rosng, badz malejg nieograniczenie, to mowimy, ze funkcja
dgzy do 400 lub —oo i zapisujemy odpowiednio

lim f(z) =400

r——+00

lub
lim f(z) = —oc.

r——+o0

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (—oo, a).

Definicja 14. Funkcja f ma w —oo granice g, co zapisujemy

lim f(z) =g,

r——00
jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje § taka, ze dla kazdego x spelniajgcego warunek
T <9,

spetniona jest nierownosé
|f(z) — gl <e

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (—o0, a).

Definicja 15. Funkcja f ma w —oco granice —oo  (+00), co zapisujemy

i (@) = o0 (tim_f(e) = +oc)

Tr—r—00 Tr—r—00
jezeli dla kazdego M istnieje § taka, Ze dla kaidego x spelniajacego warunek
T < 0,
spetniona jest nieréwnosé
@) <M (f(z) > M).
Uwaga 4. Podobnie okreslamy granice lim f(z) =g i granice lim f(x) =
T——400 T——+00
+oo, lim f(z) = —o0.
T—+00

Definicja 16. Prostg y = ax + b nazywamy asymptota ukosna funkcji f w
+00, gdy
lim (f(z)—ax —b)=0.

r—+00

Analogicznie okreslamy asymptote ukosng w —oo.



Uwaga 5. Ta sama funkcja moze mieé roine asymptoty ukosne w +0o i —o0.
W celu wyznaczenia asymptoty ukosnej najpierw obliczamy

a= lim M

Tx—+00 I
1 jezeli ta granica istnieje i jest wtasciwa, to

b= lim (f(z)— az).

r—+00

Arytmetyka granic
Twierdzenie 2. Jezeli funkcje f,g majg w punkcie a granice wtasciwe, to

1. lim (f(2) £ g(x)) = lim f(2) £ lim g(z),

Tr—ra

2. lim(c- f(z)) = c- lim f(x), gdzie c € R,

3. lim (f(x) - g(2)) = lim f(z) - lim g(z),
lim f(x)
. flz)y  Am oo
4. 311_131 g(i) = T 9@ 0 ile ;grag(x) £ 0.

Uwaga 6. Powyzsze wlasno$ci zachodzg takze dla granic prawo i lewostronnych
oraz w przypadku, gdy a = Foo. Zastrzezenie, Ze granice majg byé wtasciwe
bierze sie stqd, Ze dzialania na wielkosciach nieskoriczonych nie zawsze sg dobrze

okreslone, np.
00
oo —o00="0-00=7— =7
00

Przyklad 7. Obliczymy granice:
1. lim (3z% + 5z —9),

T——2

. 1022 —3z+6
2. ;l_,ml —207 723+ 1)

3. lim (42* — 22% — 8x),

r—+00

6 2
o lim Tt
4 r—r—00 5a8—1 7

. 2_5z—9
5. M rrse
Definicja 17. Funkcje f okreslong w otoczeniu punktu a nazywamy cigglte w
punkcie a, jezeli

lim f(z) = f(a).

r—a
Mowimy, Ze funkcja f jest ciggla w zbiorze A, jezeli jest cigglta w kazdym punkcie
tego zbioru.



Twierdzenie 3. 1. Suma, rézinica i iloczyn funkcji cigglych na zbiorze A sq
funkcjami ciggltymi na A.

2. lloraz 5 funkcji cigglych na A jest funkcjg ciggle w kazdym punkcie zbioru
A, w ktorym, funkcja g jest rézna od zera.

Uwaga 7. Wszystkie funkcje elementarne sq¢ ciggle w swoich dziedzinach nat-
uralnych.



