ELEMENTY ALGEBRY I GEOMETRII
ANALITYCZNEJ

ANNA SZCZEPKOWSKA

1. MINI REPETYTORIUM Z LOGIKI I TEORII MNOGOSCI

Celem wyktadu jest ustalenie jednolitych oznaczen z logiki i teorii

mnogosci oraz zapoznanie studentéw z podstawowymi technikami dowodzenia

twierdzen matematycznych.

1.1. Zdanie w logice.

Definicja 1. Zdaniem (w sensie logicznym) nazywamy stwierdzenie,
ktéremu mozna (na gruncie pewnej wiedzy, teorii) przypisaé w sposdb
jednoznaczny jedng z dwoch ocen: prawda lub falsz.

Przyklad 1.

(1) 4 jest liczbg pierwszq. Zdanie falszywe.

2) 2 jest rowne 3. Zdanie fatszywe.

) Niech x bedzie liczbg catkowitq. Nie jest to zdanie.

) Wszystkie liczby pierwsze sq liczbami parzystymi. Zdanie falszywe.

) 2109 1 jest wielkg liczbg. Nie jest to zdanie.

) Liczby pierwsze istniejg. Zdanie prawdziwe.

) Podstaw do wzoru liczbe naturalng i oblicz! Nie jest to zdanie.

) To zdanie jest prawdziwe. Nie jest to zdanie.

) Wszystkie kqoty wewnetrzne trojkgta réwnobocznego majg miarg
60°. Zdanie prawdziwe.

(
(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9

1.2. Podstawowe operacje na zdaniach. Zdania mozna laczy¢ w
struktury bardziej ztozone stosujac tzw. spdjniki logiczne, do ktorych
naleza:

nie (=), lub (V), i (A), implikuje (=), jest réwnowazne (<).

Niech p i ¢ beda zdaniami. Ponizej przedstawiamy tzw. tablice prawdy
dla podstawowych operacji logicznych:
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Przykiad 2. Rozwazmy zdania p © q nastepujacej tresci

p: 2|5 (czyt. 72 dzieli 57), q: 2|6 (czyt. 72 dzieli 67)

Zdanie p jest falszywe, zdanie q prawdziwe. Ponadto, postugujgc sie
tablicg orzekamy, ze

p A q jest zdaniem fatszywym;

pV q jest zdaniem prawdziwym,

p = q jest zdaniem prawdziwym;

p & q jest zdaniem falszywym.

Uwaga 1. Jezeli twierdzenie matematyczne jest sformutowane w postaci
implikacyi p = q, to p nazywamy zatozeniem tego twierdzenia, a q jego
tezq.

Uwaga 2. Przy dowodzeniu twierdzen matematycznych czesto stosuje
sie tzw. tautologie logiczne, czyli wyrazenia, ktore stajg sie zdaniams
prawdziwymi, niezaleznie od wartosci logicznych zdan p 1 q.

Przykitad 3. Prawo kontrapozycyi
(p=q) & ((-g) = (-p)).

1.3. Kwantyfikatory.

3 - "istnieje”;

V - "dla kazdego”;
Przyklad 4. Stwierdzenie: istnieje liczba naturalna wieksza niz 5 mozemy
zapisac krotko
HREN n > 5

Stwierdzenie: kazda liczba naturalna jest podzielna przez 3 mozemy za-
pisac krotko
vneN 3’”

Przyklad 5. Negacja wyrazen z kwantyfikatorem
_‘<E|:E€X P) <~ vaceX —-p
_'(VIEX p) Al ElxeX —-p

Uwaga 3. Porzqdek kwantyfikatorow jest bardzo wazny!
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Przyklad 6.
Vieez yez x <y (prawda);

Jyez Vaez T <y (falsz);

1.4. Zbiory. Zbiory bedziemy zwyczajowo oznaczaé¢ wielkimi literami
A B,...,X,Y, ..., aich elementy - malymi: a,b,...,z,y,.... Niektore
zbiory sa tak wazne, ze maja zarezerwowane dla siebie wlasne symbole.
I tak

(1) C - zbidr liczb zespolonych;

(2) R - zbidr liczb rzeczywistych;

(3) Q - zbidr liczb wymiernych;

(4) Z - zbidr liczb catkowitych;

(5) N - zbiér liczb naturalnych.
Przynaleznos$é do zbioru zapisujemy nastepujaco:
a € A, co czytamy "a jest elementem zbioru A” (albo "a nalezy do
A” ) :
a ¢ A, co czytamy "a nie jest elementem zbioru A” (”a nie nalezy do
A7).
Symbolem () oznaczamy zbidr pusty, czyli taki, ktéry nie ma zadnych
elementow.
Zbiér mozemy opisa¢ wymieniajac w klamrowym nawiasie jego ele-
menty (kolejno$¢ nie ma znaczenia), np. A ={1,2,3,4,5}.
Inny sposdb opisywania zbioréw

{z € X[o(x)},

co czytamy "zbiér tych elementéw x € X, dla ktorych speliony jest
warunek ¢(x)”.

Przyktadowo zbiér B = {z € R|z*+x—6 = 0} sklada si¢ ze wszystkich
tych liczb rzeczywistych, ktére spemiaja réwnanie 22 +x — 6 = 0.
Doktadniej, B = {—3, 2}.

Méwimy, ze zbiér A jest podzbiorem zbioru B, jezeli kazdy element
zbioru A jest rowniez elementem zbioru B. Piszemy wtedy A C B.
Przyktadowo, zbiér {7,2} C {—10,2,7,7,15}.

Podstawowe operacje na zbiorach:

(1) suma mnogosciowa zbioréw A i B,
AUB={x|(x€ A)V (z € B)},

(2) iloczyn mnogos$ciowy zbioréw A i B,
ANB={z|(x€ A)N(x € B)}

(3) réznica mnogosciowa zbioréow A i B,
A\B={z | (x € A) A—=(z € B)}.
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Definicja 2. Produktem (iloczynem) kartezjarskim zbioréw A
i B nazywamy zbidr wszystkich par uporzedkowanych (a,b), takich, Ze
a € A,be B, piszemy wtedy A X B.

1.5. Funkcje.

Definicja 3. Niech X 1Y bedg dowolnymi niepustymi zbiorami. Jezeli
kazdemu elementowir x € X zostat przyporzedkowany doktadnie je-
den element y € Y, to mowimy, ze okreslona zostata funkcja f odw-
zorowuggca zbior X w zbior Y. Symbolicznie piszemy

f: X =Y.

Element y przyporzedkowany elementowi x nazywamy wartosciq funkcyi
f na elemencie x lub obrazem elementu x i oznaczamu symbolem f(x).
Zbior X nazywamy dziedzing funkcji, a elementy zbioru X argumen-
tami funkcyi f. Zbior wartosci funkcyi f, to zbior wszystkich mozliwych
wartosci f(x), kiedy x przebiega catq dziedzine. Zbidr wartosci funkcji
f oznaczamy oznaczamy f(X).

Uwaga 4. Zamiast stowa funkcja uzywaé bedziemy zamiennie takze
stow odwzorowanie, przeksztalcenie, przy czym zawsze mamy w pamieci
powyzszq definicje.

Przyklad 7. Ponizej podajemy przyktady funkcji okreslonych za po-
mocq tatwych "w obstudze” recept:

(1) f:R—=R, f(zx) =2z+4;

(2) f: R =R, f(x) =2%

3) f:R—=R, f(z) = 12,

4) f R=R, f(z)=2"+3z+1;

(5) f:R? =R, f(z,y) =2 +y;

(6) f:R* = R? f(x,y) = (v +y,2 —y);
(7) f:R — R? f(x) = (cosz,sinz);

8) f:R? =R f(z,y) = (2%, 2 +y,e¥);

Interesowaé nas beda w dalszej czesci wykladu pewne wiasnosci,

ktore moga posiada¢ funkcje.
Definicja 4. Funkcje f: X — Y nazywamy

(1) injekcja (réznowartosciowq), jezeli dla dowolnych xi, x5 € X

zachodzi implikacja
T # T2 = f(z1) # f(22).
(2) surjekcja ("na”), jezeli
f(X) =Y.
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(3) bijekcja, jezeli jest injekcjq i surjekcjq.

Definicja 5. Niech f : X — Y,qg:Y — Z. Zlozeniem funkcji f i g
nazywamy funkcje
gof: X —>Z7
okreslong wzorem
(g0 f)(x) =g(f(x)).
Przyklad 8. Niech

Wtedy
(90 f)(@) = g(f(x)) = 920 + 1) = (20 + 1) = 42 + 4z + 1,
podczas, gdy
(fog)(x) = flg(x)) = f(2®) = 22* + L.
Stwierdzenie 1. Niech f : X =Y, g:Y — Z h:Z — V. Wtedy
ho(gof)=(hog)of.
Dowdéd pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.
Stwierdzenie 2. Jezeli f : X — Y, g9:Y — Z sq injekcjami (odpowied-
nio surjekcjami, bijekcjami), to ztozenie g o f jest injekcjg (surjekcjq,
bijekcjg).
Dowdd pozostaje jako ¢wiczenie dla chetnych.
Definicja 6. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Funkcje
idx : X = X,idx(x) =z
nazywamy tozsamoscig (identycznoscig) na zbiorze X .

Stwierdzenie 3. Dla dowolnego odwzorowania f : X — Y zachodzq
wzory

Z‘dY © f = f7
f ¢] ZdX == f
Dowdd pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

Oserwacja 1. Tozsamos$é przy sktadaniu funkcji petni podobng role jak
0 przy dodawaniu liczb, czy 1 przy ich mnoZeniu.

Definicja 7. Niech f : X — Y bedzie bijekcjg. Definiujemy funkcje
g:Y — X w nastepujgcy sposob

Vyey ¢g(y) = jedyny taki element x € X, zZe f(x) =y.
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Uwaga 5. PoniewaZ f jest bijekcja, to powyzsza definicja jest poprawna.
Funkcje g nazywamy funkcjg odwrotng do f i zwyczajowo oznaczamy
7Y (nie mylié¢ 2 funkcjq %/) Mamy

Veex Vyey Ty =2 <= fx)=y.
Przykiad 9.
(1) Niech f:R — R, f(z) =5z + 1. Wtedy

y=05r+1

or=9y—1
1 1
r= Y-,

5 5

a zatem funkcje odwrotng do f mozna zapisac wzorem

) = %ﬂﬁ - %;

(2) Niech g : R* — R? g(z,y) = (v + v,z —y) (funkcja g jest
bijekcja!). Wtedy

1 _(rty x—y
g (x,y)—( 55 )

Stwierdzenie 4. Niech f : X — Y bedzie bijekcig. Zachodzg wzory
fhof=idx, fof Tt =idy.
Dowéd. Pokazemy, ze f~'o f = idx. Dowdd drugiej réwnosci jest
analogiczny. Niech x € X bedzie dowolny. Wtedy
(frof)(@) = [T (f(2) = { jedyny taki 2’ € X, e f(2') = f(2)} = @ = idx(z).
Whniosek 1. f~1:Y — X jest bijekcjg.
Stwierdzenie 5. Niech f : X — Y, g : Y — Z bedg bijekcjami.
Wiedy
(gof)y'=flog".

Dowdéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

1.6. Podstawowe techniki dowodzenia twierdzen (warto przeczytac!)

Ponizej zilustrujemy na tatwych do zrozumienia przykladach podsta-
wowe techniki dowodzenia twierdzen:

(1) Dowéd wprost (bezposredni):

Twierdzenie 1. Dla kazdego x € 7, jezeli x jest nieparzyste,
to x + 1 jest parzyste.
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Dowdd: Niech x bedzie dowolna liczba catkowita. Zalézmy,
ze x jest nieparzyste. Istnieje wowczas liczba catkowita w taka,
ze x = 2w + 1. Po dodaniu do obydwu stron rownosci jedynki
otrzymujemy

r4+1=2w+1+1

r+1=2w+2

r+1=2w+1).

Kladziemy y = w4+ 1. Wtedy x + 1 = 2y, czyli  + 1 jest
parzyste. U
Dowdd przez zaprzeczenie (zamiast dowodzié, ze co$ jest prawda,
dowodzimy, ze nie moze by¢ nieprawda).

Twierdzenie 2. Liczbay/3 jest niewymierna.

Dowéd: Przypusémy, ze liczba /3 jest wymierna, tzn. ze
istnieja wzglednie pierwsze liczby catkowite a i b takie, ze

a
3=-.
Vi=j

Podnoszac powyzsze réwnanie stronami do kwadratu otrzymu-
jemy: 3 = Z—; Stad 3b? = a?, a zatem a? jest podzielne przez
3, a stad a réwniez jest podzielne przez 3. Istnieje zatem liczba
catkowita k taka, ze a = 3k. Stad 30 = 9k?, czyli v = 3k%
Zatem b?, a wiec réwniez i b sa podzielne przez 3. 3 jest za-
tem wspolnym dzielnikiem a i b, co przeczy zalozeniu, ze sa
wzglednie pierwsze. U

Dowdd przy uzyciu tzw. kontrprzyktadu.

Mozemy dowies¢, ze ponizsze stwierdzenie jest nieprawdziwe
podajac konkretny przyktad.

Kazda liczba nieparzysta jest pierwsza.

Np. 9, 15 sa liczbami nieparzystymi, ale nie sa to liczby pier-
wsze.

Dowdd przy uzyciu ZASADY INDUKCJI MATEMATYCZNEJ

Indukcja matematyczna jest uzytecznym narzedziem do dowodéw

twierdzen dotyczacych liczb naturalnych.

P(n) - stwierdzenie dotyczace liczby naturalnej n;
Przyktadowo, P(n) : "n jest wielokrotnoscig 5”;

P(n) : 7jezeli n jest parzyste, to n? jest podzielne przez 47;
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Twierdzenie 3. (Zasada indukcji matematycznej)

Niech P(n) bedzie stwierdzeniem dotyczqcym liczby naturalnej

n. Jezeli

(a) P(0) jest prawdziwe i

(b) prawdziwosé P(k) implikuje prawdziwosé P(k+1) dla kazdej
liczby naturalnej k,

to P(n) jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej n.

Przyklad 10. Niech dane bedzie nastepujgce stwierdzenie:
dla kazdego n € N, liczba 6™ — 1 jest podzielna przez 5.
Stwierdzenie P(0) oznacza 6°—1 = 1—1 = 0 jest podzielne przez
5, co jest oczywiscie prawdg. Zatoimy, ze P(k) jest prawdziwe.
Oznacza to, ze 6% —1 = 5t dla pewnej liczby naturalnej t. Mamy
6" —1 =6 —6+5=
6(6" —1) +5="6-5t+5=>5(6t+ 1),
co oznacza, ze P(k + 1) jest prawdziwe. Ostatecznie, na mocy

zasady indukcji matematycznej, P(n) jest prawdziwe dla kazdej
liczby naturalnej n.



