
ELEMENTY ALGEBRY I GEOMETRII
ANALITYCZNEJ

ANNA SZCZEPKOWSKA

1. Mini repetytorium z logiki i teorii mnogości

Celem wyk ladu jest ustalenie jednolitych oznaczeń z logiki i teorii
mnogości oraz zapoznanie studentów z podstawowymi technikami dowodzenia
twierdzeń matematycznych.

1.1. Zdanie w logice.

Definicja 1. Zdaniem (w sensie logicznym) nazywamy stwierdzenie,
któremu można (na gruncie pewnej wiedzy, teorii) przypisać w sposób
jednoznaczny jedna̧ z dwóch ocen: prawda lub fa lsz.

Przyk lad 1.

(1) 4 jest liczba̧ pierwsza̧. Zdanie fa lszywe.
(2) 2 jest równe 3. Zdanie fa lszywe.
(3) Niech x bȩdzie liczba̧ ca lkowita̧. Nie jest to zdanie.
(4) Wszystkie liczby pierwsze sa̧ liczbami parzystymi. Zdanie fa lszywe.
(5) 2400 + 1 jest wielka̧ liczba̧. Nie jest to zdanie.
(6) Liczby pierwsze istnieja̧. Zdanie prawdziwe.
(7) Podstaw do wzoru liczbȩ naturalna̧ i oblicz! Nie jest to zdanie.
(8) To zdanie jest prawdziwe. Nie jest to zdanie.
(9) Wszystkie ka̧ty wewnȩtrzne trójka̧ta równobocznego maja̧ miara̧

60◦. Zdanie prawdziwe.

1.2. Podstawowe operacje na zdaniach. Zdania można  la̧czyć w
struktury bardziej z lożone stosuja̧c tzw. spójniki logiczne, do których
należa̧:

nie (¬), lub (∨), i (∧), implikuje (⇒), jest równoważne (⇔).

Niech p i q bȩda̧ zdaniami. Poniżej przedstawiamy tzw. tablicȩ prawdy
dla podstawowych operacji logicznych:
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p q ¬p p ∧ q p ∨ q p⇒ q p⇔ q

P P F P P P P
P F F F P F F
F P P F P P F
F F P F F P P

Przyk lad 2. Rozważmy zdania p i q nastȩpuja̧cej treści
p: 2|5 (czyt. ”2 dzieli 5”), q: 2|6 (czyt. ”2 dzieli 6”)
Zdanie p jest fa lszywe, zdanie q prawdziwe. Ponadto, pos luguja̧c siȩ
tablica̧ orzekamy, że
p ∧ q jest zdaniem fa lszywym;
p ∨ q jest zdaniem prawdziwym;
p⇒ q jest zdaniem prawdziwym;
p⇔ q jest zdaniem fa lszywym.

Uwaga 1. Jeżeli twierdzenie matematyczne jest sformu lowane w postaci
implikacji p⇒ q, to p nazywamy za lożeniem tego twierdzenia, a q jego
teza̧.

Uwaga 2. Przy dowodzeniu twierdzeń matematycznych czȩsto stosuje
siȩ tzw. tautologie logiczne, czyli wyrażenia, które staja̧ siȩ zdaniami
prawdziwymi, niezależnie od wartości logicznych zdań p i q.

Przyk lad 3. Prawo kontrapozycji

(p⇒ q)⇔ ((¬q)⇒ (¬p)).

1.3. Kwantyfikatory.
∃ - ”istnieje”;

∀ - ”dla każdego”;

Przyk lad 4. Stwierdzenie: istnieje liczba naturalna wiȩksza niż 5 możemy
zapisać krótko

∃n∈N n > 5

Stwierdzenie: każda liczba naturalna jest podzielna przez 3 możemy za-
pisać krótko

∀n∈N 3|n.

Przyk lad 5. Negacja wyrażeń z kwantyfikatorem

¬(∃x∈X p)⇔ ∀x∈X ¬p

¬(∀x∈X p)⇔ ∃x∈X ¬p

Uwaga 3. Porza̧dek kwantyfikatorów jest bardzo ważny!
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Przyk lad 6.
∀x∈Z ∃y∈Z x < y (prawda);

∃y∈Z ∀x∈Z x < y (fa lsz);

1.4. Zbiory. Zbiory bȩdziemy zwyczajowo oznaczać wielkimi literami
A,B, . . . , X, Y, . . ., a ich elementy - ma lymi: a, b, . . . , x, y, . . .. Niektóre
zbiory sa̧ tak ważne, że maja̧ zarezerwowane dla siebie w lasne symbole.
I tak

(1) C - zbiór liczb zespolonych;
(2) R - zbiór liczb rzeczywistych;
(3) Q - zbiór liczb wymiernych;
(4) Z - zbiór liczb ca lkowitych;
(5) N - zbiór liczb naturalnych.

Przynależność do zbioru zapisujemy nastȩpuja̧co:
a ∈ A, co czytamy ”a jest elementem zbioru A” (albo ”a należy do
A”);
a /∈ A, co czytamy ”a nie jest elementem zbioru A” (”a nie należy do
A”).
Symbolem ∅ oznaczamy zbiór pusty, czyli taki, który nie ma żadnych
elementów.
Zbiór możemy opisać wymieniaja̧c w klamrowym nawiasie jego ele-
menty (kolejność nie ma znaczenia), np. A = {1, 2, 3, 4, 5}.
Inny sposób opisywania zbiorów

{x ∈ X|φ(x)},
co czytamy ”zbiór tych elementów x ∈ X, dla których spe lniony jest
warunek φ(x)”.
Przyk ladowo zbiór B = {x ∈ R|x2+x−6 = 0} sk lada siȩ ze wszystkich
tych liczb rzeczywistych, które spe lniaja̧ równanie x2 + x − 6 = 0.
Dok ladniej, B = {−3, 2}.
Mówimy, że zbiór A jest podzbiorem zbioru B, jeżeli każdy element
zbioru A jest również elementem zbioru B. Piszemy wtedy A ⊂ B.
Przyk ladowo, zbiór {7, 2} ⊂ {−10, 2, π, 7, 15}.
Podstawowe operacje na zbiorach:

(1) suma mnogościowa zbiorów A i B,

A ∪B = {x | (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)},
(2) iloczyn mnogościowy zbiorów A i B,

A ∩B = {x | (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}
(3) różnica mnogościowa zbiorów A i B,

A \B = {x | (x ∈ A) ∧ ¬(x ∈ B)}.
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Definicja 2. Produktem (iloczynem) kartezjańskim zbiorów A
i B nazywamy zbiór wszystkich par uporza̧dkowanych (a, b), takich, że
a ∈ A, b ∈ B, piszemy wtedy A×B.

1.5. Funkcje.

Definicja 3. Niech X i Y bȩda̧ dowolnymi niepustymi zbiorami. Jeżeli
każdemu elementowi x ∈ X zosta l przyporza̧dkowany dok ladnie je-
den element y ∈ Y , to mówimy, że określona zosta la funkcja f odw-
zorowuja̧ca zbiór X w zbiór Y . Symbolicznie piszemy

f : X → Y.

Element y przyporza̧dkowany elementowi x nazywamy wartościa̧ funkcji
f na elemencie x lub obrazem elementu x i oznaczamu symbolem f(x).
Zbiór X nazywamy dziedzina̧ funkcji, a elementy zbioru X argumen-
tami funkcji f . Zbiór wartości funkcji f , to zbiór wszystkich możliwych
wartości f(x), kiedy x przebiega ca la̧ dziedzinȩ. Zbiór wartości funkcji
f oznaczamy oznaczamy f(X).

Uwaga 4. Zamiast s lowa funkcja używać bȩdziemy zamiennie także
s lów odwzorowanie, przekszta lcenie, przy czym zawsze mamy w pamiȩci
powyższa̧ definicjȩ.

Przyk lad 7. Poniżej podajemy przyk lady funkcji określonych za po-
moca̧  latwych ”w obs ludze” recept:

(1) f : R→ R, f(x) = 2x+ 4;
(2) f : R→ R, f(x) = x2;
(3) f : R→ R, f(x) = 2

1+x2 ;

(4) f : R→ R, f(x) = x7 + 3x+ 1;
(5) f : R2 → R, f(x, y) = x+ y;
(6) f : R2 → R2, f(x, y) = (x+ y, x− y);
(7) f : R→ R2, f(x) = (cos x, sinx);
(8) f : R2 → R3, f(x, y) = (2x, x+ y, ey);

Interesować nas bȩda̧ w dalszej czȩści wyk ladu pewne w lasności,
które moga̧ posiadać funkcje.

Definicja 4. Funkcjȩ f : X → Y nazywamy

(1) injekcja̧ (różnowartościowa̧), jeżeli dla dowolnych x1, x2 ∈ X
zachodzi implikacja

x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

(2) surjekcja̧ (”na”), jeżeli

f(X) = Y.
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(3) bijekcja̧, jeżeli jest injekcja̧ i surjekcja̧.

Definicja 5. Niech f : X → Y, g : Y → Z. Z lożeniem funkcji f i g
nazywamy funkcjȩ

g ◦ f : X → Z

określona̧ wzorem
(g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Przyk lad 8. Niech

f : R→ R, f(x) = 2x+ 1,

g : R→ R, g(x) = x2.

Wtedy

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(2x+ 1) = (2x+ 1)2 = 4x2 + 4x+ 1,

podczas, gdy

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = f(x2) = 2x2 + 1.

Stwierdzenie 1. Niech f : X → Y, g : Y → Z, h : Z → V . Wtedy

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

Dowód pozostawiamy jako proste ćwiczenie.

Stwierdzenie 2. Jeżeli f : X → Y, g : Y → Z sa̧ injekcjami (odpowied-
nio surjekcjami, bijekcjami), to z lożenie g ◦ f jest injekcja̧ (surjekcja̧,
bijekcja̧).

Dowód pozostaje jako ćwiczenie dla chȩtnych.

Definicja 6. Niech X bȩdzie dowolnym niepustym zbiorem. Funkcjȩ

idX : X → X, idX(x) = x

nazywamy tożsamościa̧ (identycznościa̧) na zbiorze X.

Stwierdzenie 3. Dla dowolnego odwzorowania f : X → Y zachodza̧
wzory

idY ◦ f = f,

f ◦ idX = f.

Dowód pozostawiamy jako proste ćwiczenie.

Oserwacja 1. Tożsamość przy sk ladaniu funkcji pe lni podobna̧ rolȩ jak
0 przy dodawaniu liczb, czy 1 przy ich mnożeniu.

Definicja 7. Niech f : X → Y bȩdzie bijekcja̧. Definiujemy funkcjȩ
g : Y → X w nastȩpuja̧cy sposób

∀y∈Y g(y) = jedyny taki element x ∈ X, że f(x) = y.
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Uwaga 5. Ponieważ f jest bijekcja̧, to powyższa definicja jest poprawna.
Funkcjȩ g nazywamy funkcja̧ odwrotna̧ do f i zwyczajowo oznaczamy
f−1 (nie mylić z funkcja̧ 1

f
!). Mamy

∀x∈X ∀y∈Y f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y.

Przyk lad 9.

(1) Niech f : R→ R, f(x) = 5x+ 1. Wtedy

y = 5x+ 1

5x = y − 1

x =
1

5
y − 1

5
,

a zatem funkcjȩ odwrotna̧ do f można zapisać wzorem

f−1(x) =
1

5
x− 1

5
;

(2) Niech g : R2 → R2, g(x, y) = (x + y, x − y) (funkcja g jest
bijekcja̧!). Wtedy

g−1(x, y) =

(
x+ y

2
,
x− y

2

)
.

Stwierdzenie 4. Niech f : X → Y bȩdzie bijekcja̧. Zachodza̧ wzory

f−1 ◦ f = idX , f ◦ f−1 = idY .

Dowód. Pokażemy, że f−1 ◦ f = idX . Dowód drugiej równości jest
analogiczny. Niech x ∈ X bȩdzie dowolny. Wtedy

(f−1◦f)(x) = f−1(f(x)) = { jedyny taki x′ ∈ X, że f(x′) = f(x)} = x = idX(x).

Wniosek 1. f−1 : Y → X jest bijekcja̧.

Stwierdzenie 5. Niech f : X → Y , g : Y → Z bȩda̧ bijekcjami.
Wtedy

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Dowód pozostawiamy jako ćwiczenie.

1.6. Podstawowe techniki dowodzenia twierdzeń (warto przeczytać!)
Poniżej zilustrujemy na  latwych do zrozumienia przyk ladach podsta-
wowe techniki dowodzenia twierdzeń:

(1) Dowód wprost (bezpośredni):

Twierdzenie 1. Dla każdego x ∈ Z, jeżeli x jest nieparzyste,
to x+ 1 jest parzyste.
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Dowód: Niech x bȩdzie dowolna̧ liczba̧ ca lkowita̧. Za lóżmy,
że x jest nieparzyste. Istnieje wówczas liczba ca lkowita w taka,
że x = 2w + 1. Po dodaniu do obydwu stron równości jedynki
otrzymujemy

x+ 1 = 2w + 1 + 1

x+ 1 = 2w + 2

x+ 1 = 2(w + 1).

K ladziemy y = w + 1. Wtedy x + 1 = 2y, czyli x + 1 jest
parzyste. �

(2) Dowód przez zaprzeczenie (zamiast dowodzić, że coś jest prawda̧,
dowodzimy, że nie może być nieprawda̧).

Twierdzenie 2. Liczba
√

3 jest niewymierna.

Dowód: Przypuśćmy, że liczba
√

3 jest wymierna, tzn. że
istnieja̧ wzglȩdnie pierwsze liczby ca lkowite a i b takie, że

√
3 =

a

b
.

Podnosza̧c powyższe równanie stronami do kwadratu otrzymu-
jemy: 3 = a2

b2
. Sta̧d 3b2 = a2, a zatem a2 jest podzielne przez

3, a sta̧d a również jest podzielne przez 3. Istnieje zatem liczba
ca lkowita k taka, że a = 3k. Sta̧d 3b2 = 9k2, czyli b2 = 3k2.
Zatem b2, a wiȩc również i b sa̧ podzielne przez 3. 3 jest za-
tem wspólnym dzielnikiem a i b, co przeczy za lożeniu, że sa̧
wzglȩdnie pierwsze. �

(3) Dowód przy użyciu tzw. kontrprzyk ladu.
Możemy dowieść, że poniższe stwierdzenie jest nieprawdziwe
podaja̧c konkretny przyk lad.
Każda liczba nieparzysta jest pierwsza.
Np. 9, 15 sa̧ liczbami nieparzystymi, ale nie sa̧ to liczby pier-
wsze.

(4) Dowód przy użyciu ZASADY INDUKCJI MATEMATYCZNEJ

Indukcja matematyczna jest użytecznym narzȩdziem do dowodów
twierdzeń dotycza̧cych liczb naturalnych.
P (n) - stwierdzenie dotycza̧ce liczby naturalnej n;
Przyk ladowo, P (n) : ”n jest wielokrotnościa̧ 5”;
P (n) : ”jeżeli n jest parzyste, to n2 jest podzielne przez 4”;
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Twierdzenie 3. (Zasada indukcji matematycznej)
Niech P (n) bȩdzie stwierdzeniem dotycza̧cym liczby naturalnej
n. Jeżeli
(a) P (0) jest prawdziwe i
(b) prawdziwość P (k) implikuje prawdziwość P (k+1) dla każdej

liczby naturalnej k,
to P (n) jest prawdziwe dla każdej liczby naturalnej n.

Przyk lad 10. Niech dane bȩdzie nastȩpuja̧ce stwierdzenie:
dla każdego n ∈ N, liczba 6n − 1 jest podzielna przez 5.
Stwierdzenie P (0) oznacza 60−1 = 1−1 = 0 jest podzielne przez
5, co jest oczywíscie prawda̧. Za lóżmy, że P (k) jest prawdziwe.
Oznacza to, że 6k−1 = 5t dla pewnej liczby naturalnej t. Mamy

6k+1 − 1 = 6k+1 − 6 + 5 =

6(6k − 1) + 5 = 6 · 5t+ 5 = 5(6t+ 1),

co oznacza, że P (k + 1) jest prawdziwe. Ostatecznie, na mocy
zasady indukcji matematycznej, P (n) jest prawdziwe dla każdej
liczby naturalnej n.


