
1 Podstawowe pojȩcia dotycza̧ce przekszta lceń
liniowych. Macierze przekszta lceń liniowych

Definicja 1. Niech V i W bȩda̧ przestrzeniami liniowymi nad tym samym
cia lem K. Funkcjȩ T : V → W nazywamy odwzorowaniem liniowym (homo-
morfizmem), jeżeli dla dowolnych wektorów u, v ∈ V i każdego λ ∈ K spe lnione
sa̧ warunki:

1. T (u+ v) = T (u) + T (v);

2. T (λ · u) = λ · T (u).

Przyk lad 1. � Odwzorowanie T : R2 → R2, T (u1, u2) = (u1−u2, u1+2u2)
jest odwzorowaniem liniowym.

� Odwzorowanie
T : R2 → R3, T (a, b) = (a, b, a+ b)

jest liniowe.

� Odwzorowanie

T : R2 → R3, T (a, b) = (a, b, a+ b+ 1)

NIE jest liniowe.

� Odwzorowanie Odwzorowanie

T : R→ R, T (a) = a2

NIE jest liniowe.

Definicja 2. Niech T : V →W bȩdzie odwzorowaniem liniowym. Zbiór wszys-
tkich wektorów v ∈ V takich, że

T (v) = θW

nazywamy ja̧drem odwzorowania T i oznaczamy Ker(T ). Zatem

Ker(T ) := {v ∈ V | T (v) = θW }.

Przyk lad 2. � Dla odwzorowania T : R3 → R3, danego wzorem T (x, y, z) =
(x, y, 0),

Ker(T ) = {(0, 0, z) | z ∈ R}.

� Dla odwzorowania T : R2 → R3, danego odwzorowania T (x, y) = (x −
2y, 0,−y)

Ker(T ) = {(0, 0)}.

Twierdzenie 1. Ja̧dro odwzorowania liniowego T : V →W jest podprzestrzenia̧
przestrzeni liniowej V .
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Dowód. Ker(T ) 6= ∅, bo θV ∈ Ker(T ). Rzeczywíscie T (θV ) = T (θV + θV ) =
T (θV ) + T (θV ), czyli T (θV ) = θW . Ponadto, dla u, v ∈ Ker(T ), λ ∈ K

T (u+ v) = T (u) + T (v) = θW + θW = θW ,

czyli u+ v ∈ Ker(T );

T (λ · u) = λ · T (u) = λ · θW = θW ,

czyli λ · u ∈ Ker(T ).

Definicja 3. Obrazem odwzorowania liniowego T : V → W nazywamy zbiór
T (V ) i oznaczamy Im(T ). Dok ladniej,

Im(T ) := {T (v) | v ∈ V }.

Przyk lad 3. Dla odwzorowania T : R5 → R3, danego wzorem

T (a, b, c, d, e) = (a− 2b, 0, d),

Im(T ) = {(x, 0, z)|x, z ∈ R} = Lin((1, 0, 0), (0, 0, 1)).

Twierdzenie 2. Obraz Im(T ) odwzorowania liniowego T : V → W jest pod-
przestrzenia̧ przestrzeni liniowej W .

Dowód. Im(T ) 6= ∅, bo θW ∈ Im(T ) (przecież T (θV ) = θW ). Za lóżmy, że
w,w′ ∈ Im (T ). Istnieja̧ wtedy wektory v, v′ ∈ V takie, że T (v) = w, T (v′) = w′.
Wtedy

T (v + v′) = T (v) + T (v′) = w + w′,

czyli w + w′ ∈ Im (T ). Ponadto dla λ ∈ K,

T (λ · v) = λ · T (v) = λ · w,

czyli λ · w ∈ Im (T ).

Twierdzenie 3. Niech T : V → W bȩdzie odwzorowaniem liniowym z n-
wymiarowej przestrzeni wektorowej V w przestrzeń wektorowa̧ W . Wtedy

dimV = n = dim(Ker(T )) + dim(Im(T )).

Twierdzenie 4. Niech T : V → W bȩdzie odwzorowaniem liniowym. T jest
odwzorwaniem różnowartościowym wtedy i tylko wtedy, gdy Ker(T ) = {θV }.

Dowód. Jeżeli T jest odwzorowaniem różnowartościowym, to T (v) = θw wtedy
i tylko wtedy, gdy v = θv. Za lóżmy, że Ker(T ) = {θV } oraz, że T (u) = T (v).
Mamy

T (u− v) = T (u)− T (v) = T (u)− T (u) = θW ,

czyli u− v ∈ Ker(T ), a zatem u− v = θV , a sta̧d u = v.
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Twierdzenie 5. Niech T : V → W bȩdzie odwzorowaniem liniowym, W
przestrzenia̧ skończenie wymiarowa̧. T jest surjekcja̧ wtedy i tylko wtedy, gdy
dim(Im(T )) = dimW .

Definicja 4. Odwzorowanie liniowe T : V → W , które jest bijekcja̧ nazy-
wamy izomorfizmem. Jeżeli pomiȩdzy przestrzeniami wektorowymi V i W ist-
nieje izomorfizm, to naywamy je izomorficznymi.

Twierdzenie 6. Skończenie wymiarowe przestrzenie wektorowe V i W sa̧ izomor-
ficzne wtedy i tylko wtedy, gdy maja̧ ten sam wymiar.

Przyk lad 4. Wszystkie wymienione poniżej przestrzenie wektorowe sa̧ parami
izomorficzne.

� R4;

� M2(R);

� M4×1(R);

� R3[x];

Oserwacja 1. Jeżeli przestrzeń wektorowa V jest skończenie wymiarowa, to
odwzorowanie liniowe T : V → W jest określone, i to w sposób jednoznaczny,
poprzez wskazanie jego wartości na wektorach dowolnie ustalonej bazy B =
{e1, . . . , en} ⊂ V . Rzeczywíscie, jeżeli znane sa̧ nam wartości T (e1), . . . , T (en),
to dla dowolnego

v = α1 · e1 + . . .+ αn · en
znamy już wartość T (v), bo

T (v) = T (α1 · e1 + . . .+ αn · en) = α1 · T (e1) + . . .+ αn · T (en).

Z drugiej strony, jeżeli T ′ : V → W także jest odwzorowaniem liniowym i
T (ei) = T ′(ei) dla i = 1, . . . , n, to

T ′(v) = α1 · T ′(e1) + . . .+ αn · T ′(en) = α1 · T (e1) + . . .+ αn · T (en) = T (v),

czyli T = T ′.

Definicja 5. Niech B = {e1, . . . , en}, B′ = {g1, . . . , gm} bȩda̧ bazami przestrzeni
wektorowych odpowiednio V i W (nad cia lem K). Jeżeli T : V → W jest odw-
zorowaniem liniowym i

T (e1) = λ11g1 + λ21g2 + . . .+ λm1gm

T (e2) = λ12g1 + λ22g2 + . . .+ λm2gm

...

T (en) = λ1ng1 + λ2ng2 + . . .+ λmngm,
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to macierz

ABB′ =


λ11 λ12 . . . λ1n
λ21 λ22 . . . λ2n
. . . . . . . . . . . .
λm1 λm2 . . . λmn


nazywamy macierza̧ odwzorowania T w bazach B i B′.

Przyk lad 5. Dla odwzorowania liniowego T : R3 → R2 danego wzorem

T (x, y, z) = (2x+ y,−z)

i B = {(2, 1, 0), (0, 2, 3), (0, 1, 0)}, B′ = {(1, 0), (0, 1)} mamy

T (2, 1, 0) = (5, 0) = 5 · (1, 0) + 0 · (0, 1)

T (0, 2, 3) = (3,−3) = 3 · (1, 0) + (−3) · (0, 1)

T (0, 1, 0) = (1, 0) = 1 · (1, 0) + 0 · (0, 1)

a zatem

AB,B′(T ) =

[
5 3 1
0 −3 0

]
Twierdzenie 7. Jeżeli AB,B′(T ) = [aij ] ∈Mm×n(K) jest macierza̧ odwzorowa-
nia liniowego T : V →W w bazach B ⊂ V,B′ ⊂W , to

1. dim Im(T ) = rzAB,B′(T );

2. dimKer(T ) = n− rzAB,B′(T ).
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