1 Podstawowe pojecia dotyczace przeksztalcen
liniowych. Macierze przeksztalcen liniowych

Definicja 1. Niech V i« W bedg przestrzeniami liniowymi nad tym samym
ciatem K. Funkcje T : V. — W nazywamy odwzorowaniem liniowym (homo-
morfizmem,), jezeli dla dowolnych wektordw u,v € V' i kazdego A € K spetnione
sq warunki:

1. T(u+wv)=T(u) +T(v);
2. TN u)=X-T(u).

Przykiad 1. o Odwzorowanie T : R? — R2, T(uy, ug) = (uy — ug, us + 2us)
jest odwzorowaniem liniowym.

o Odwzorowanie

T :R?* - R3 T(a,b) = (a,b,a +b)

jest liniowe.

o Odwzorowanie
T:R?* = R3 T(a,b) = (a,b,a+b+1)

NIE jest liniowe.

e Odwzorowanie Odwzorowanie
T:R—=R,T(a) =a?
NIE jest liniowe.

Definicja 2. Niech T : V — W bedzie odwzorowaniem liniowym. Zbior wszys-
tkich wektorow v € V' takich, ze

T(U) = HW
nazywamy jedrem odwzorowania T i oznaczamy Ker(T). Zatem
Ker(T):={v eV | T(v) =0w}.

Przyklad 2. e Dla odwzorowania T : R® — R?, danego wzorem T'(z,y, z) =

(x,9,0),
Ker(T) = {(0,0,2) | z € R}.

e Dla odwzorowania T : R? — R3, danego odwzorowania T(x,y) = (z —

29,0, 1)
ne Ker(T) = {(0,0)}.

Twierdzenie 1. Jgdro odwzorowania liniowego T : V- — W jest podprzestrzeniq
przestrzeni liniowej V.



Dowéd. Ker(T) # 0, bo 0y € Ker(T). Rzeczywiscie T(0y) = T(0y + 0y) =
T(Ov) +T(0y), czyli T(0y) = 0w . Ponadto, dla u,v € Ker(T),\ € K

T(u+v)=T(u)+T(v) = 0w + 0w = 0w,
czyli u+v € Ker(T);
TA-u)=A-T(u)=A-0w = 0w,
czyli A - u € Ker(T).

Definicja 3. Obrazem odwzorowania liniowego T : V. — W nazywamy zbior
T(V) i oznaczamy Im(T). Doktadniej,

Im(T) :={T(v) |veV}.
Przyklad 3. Dla odwzorowania T : R® — R3, danego wzorem
T(a,b,c,d,e) = (a — 2b,0,d),
Im(T) = {(«,0, 2)|z, = € R} = Lin((1,0,0),(0,0,1)).

Twierdzenie 2. Obraz Im(T') odwzorowania liniowego T : V. — W jest pod-
przestrzenig przestrzeni lintiowej W.

Dowéd. Im(T) # 0, bo Ow € Im(T) (przeciez T(0y) = Ow ). Zaldimy, ze
w,w" € Im (T). Istniejg wtedy wektory v,v’ € V takie, ze T(v) = w, T(v') = w'.
Wtedy

Tw+0)=TwW)+TW)=w+ ',

czyli w+w' € Im (T'). Ponadto dla X € K,
TA-v)=X-Tw) =X w,
czyli A -w € Im (T).

Twierdzenie 3. Niech T : V. — W bedzie odwzorowaniem liniowym z n-
wymiarowej przestrzeni wektorowej V- w przestrzen wektorowg W. Wtedy

dimV =n = dim(Ker(7T")) + dim(Im(7T)).

Twierdzenie 4. Niech T : V. — W bedzie odwzorowaniem liniowym. T jest
odwzorwaniem réznowartosciowym wtedy i tylko wtedy, gdy Ker(T) = {0y }.

Dowdéd. Jezeli T jest odwzorowaniem réznowartosciowym, to T (v) = 6, wtedy
i tylko wtedy, gdy v = 0,. Zaldimy, ze Ker(T) = {0y} oraz, ze T(u) = T(v).
Mamy

Tu—v)=T(u)—T(v) =T(u) — T(u) = 0w,

czyliu — v € Ker(T), a zatem u—v =0y, a stgd u=v.



Twierdzenie 5. Niech T : V. — W bedzie odwzorowaniem lintowym, W

przestrzenig skonczenie wymiarowg. T jest surjekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy
dim(Im(T")) = dim W.

Definicja 4. Odwzorowanie liniowe T : V. — W, ktore jest bijekcjg nazy-
wamy izomorfizmem. JezZeli pomiedzy przestrzeniami wektorowymi V i W ist-
nieje izomorfizm, to naywamy je izomorficznymi.

Twierdzenie 6. Skoriczenie wymiarowe przestrzenie wektorowe V i W sq izomor-
ficzne wtedy i tylko wtedy, gdy majg ten sam wymiar.

Przyklad 4. Wszystkie wymienione ponizej przestrzenie wektorowe sq¢ parami
izomorficzne.

o R%;

o M>(R);
o My (R);
o R3[z];

Oserwacja 1. Jezeli przestrzen wektorowa V' jest skonczenie wymiarowa, to
odwzorowanie lintowe T :' V. — W jest okreslone, i to w sposéb jednoznaczny,
poprzez wskazanie jego warto$ci na wektorach dowolnie ustalonej bazy B =
{e1,...,en} C V. Rzeczywiscie, jezeli znane s¢ nam wartosci T(e1),...,T(en),
to dla dowolnego

v=a1-€e1+...+ta, e,

znamy juz warto$é T (v), bo
Tw)=T(a1-e1+...+an-ey) =ay-T(er) + ...+ ap-T(e,).

Z drugiej strony, jezeli T' : V. — W takze jest odwzorowaniem liniowym i
T(e;))=T'(e;) dlai=1,...,n, to

T'w)=a;-T'(e1) +... +an -T'(en) =1 -T(e1) +...+an -T(en) =T(v),
czyli T =T,
Definicja 5. Niech B ={e1,...,en}, B’ ={g1,...,9m} bedg bazami przestrzeni
wektorowych odpowiednio V i W (nad ciatem K). Jezeli T : V. — W jest odw-
zorowaniem lintowym 1§

T(e1) = Aig1+ A2192+ ...+ Anim

T(e2) = A2g1 + A22g2 + - .. + Am2gm

T(en) = /\1ngl + )\2n92 +...+ /\mngrm



to macierz

A1 Az - A

A A . Adop
Appr=| 70T ;

Al Am2 - Amn

nazywamy macierzqg odwzorowania T w bazach B i B’.

Przyklad 5. Dla odwzorowania liniowego T : R> — R? danego wzorem
T(x,y,2) = (22 +y,—2)
i B={(2,1,0),(0,2,3),(0,1,0)}, B = {(1,0),(0,1)} mamy
T(2,1,0) = (5,0) =5-(1,0) +0-(0,1)
T(0,2,3)=(3,—-3) =3-(1,0) + (—3) - (0,1)
7(0,1,0) =(1,0) =1-(1,0) +0-(0,1)

a zatem
5 3 1
A (T) = [ 0 =3 0 }

Twierdzenie 7. Jezeli Ap p/(T) = [aij] € Myxn(K) jest macierzg odwzorowa-
nia liniowego T : V — W w bazach B C V,B’ C W, to

1. dimIm(T) =1z Ap p/(T);
2. dimKer(T)=n—1z2Ap 5 (T).



