
Definicja 1. Niepusty podzbiór W przestrzeni wektorowej V (K) nazywamy jej
podprzestrzenia̧ gdy spe lnione sa̧ warunki

1. jeżeli u, v ∈W , to u+ v ∈W ;

2. jeżeli u ∈W,λ ∈ K, to λ · u ∈W .

Stwierdzenie 1. Jeżeli W jest podprzestrzenia̧ V , to

1. θ ∈W ;

2. jeżeli u ∈W , to −u ∈W .

Wniosek 1. Podprzestrzeń W przestrzeni wektorowej V jest przestrzenia̧ wek-
torowa̧.

Przyk lad 1. � Niech W bȩdzie zbiorem macierzy 2×2, które sa̧ symetryczne
(oznacza to po prostu, że AT = A). W jest podprzestrzenia̧ M2(R). Aby
siȩ o tym przekonać, wystarczy sprawdzić warunki (1), (2) z poprzedniego
twierdzenia. W jest oczywíscie niepusty (np. O2 ∈ W ). Ponadto, jeżeli
A1 = AT

1 , A2 = AT
2 , to

(A1 +A2)T = AT
1 +AT

2 = A1 +A2,

a zatem jeżeli A1, A2 ∈W , to A1 +A2 ∈W . Jeżeli A ∈W , to

(λ ·A)T = λ ·AT = λ ·A,

czyli λ ·A ∈W.

Przyk lad 2. � Zbiór W = {(x, x + z, z)|x, z ∈ R} jest podprzestrzenia̧
R3; Rzeczywíscie, W 6= ∅, bo np. (0, 0, 0) ∈ W . Dla v = (v1, v1 +
v3, v3), (w1, w1 + w3, w3) ∈W mamy

v + w = (v1, v1 + v3, v3) + (w1, w1 + w3, w3) =

= (v1 + w1, (v1 + v3) + (w1 + w3), v3 + w3) =

= (v1 + w1, (v1 + w1) + (v3 + w3), v3 + w3) ∈W ;

= λ · v = λ · (v1, v1 + v3, v3) =

(λ · v1, λ · (v1 + v3), λ · v3) = (λ · v1, λ · v1 + λ · v3, λ · v3)

Przyk lad 3. � zbiór W , sk ladaja̧cy siȩ z macierzy nieodwracalnych stopnia
2, NIE jest podprzestrzenia̧ M2(R);

� zbiór W = {(x, y)|x ≥ 0, y ≥ 0} NIE jest podprzestrzenia̧ R2.

Definicja 2. Niech v1, . . . , vk bȩda̧ wektorami w przestrzeni liniowej V nad
cia lem K. Wektor v ∈ V nazywamy kombinacja̧ liniowa̧ wektorów v1, . . . , vk,
jeżeli istnieja̧ skalary λ1, . . . , λk ∈ K takie, że

v = λ1 · v1 + . . .+ λk · vk.

Skalary λ1, . . . , λk nazywamy wtedy wspó lczynnikami kombinacji liniowej.
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Przyk lad 4. Dla V = R3,K = R

� wektor (1, 3, 1) jest kombinacja̧ liniowa̧ wektorów (0, 1, 2), (1, 0,−5), bo

(1, 3, 1) = 3 · (0, 1, 2) + 1 · (1, 0,−5);

� wektor (1, 1, 1) jest kombinacja̧ liniowa̧ wektorów (1, 2, 3), (0, 1, 2), (−1, 0, 1),
bo np.

(1, 1, 1) = 2 · (1, 2, 3) + (−3) · (0, 1, 2) + 1 · (−1, 0, 1).

Definicja 3. Niech S = {v1, . . . , vk} bȩdzie podzbiorem przestrzeni wektorowej
V . Mówimy, że podzbiór S generuje przestrzeń wektorowa̧ V , jeżeli każdy wektor
z V jest kombinacja̧ liniowa̧ wektorów z S.

Przyk lad 5. � zbiór S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} generuje R3, bo dowolny
wektor w = (x, y, z) można zapisać w postaci

w = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1);

� zbiór S = {1, x, x2} generuje R2[x], bo dowolny wielomian p(x) = a+bx+
cx2 ∈ R2[x] można zapisać w postaci

p(x) = a · (1) + b · (x) + c · (x2);

� zbiór S = {(1, 2, 3), (0, 1, 2), (−2, 0, 1)} generuje R3;

Definicja 4. Jeżeli S = {v1, . . . , vk} jest podzbiorem wektorów przestrzeni wek-
torowej X(K), to pow loka̧ liniowa̧ Lin S nazywamy zbiór wszystkich kombinacji
liniowych wektorów ze zbioru S, dok ladniej

Lin S = {λ1 · v1 + . . .+ λk · vk|λ1, . . . , λk ∈ K}.

Twierdzenie 1. Niech S = {v1, . . . , vk} bȩdzie podzbiorem wektorów w przestrzeni
wekotrowej V (K). Zbiór Lin S jest podprzestrzenia̧ liniowa̧ V .

Dowód. Niech v = α1 · v1 + . . .+αk · vk, w = β1 · v1 + . . .+ βk · vk dla pewnych
α1, . . . , αk, β1, . . . , βk ∈ K. Wtedy

v + w = (α1 + β1) · v1 + . . .+ (αk + βk) · vk ∈ Lin S;

λ · v = (λα1) · v1 + . . .+ (λαk) · vk ∈ Lin S.

Oserwacja 1. Niech v1, . . . , vk bȩda̧ wektorami w przestrzeni wektorowej V (K).
Równanie

λ1 · v1 + . . .+ λk · vk = θ

ma przynajmniej jedno rozwia̧zanie, dok ladniej λ1 = . . . = λk = 0.
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Definicja 5 (Liniowa niezależność wektorów). Podzbiór wektorów S = {v1, . . . , vk}
przestrzeni wektorowej V (K) nazywamy liniowo niezależnym jeżeli jedynym rozwia̧zaniem
równania

λ1 · v1 + . . .+ λk · vk = θ

jest λ1 = . . . = λk = 0. Mówimy, że zbiór S jest liniowo zależny, jeżeli nie jest
liniowo niezależny.

Oserwacja 2. Jeżeli podzbiór wektorów S = {v1, . . . , vk} jest liniowo zależny,
to istnieja̧ skalary λ1, . . . , λk ∈ K, nie wszystkie równe 0, takie, że

λ1 · v1 + . . .+ λk · vk = θ.

Wówczas każdy wektor spośród v1, . . . , vk, przy którym wspó lczynnik w kombi-
nacji λ1 · v1 + . . .+ λk · vk jest niezerowy daje siȩ przedstawić jako kombinacja
liniowa pozosta lych wektorów. Za lóżmy np., że λ1 6= 0. Wtedy

v1 = −(λ−11 λ2) · v2 − . . .− (λ−11 λk) · vk.

Powyższa obserwacja daje nam nastȩpuja̧ce stwierdzenie

Stwierdzenie 2. Zbiór S = {v1, . . . , vk}, k ≥ 2, jest liniowo zależny wtedy i
tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z wektorów v1, . . . , vk jest wartościa̧ kombi-
nacji liniowej pozosta lych.

Przyk lad 6. � zbiór S = {(1, 2), (2, 4)} ⊂ R2 jest liniowo zależny, bo (2, 4) =
2 · (1, 2);

� zbiór S = {(1, 2, 3), (0, 1, 2), (−2, 0, 1)} ⊂ R3 jest liniowo niezależny;

� podzbiór S = {1+x−2x2, 2+5x−x2, x+x2} ⊂ R2[x] jest liniowo zależny.

0.1 Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Definicja 6. Zbiór wektorów S = {v1, . . . , vk} przestrzeni wekotorowej V nazy-
wamy baza̧ tej przestrzeni, jeżeli

1. S generuje V ;

2. S jest liniowo niezależny.

Uwaga 1. Z powyższej definicji wcale nie wynika, że każda przestrzeń wek-
torowa posiada bazȩ z lożona̧ ze skończonej liczby elementów. Przestrzeń wek-
torowa̧, która ma taka̧ bazȩ nazywamy skończenie wymiarowa̧ (w przeciwnym
przypadku mówimy o przestrzeni nieskończenie wymiarowej). Co istotne, w
naszym wyk ladzie interesować nas bȩda̧ zawsze przestrzenie skończenie wymi-
arowe.
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Przyk lad 7. � zbiór = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} jest baza̧ R3 (baza ta
nazywana jest standardowa̧); bardziej ogólnie wektory

e1 = (1, 0, . . . , 0),

e2 = (0, 1, . . . , 0),

...

en = (0, 0, . . . , 1)

tworza̧ bazȩ Rn.

� S = {(1, 1), (1,−1)} jest niestandardowa̧ baza̧ R2;

� S = {1, x, x2} jest baza̧ R2[x];

� S =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
jest baza̧ M2(R).

Twierdzenie 2. Niech S = {v1, . . . , vk} bȩdzie baza̧ przestrzeni wektorowej
V (K). Każdy wektor przestrzeni V można zapisać tylko w jeden sposób jako
wartość kombinacji liniowej wektorów v1, . . . , vk.

Dowód. Ponieważ S stanowi bazȩ V , to dowolny wektor v ∈ V jest wartościa̧
kombinacja̧ liniowej wektorów v1, . . . , vk, tzn. istnieja̧ α1, . . . , αk ∈ K takie, że

v = α1 · v1 + . . .+ αk · vk.

Dla pokazania jednoznaczności takiego przedstawienia, przypuśćmy, że v daje siȩ
zapisać jako wartość kombinacji liniowej wektorów v1, . . . , vk na jeszcze jeden
sposób, powiedzmy

v = β1 · v1 + . . .+ βk · vk.

Wtedy
v − v = (α1 − β1) · v1 + . . .+ (αk − βk) · vk.

Ponieważ S jest liniowo niezależny, to α1 − β1 = 0, . . . , αk − βk = 0, a to
oznacza, że α1 = β1, . . . , αk = βk.

Twierdzenie 3. Jeżeli przestrzeń wektorowa V ma bazȩ sk ladaja̧ca̧ siȩ z n
wektorów, to każda inna baza tej przestrzeni ma również n wektorów.

Przyk lad 8. Zbiór S = {(3, 2, 1), (7,−1, 4)} nie może być baza̧ R3, zbiór S′ =
{x+ 2, x2, x3 − 1, 3x+ 1, x2 − 2x+ 3} nie jest baza̧ R3[x].

Definicja 7. Jeżeli przestrzeń wektorowa V ma bazȩ sk ladaja̧ca̧ siȩ z n wek-
torów, to liczbȩ n nazywamy wymiarem przestrzeni wektorowej V i piszemy

dimV = n.

Przyk lad 9. � dimRn = n;
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� dimRn[x] = n+ 1;

� dimMm×n(R) = m · n.

Definicja 8. Niech B = {v1, . . . , vn} bȩdzie baza̧ uporza̧dkowana̧ przestrzeni
wektorowej V , zaś x wektorem w V takim, że

x = λ1v1 + . . .+ λnvn.

Skalary λ1, . . . , λn nazywamy wspó lrzȩdnymi wektora x w bazie B i piszemy

x = [λ1, . . . , λn]B .

Przyk lad 10. � Dla wektora x = (1, 2,−1) ∈ R3 oraz bazy B = {(1, 0, 1, ), (0,−1, 2), (2, 3,−5)}
mamy x = [5,−8,−2]B.

� Dla wektora y = 3x2 − x + 14 ∈ R2[x] oraz bazy B = {x2, x, 1}, mamy
y = [3,−1, 14]B.

� Dla wektora x =

[
3 7
2 1

]
∈M2(R) oraz bazy B =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
przestrzeni M2(R), mamy x = [3, 7, 2, 1]B.

Definicja 9. Niech B = {e1, e2, . . . , en} i B′ = {g1, g2, . . . , gn} bȩda̧ dwiema
uporza̧dkowanymi bazami n-wymiarowej przestrzeni V (K). Jeżeli

g1 = λ11e1 + λ21e2 + . . .+ λn1en

g2 = λ12e1 + λ22e2 + . . .+ λn2en

...

gn = λ1ne1 + λ2ne2 + . . .+ λnnen,

to macierz

PBB′ =


λ11 λ12 . . . λ1n
λ21 λ22 . . . λ2n
. . . . . . . . . . . .
λn1 λn2 . . . λnn


nazywamy macierza̧ przej́scia z bazy B do B′.

Przyk lad 11. B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)}, B′ = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}
sa̧ bazami R3. Znajdziemy macierz przej́scia z bazy B do bazy B′.

(1, 0, 0) = 0 · (1, 1, 1) + 0 · (1, 1, 0) + 1 · (1, 0, 0),

(0, 1, 0) = 0 · (1, 1, 1) + 1 · (1, 1, 0) + (−1) · (1, 0, 0),

(0, 0, 1) = 1 · (1, 1, 1) + (−1) · (1, 1, 0) + 0 · (1, 0, 0),

czyli

PBB′ =

 0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 .
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Twierdzenie 4. Jeżeli PBB′ jest macierza̧ przej́scia z bazy B do bazy B′

przestrzeni wektorowej V , to dla x = [c1, . . . , cn]B = [c′1, . . . , c
′
n]B′ ∈ V mamy

� [c1, . . . , cn]TB = PBB′ [c′1, . . . , c
′
n]TB′ ;

� [c′1, . . . , c
′
n]TB′ = P−1BB′ [c1, . . . , cn]TB.

Przyk lad 12. Wektor x = (2, 2, 1) ∈ R3 posiada w bazach B,B′ z ostatniego
przyk ladu wspó lrzȩdne

x = [1, 1, 0]B = [2, 2, 1]B′ .

Z drugiej strony

PBB′ =

 0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 ·
 2

2
1

 =

 1
1
0

 .
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