Definicja 1. Niepusty podzbior W przestrzeni wektorowej V (K) nazywamy jej
podprzestrzenig gdy spetnione sg warunki

1. jezeliu,v e W, tou+v e W;

2. jezeliu e W AEK, toA-ueW.
Stwierdzenie 1. Jezeli W jest podprzestrzeniq V', to

1. 6 eW;

2. jezeiu e W, to —ue W.

Whniosek 1. Podprzestrzen W przestrzeni wektorowej V' jest przestrzenig wek-
torowg.

Przyklad 1. e Niech W bedzie zbiorem macierzy 2x2, ktore s¢ symetryczne
(oznacza to po prostu, e AT = A). W jest podprzestrzenig My(R). Aby
sie o tym przekonaé, wystarczy sprawdzié¢ warunki (1), (2) z poprzedniego
twierdzenia. W jest oczywiscie niepusty (np. Oy € W). Ponadto, jezeli
A1 = A?,Ag = Ag, to

(A1 + Ag)" = AT + AT = Ay + Ao,
a zatem jezeli Ay, As € W, to Ay + Ay € W. Jezeli A€ W, to
A-AT=X-AT =) 4,
czyli A - A e W.

Przyklad 2. o Zbior W = {(x,x + z,2)|z,z2 € R} jest podprzestrzenig
R3; Rzeczywiscie, W # 0, bo np. (0,0,0) € W. Dla v = (vi,v1 +
v3,v3), (w1, w1 + w3, ws) € W mamy

v+w= ('Ul,'Ul +U3,'U3)+(U}17U)1 +U/3,w3) =
= (v1 + w1, (v1 +v3) + (w1 + w3),v3 +w3z) =
= (v1 +wi, (v +w1) + (v3 +w3),v3 +w3) € W;
=X-v=X(v1,v1 +v3,03) =
Ao, A (v +v3), A u3) = (A v, Ao+ A3, A vs)

Przykiad 3. o 2bior W, sktadajgcy sie z macierzy nieodwracalnych stopnia
2, NIE jest podprzestrzenig Ma(R);

e zbior W = {(z,y)|x > 0,y > 0} NIE jest podprzestrzenig R>.

Definicja 2. Niech vy,...,v; bedg wektorami w przestrzeni liniowej V' nad
ciatem K. Wektor v € V nazywamy kombinacjg lintiowg wektoréw vy, ..., vk,
jezeli istniejq skalary A1, ..., \x € K takie, ze

V=AU + ...+ A VL.

Skalary A1, ..., A\x nazywamy wtedy wspotczynnikami kombinacji liniowey.



Przyklad 4. Dla V =R} K=R
e wektor (1,3,1) jest kombinacjg liniowg wektoréw (0,1,2),(1,0,—5), bo
(1737 1) =3 (Oa 172) +1- (1,0, 75)7

e wektor (1,1, 1) jest kombinacjg liniowg wektoréw (1,2, 3),(0,1,2),(—1,0,1),
bo np.

(1,1,1)=2-(1,2,3)+(-3) - (0,1,2) +1- (—1,0,1).

Definicja 3. Niech S = {v1,...,v;} bedzie podzbiorem przestrzeni wektorowej
V. Mowimy, Ze podzbidr S generuje przestrzen wektorowq V| jezeli kazdy wektor
z V jest kombinacjg liniowqg wektoréw z S.

Przyklad 5. e 2bior S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} generuje R, bo dowolny
wektor w = (x,y, z) mozna zapisaé w postaci

w=uz-(1,0,0)+y-(0,1,0) + 2z - (0,0, 1);

e 2biér S = {1,z,2%} generuje Ra[z], bo dowolny wielomian p(x) = a+bx+
cx? € Ry[z] mozna zapisaé w postaci

px)=a-(1)+b-(z)+c- (2?);

e 2bior S ={(1,2,3),(0,1,2),(-2,0,1)} generuje R3;

Definicja 4. Jezeli S = {vy,..., v} jest podzbiorem wektordw przestrzeni wek-
torowej X (K), to powtokq liniowg Lin S nazywamy zbidr wszystkich kombinacji
liniowych wektorow ze zbioru S, dokladniej

LinS:{)\l-vl+...+)\k-vk|)\1,...,)\kGK}.

Twierdzenie 1. Niech S = {v1,..., v} bedzie podzbiorem wektordw w przestrzeni
wekotrowej V (K). Zbior Lin S jest podprzestrzenig liniowg V.

Dowdéd. Niechv=qay-vi+...+ap v, w= L1 -v1+...+ B vg dla pewnych
Aty ..., B1,..., 0k € K. Wtedy

v4+w= (g + 1) vi+...+ (ar + Bk) - vk € Lin S;
Av=(Aay) v +...4+ (Aag) - v, € Lin S.

Oserwacja 1. Niech vy, ..., v bedg wektorami w przestrzeni wektorowej V (K).
Rownanie
A UL+ .+ A v =0

ma przynajmniej jedno rozwigzanie, doktadniej \y = ... = X\ = 0.



Definicja 5 (Liniowa niezaleznosé wektoréw). Podzbidr wektordw S = {vy,..., vk}
przestrzeni wektorowej V (K) nazywamy liniowo niezaleznym jezeli jedynym rozwigzaniem
rownania

AV + .o+ =10

jest Ay = ... = A = 0. Mowimy, Ze zbior S jest liniowo zaleiny, jezeli nie jest
lintowo niezalezny.

Oserwacja 2. Jezeli podzbidr wektoréw S = {vy,...,v} jest liniowo zaleiny,
to istniejg skalary A1, ..., A\ € K, nie wszystkie réwne 0, takie, Ze

AL-U1+ A v = 0.

Wowczas kazdy wektor sposrod v, ..., v, przy ktorym wspotczynnik w kombi-
nacyi A1 - vy + ...+ Mg - vg jest niezerowy daje sie przedstawic jako kombinacja
liniowa pozostalych wektordw. Zatoimy np., e \y # 0. Witedy

v = (A7) ve — o — (A7) - e
Powyzsza obserwacja daje nam nastepujace stwierdzenie

Stwierdzenie 2. Zbidr S = {v1,...,v;}, k > 2, jest liniowo zalezny wtedy i
tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z wektorow vy, ..., v jest wartoscig kombi-
nacji liniowej pozostatych.

Przyklad 6. e 2bior S = {(1,2),(2,4)} C R? jest liniowo zaleiny, bo (2,4) =
2. (1a 2);

e zbior S = {(1,2,3),(0,1,2),(—2,0,1)} C R? jest liniowo niezalezny;

e podzbior S = {1+ —2x2,2+ 5z — 2%, v+ 2%} C Ry[x] jest liniowo zalezny.

0.1 Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Definicja 6. Zbidr wektoréw S = {vy, ..., v} przestrzeni wekotorowej V nazy-
wamy bazq tej przestrzeni, jezeli

1. S generuje V;
2. S jest liniowo niezalezny.

Uwaga 1. Z powyziszej definicji wcale nie wynika, Ze kazda przestrzen wek-
torowa posiada baze zlozong ze skonczonej liczby elementow. Przestrzen wek-
torowg, ktdra ma takg baze nazywamy skoriczenie wymiarowg (w przeciwnym
przypadku mdwimy o przestrzeni nieskoriczenie wymiarowej). Co istotne, w
naszym wyktadzie interesowaé nas bedg zawsze przestrzenie skorniczenie wymi-
arowe.



Przykiad 7. e zbior = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} jest bazg R® (baza ta
nazywana jest standardowq); bardziej ogdlnie wektory

€1 = (1,0,...,0),

62:(0,1,...,0),

en =(0,0,...,1)
tworzg baze R™.
e S={(1,1),(1,-1)} jest niestandardowg bazg R?;

o S={1,z,2%} jest bazg Ra[z];

([ B8 28 B 2 e

Twierdzenie 2. Niech S = {v1,...,vx} bedzie bazg przestrzeni wektorowej
V(K). Kazdy wektor przestrzeni V. mozna zapisaé tylko w jeden sposdb jako
warto$¢ kombinacyi liniowej wektorow vy, . .., vg.

Dowdéd. Poniewaz S stanowi baze V', to dowolny wektor v € V' jest wartoscig
kombinacjg liniowej wektorow vy, ..., vk, tzn. istniejg aq,...,ar € K takie, zZe

v=o1 U1+ ...+ Qg V.

Dla pokazania jednoznacznosci takiego przedstawienia, przypusémy, zZe v daje sie
zapisaé jako wartos¢ kombinacji lintowej wektorow vy, ...,vr na jeszcze jeden
sposob, powiedzmy

v=701-v1+...+ B vg.

Wtedy

v—v= (a1 —B1) v1+...+ (ar — Br) - vg.
Poniewaz S jest liniowo niezalezny, to oy — 1 = 0,...,a — B, = 0, a to
oznacza, ze oy = P1,...,0 = Bi.

Twierdzenie 3. Jezeli przestrzen wektorowa V ma baze skladajgcg sie z n
wektorow, to kazda inna baza tej przestrzeni ma réowniez n wektorow.

Przyklad 8. Zbior S = {(3,2,1),(7,—1,4)} nie moze byé bazq R3, zbior S’ =
{x+ 2,22, 23 — 1,32 + 1,22 — 22 + 3} nie jest bazq R3[x].

Definicja 7. Jezeli przestrzen wektorowa V' ma baze sktadajgcg sie z n wek-
torow, to liczbe n nazywamy wymiarem przestrzeni wektorowej V' i piszemy

dimV =n.

Przyklad 9. o dimR” =n;



e dimR,[z] =n+1;
o dim M, »n(R) =m - n.

Definicja 8. Niech B = {vy,...,v,} bedzie bazg uporzedkowang przestrzeni
wektorowej V', zas x wektorem w 'V takim, ze

T = MU+ ...+ A\,
Skalary A1, .., A\n nazywamy wspolrzednymi wektora x w bazie B i piszemy
r=[A,..., \]B-

Przyklad 10. e Dila wektorax = (1,2,—1) € R? oraz bazy B = {(1,0,1,), (0,—1,2),(2,3,-5)}
mamy x = [5, -8, —2|p.

e Dla wektora y = 3% — x + 14 € Ry[x] oraz bazy B = {2?%,x,1}, mamy
Yy = [3, —1, 14]3.

3 7 1 0 0 1 0 0 0 0
oDlaweklﬁomac-[2 1}€M2(R)omzbazy3—{{0 0},[0 O}’[l O]’[O 1}}
przestrzeni Ma(R), mamy © = [3,7,2,1] 5.

Definicja 9. Niech B = {e1,ea,...,en} @ B' = {g1,92,...,9n} bedg dwiema
uporzgdkowanymi bazami n-wymiarowej przestrzeni V (K). Jezeli

g1 = A11e1 + Ao1e2 + ...+ Apiep,

g2 = )\126’1 + )\2262 + ...+ /\ngen

9n = )\lnel + )\2n€2 +...+ )\nneny

to macierz
A1 Az - A
)\nl >\n2 e >\nn

nazywamy macierzq przejscia z bazy B do B’.

Przykiad 11. B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}, B’ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
sg bazami R3. Znajdziemy macierz przejscia z bazy B do bazy B'.

(1,0,0)=0-(1,1,1) +0-(1,1,0) + 1 - (1,0,0),
(0,1,0) =0- (17171)—'_1‘(17170)—’_(_1) ! (1a0a0)7
(0,0,1)=1-(1,1,1)+(-1)-(1,1,0) +0-(1,0,0),

czyli
0o o0 1
Pgpr=|0 1 -1
1 -1 0



Twierdzenie 4. Jeieli Pgp: jest macierzq przejécia z bazy B do bazy B’

przestrzeni wektorowej V, to dla x = [c1,...,¢ch]lp =[c},...,ch]lp € V mamy
o [c1,...,cnlk = Ppc,....cL;
o [ch,....c )k =Pgller, .. enlh.

Przyklad 12. Wektor v = (2,2,1) € R? posiada w bazach B, B’ z ostatniego

przyktadu wspotrzedne
Tr = [17 17 O]B = [27 2a l]B/-

Z drugiej strony

0 0 1 2 1
Pep=|0 1 -1 21 =11
1 -1 0 1 0



