Wektory na plaszczyznie

e Geometrycznie, wektor na plaszczyznie reprezentowany jest jako odcinek
skierowany, ktérego poczatkiem jest punkt (0, 0), a koricem punkt (1, x2).

e Analitycznie, wektor reprezentowany jest przez pare uporzadkowana, ktorej
uzywa si¢ do oznaczenia punktu konicowego, dokladniej x = (x1,x2). Wek-
tory u = (ug,uz2),v = (v1,v2) sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy u1 = vy
i Ug = V2.

Uwaga 1. Termin wektor pochodzi od taciniskiego stowa vectus, ktore oznacza
niesé. Intuicyjnie rzecz uymuggce, gdydby nalezalo przeniesé cos z punktu (0,0) do
punktu (x1,x2), to droga moze byé reprezentowana przez odcinek tgczgey punkt
(0,0) z punktem (z1,z2).

Operacje na wektorach:

e dodawanie wektoréw; dla u = (uy,us2),v = (v1,v2) definiujemy operacje
dodawania wektoréw

u v = (ug,uz) + (v1,v2) = (u1 + v1,u2 + v2);

e mnozenie wektoréw przez skalar; dla u = (u1,us2), A € R definiujemy
operacje mnozenia wektora przez liczbe

Aru= X (u,uz) = (Aug, dug);
Przyklad 1. Niech u = (2,3),v = (=1,-3). Wtedy u+v = (1,0),2-u =
(4,6),2 - u— dv = (8,18).

Whprowadzamy oznaczenia 6 := (0,0) - wektor zerowy, —u := (—1) -u =
(—uq1, —ug) - wektor przeciwny do wektora u = (uy, ug).

Twierdzenie 1 (Wlasnosci operacji na wektorach). Niech u,v,w bedg wek-
torami na plaszyinie, a, B € R.

1. u+ v jest wektorem na plaszczyinie;

u+v=v-+u;
(u4v)+w=u+ (v+w);
u+ 0 =u;

u+ (—u) =6;

« - v jest wektorem na ptaszczyinie;

a-(u+v)=a-u+a-v;
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(a+B8)-v=a-v+ - v;



9. a-(B-u)=(af) - u;
10. 1-u =u.

Dowéd. Dowdd kazdej z powyzszych wtasnosci wymaga po prostu bezposredniego
zastosowania definicji dodawania, badZ mnoZenia przez skalar wektoréw na plaszyznie.
Pokazemy przyktadowo, Ze prawdziwa jest wtasnosé (3). Niech u = (uy,usz),v =
(v1,v2),w = (w1, wa).

(u+v)+w=[(ur,us) + (vi,v2)] + (w1, wz) =
= (w1 +v1,u2 + v2) + (W1, we) =
= ((ur +v1) + wi, (ug + v2) + w2) =
= (u1 + (v1 +wi), uz + (v2 +w2)) =
= (u1,u2) + (v1 + wi,v2 + wa) =

= (u1,u2) + [(v1,v2) + (w1, w2)] = v+ (v + w).

Wektory w R™.

Wektor w R™ reprezentowany jest przez n-ke uporzadkowana (u1, ug, . . ., uy).
Wektory u = (u1,ug,...,u),v = (v1,V2,...,0,) sa réwne wtedy i tylko wtedy,
gdy uy = v1,up = vg,..., Uy = Vp.

Definicja 1. Niech u = (uy,us, ..., un),v = (v1,02,...,0,) bede wektorami w

R™, A € R. Definiujemy operacje
w4 v = (up +vi,u2 + Vo, ..., Uy + Vy);
Acu = (Aug, Adug, ..oy Ay).
Przykiad 2. Dia u = (2,-1,5,0),v = (4,3,1,—1),w = (—6,2,0,3) € R*
2u — (v+3w) = (18,-11,9, —8);

Komentarz 1. Wprowadzamy oznaczenia @ = (0,...,0) (wektor zerowy), —u =

—1-u = (—u1,—uz,...,—Uy) (wektor przeciwny do wektora u). Twierdzenie

wymieniajgce wlasnosci dodawania i mnozenia przez skalar wR? mozna przepisaé
na przypadek dodawania i mnozenia przez skalar w R™.

Twierdzenie 2. Niech u,v bedg wektorami wR™, A € R. Prawdziwe s¢ nastepujgce
wlasnosci:

1. jezeliv+u=wv, tou=20;

2. jezeliv+u=20, tou=—v;
3. 0-v=20;
4. A-0=0;



5. jezeliN-v=0,toA=01Iubv=20.
6. —(—v) =v.
Dowdéd. Pokazemy, Ze zachodzi np. (1). Zatézmy, zZe v +u=v. Wiedy

(v+u)+ (=v) = v+ (-v),

Przestrzenie wektorowe

Definicja 2. Czwdrke (X, K, ®,®), gdzie X jest niepustym zbiorem, K cialem,
D : X xX = X, za§ © : Kx X — X nazywamy przestrzeniq wektorowq
(liniowg), jezeli

1. (X, ®) jest grupg abelowg;
2. dla dowolnych o, € K i z,y € K

(a+p)r=a0zdL0Ox;
a0 @EdyYy)=a0roady;
a0 (Bor)=(a-p)ox;

e lOx=ux.

Elementy zbioru X nazywamy wektorami. Element neutralny dziatania @ nazy-
wamy wektorem zerowym i oznaczmy symbolem 6.

Komentarz 2. W dalszych rozwazaniach symbole @, ® zastgpimy odpowiednio
symbolami +,-. Czesto w przypadku przestrzeni wektorowych (X, K, ®,®), dla
ktorych K = R lub K = C bedziemy mowié dla uproszczenia po prostu przestrzen
wektorowa X, ewentualnie X (K).

Przyklad 3 (Przyklady przestrzeni wektorowych). o (R2,R,+,-) jest przestrzeniq
wektorowq (zbiér R? rozumiemy jako zbidr wektoréw, + oznacza dodawa-
nia wektoréw, - mnozenie wektora przez skalar);

e bardziej ogdlnie, (R™, R, +,+) jest przestrzenig wektorowg;

o (Myxn(K), K, +,-) jest przestrzenig wektorowg (+ onacza tym razem do-
dawanie macierzy, a - mnozenie macierzy przez skalar);
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Twierdzenie 3. Niech V bedzie przestrzenig wektorowg nad ciatem K, v €
V. A € K. Prawdziwe sq wlasnosci:

1. 0-v=0;
2. X-0=0;
3. Jezelih-v=20,toA\=0 lubv=20.

Dowéd. Dla dowodu wtasnosci (1) — (4) wystarczy uiyé aksjomatéw z definicji
przestrzeni wektorowej. Dla przyktadu, pokazemy, ze prawdziwa jest (2).

XO=X\(0+0)
AO=X-0+X-0/+(—\-0)
A4+ (=2-0)=NA-0+X-0)+(=X\-0)
G=X-0+(\-0+(=X-0))
0=X-0+6
0=X\-0.

Do dowodu (3) zaldimy, Ze A -v = 0. Aby pokazaé, Ze wynika stgd v = 0 lub
A =0 zaldimy, ze A # 0 (jezeli X = 0 to nie ma jui czego dowodzié). Poniewaz
X # 0, to mozemy uzyé elementu A=, aby pokazaé, Ze v =0:

v=1-v=A"N-v=A"-A-v)=1""-0=0.



