
1 Macierze, operacje na macierzachi ich w lasności

Od tej pory przyjmujemy zawsze, że symbol K oznacza cia lo liczb rzeczywistych
R lub cia lo liczb zepolonych C, m,n ∈ N+.

Definicja 1. Macierza̧ o m wierszach i n kolumnach oraz wyrazach z cia la K
nazywamy prostoka̧tna̧ tablicȩ utworzona̧ z elementów cia la K.

Uwaga 1. Zbiór wszystkich macierzy o m wierszach, n kolumnach i wyrazach
z cia la K oznaczamy symbolem Mm×n(K). Macierz, w której liczba wierszy
wynosi n i jest równa liczbie kolumn nazywamy macierza̧ kwadratowa̧ stopnia
n. Zbiór wszystkich macierzy stopnia n o wyrazach z cia la K oznaczmy Mn(K).

Uwaga 2 (Sposoby notowania macierzy). W zależności od potrzeby stosujemy

� wielkie litery A,B,C, . . .;

� odwo lanie do wyrazów macierzy A = [aij ]m×n;

� wypisanie jawnie ca lej tablicy

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Przyk lad 1 (Przyk lady macierzy). � A =

[
1 2 3
4 5 6

]
∈M2×3(R);

� B =

[
i 1 + i
2 3i

]
∈M2(C).

Definicja 2. Macierze A = [aij ], B = [bij ] ∈ Mm×n(K) nazywamy równymi,
jeżeli

aij = bij

dla 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Uwaga 3 (Szczególne postaci macierzy:). � macierz A = [aij ] ∈Mm×n(K)
nazywamy macierza̧ diagonalna̧ jeżeli aij = 0 dla i 6= j.Przyk ladowo

A =

 2 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 3 0 0

 ∈ M3×5(R), A =


0 0 0 0
0 5 0 0
0 0 0 0
0 0 0 6

 ∈ M4(R)

sa̧ macierzami diagonalnymi.

� macierz [aij ] ∈ Mm×n(K), w której aij = 0 dla i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n
nazywamy macierza̧ zerowa̧ i oznaczamy Omn.
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Uwaga 4 (Szczególne postaci macierzy cd:). � macierz kwadratowa̧ [aij ] ∈
Mn(K), w której

aij =

{
1 dla i = j
0 dla i 6= j

nazywamy macierza̧ jednostkowa̧ i oznaczmy In.

In =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 .
1.1 Operacje na macierzach i ich w lasności

Definicja 3 (Transponowanie macierzy). Niech A = [aij ] ∈Mm×n(K). Macierz
AT = [aji] ∈Mn×m(K) nazywamy macierza̧ transponowana̧ macierzy A.

Przyk lad 2.

 1 2 0 4 5
0 1 3 7 6
2 5 1 8 0

T

=


1 0 2
2 1 5
0 3 1
4 7 8
5 6 0


Definicja 4 (Dodawanie macierzy). Jeżeli A = [aij ], B = [bij ] ∈Mm×n(K), to
suma̧ macierzy A i B nazywamy macierz wymiaru m× n postaci

A+B = [aij + bij ].

Uwaga 5. Suma macierzy różnych wymiarów nie jest zdefiniowana.

Przyk lad 3. Jeżeli A =

 1 2 0 4 5
0 1 3 7 6
2 5 1 8 0

 , B =

 0 1 2 3 1
5 1 6 2 0
4 3 2 1 2

,to

A+B =

 1 3 2 7 6
5 2 9 9 6
6 8 3 9 2

 .
Definicja 5 (Mnożenie macierzy przez skalar). Niech A = [aij ] ∈Mm×n(K), λ ∈
K. Iloczynem macierzy A przez element cia la λ (skalar) nazywamy macierz

λ ·A = [λ · aij ].

Umowa 1. −A := (−1) ·A, A−B := A+ (−B).

Przyk lad 4. Dla A =

 1 2 1
−1 0 −1

2 1 2

 , B =

 2 0 0
1 −4 3
−1 3 2


3A−B =

 1 6 3
−4 4 −6

7 0 4

 .
2



Stwierdzenie 1. Niech A,B,C ∈Mm×n(K), a, b ∈ K.

1. A+B = B +A;

2. A+ (B + C) = (A+B) + C;

3. A+Omn = Omn +A = A;

4. A+ (−A) = (−A) +A = Omn;

5. 1 ·A = A;

6. (a+ b) ·A = a ·A+ b ·A;

7. a · (A+B) = a ·A+ a ·B;

8. a · (b ·A) = (ab) ·A.

Wniosek 1. Ze wzglȩdu na w lasności (1)-(4) widzimy, że para (Mm×n(K),+)
jest grupa̧ przemienna̧, w której macierz zerowa jest elementem neutralnym, a
elementem przeciwnym do macierzy A jest macierz −A.

Definicja 6 (Mnożenie macierzy). Niech A = [aij ] ∈ Mm×n(K), B = [bij ] ∈
Mn×p(K).Iloczynem macierzy A i B nazywamy macierz

A ·B = [cij ] ∈Mm×p(K),

w której
cij = ai1 · b1j + ai2 · b2j + . . .+ ain · bnj

dla i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . p.

Przyk lad 5. Dla macierzy A =

[
2 3
4 1

]
, B =

 3 0 3 0
1 2 3 4
0 0 0 0

nie istnieja̧

iloczyny A ·B,B ·A. Dla C =

[
2 0 0
1 1 0

]
nie istnieje iloczyn B ·C, ale C ·B =[

6 0 6 0
4 2 6 4

]
.

Stwierdzenie 2 (W lasności mnożenia macierzy).

1. A · (B · C) = (A ·B) · C;

2. A · (B + C) = A ·B +A · C;

3. (B + C) ·A = B ·A+ C ·A;

4. dla a ∈ K, a · (A ·B) = (a ·A) ·B = A · (a ·B).

Uwaga 6. W powyższym stwierdzeniu, w każdym z podpunktów zak ladamy, że
wymiary macierzy sa̧ takie, że odpowiednie mnożenia, dodawania sa̧ wykonalne.
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Stwierdzenie 3. Dla A ∈Mm×n(K)

Im ·A = A · In = A.

Przyk lad 6 (Mnożenie macierzy - dalsze przyk lady). Dla A =

[
1 2
3 1

]
, B =[

1 1
2 2

]
,

A ·B =

[
5 5
5 5

]
,

B ·A =

[
4 3
8 6

]
.

Uwaga 7. Widzimy na powyższym przyk ladzie, że mnożenie macierzy nie jest
przemienne. Bywa również i tak, że mnożenie ”w druga̧ stronȩ” (w przypadku
tablic niekwadratowych) może nawet wcale nie być wykonalne!

Oserwacja 1. W zbiorze macierzy kwadratowych stopnia n mnożenie macierzy
jest dzia laniem wewnȩtrznym.
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