1 Macierze, operacje na macierzachi ich wlasnosci

Od tej pory przyjmujemy zawsze, ze symbol K oznacza cialo liczb rzeczywistych
R lub cialo liczb zepolonych C, m,n € N;.

Definicja 1. Macierzg o m wierszach i n kolumnach oraz wyrazach z ciata K
nazywamy prostokgitng tablice utworzong z elementéow ciata K.

Uwaga 1. Zbior wszystkich macierzy o m wierszach, n kolumnach i wyrazach
z ciata K oznaczamy symbolem M, «n(K). Macierz, w ktdrej liczba wierszy
wynosi n i jest rowna liczbie kolumn nazywamy macierzq kwadratowg stopnia
n. Zbidr wszystkich macierzy stopnia n o wyrazach z ciata K oznaczmy M, (K).

Uwaga 2 (Sposoby notowania macierzy). W zaleznosci od potrzeby stosujemy
o wielkie litery A, B,C,...;
e odwotanie do wyrazdw macterzy A = [a;j]mxn;

o wypisanie jawnie calej tablicy
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Przykiad 1 (Przyklady macierzy). e A= [ 411 g 2 } € Moy 3(R);
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Definicja 2. Macierze A = [a;], B = [bij] € Myxn(K) nazywamy réwnymi,
jezeli

aij = bij
dla1<i<m,1<j73<n.
Uwaga 3 (Szczegdlne postaci macierzy:). o macierz A = [a;;] € My xn(K)
nazywamy macierzq diagonalng jezeli a;; = 0 dla i # j.Przyktadowo
20000 070 0 0
A = 01 0 0 O € M3><5(R), A= S M4(R)
003 00 00 00
0 0 0 6
sg macierzamsi diagonalnymi.
o macierz [a;j] € Mpxn(K), wktérej a;j =0 dlai=1,...,m,j=1,...,n

nazywamy macierzq zerowq i 0znaczamy Oy, .



Uwaga 4 (Szczegdlne postaci macierzy cd:). o macierz kwadratowg [a;;] €
M, (K), w ktdrej
{ 1 dla i=j
Qi =

0 dla i#3j

nazywamy macierzq jednostkowg i oznaczmy I,.
1 0 ... O
I, = o 1 ... 0

1.1 Operacje na macierzach i ich wlasno$ci

Definicja 3 (Transponowanie macierzy). Niech A = [a;;] € My xn(K). Macierz
AT = aj;] € Mpxm(K) nazywamy macierzq transponowang macierzy A.

10 2

1204 57" 215

Przyklad 2. | 0 1 3 7 6 =10 3 1
25 1 8 0 4 7 8

5 6 0

Definicja 4 (Dodawanie macierzy). Jezeli A = [ai;], B = [bi;] € Mmxn(K), to
sumg macierzy A i B nazywamy macierz wymiary, m X n postaci

A+ B= [aij +bij].

Uwaga 5. Suma macierzy rdéznych wymiarow nie jest zdefiniowana.

12045 01 2 3 1
Przyklad 3. JezeliA=| 0 1 3 7 6 [,B=|5 16 2 0 |,to
2 51 8 0 43 2 1 2
1327 6]
A+B=|52 9 9 6
6 8 3 9 2|

Definicja 5 (Mnozenie macierzy przez skalar). Niech A = [a;;] € My xn(K), A €
K. Iloczynem macierzy A przez element ciata A (skalar) nazywamy macierz

Umowa 1. —A:=(-1)-A, A— B:= A+ (—B).
12 1 2 00
Przykiad 4. Dia A=| -1 0 -1 |,B= 1 -4 3
2 1 2 -1 3 2

1 6 3

BA—-B=| -4 4 -6

7 0 4



Stwierdzenie 1. Niech A, B,C € M, xn(K),a,b € K.
1. A+ B=B+ 4;
2. A+ (B+C)=(A+B)+C;
8. A4+ Opmn = Opn + A = A;
4. A+ (—A) = (—A)+ A= Opn;
5. 1-A= 4
6. (a+b)-A=a-A+b- A4
.a-(A+B)=a-A+a- B;
8 a-(b-A)=(ab)- A.

Whniosek 1. Ze wzgledu na wtasnosci (1)-(4) widzimy, Ze para (M, xn(K), +)
jest grupg przemienng, w ktorej macierz zerowa jest elementem neutralnym, a
elementem przeciwnym do macierzy A jest macierz —A.

Definicja 6 (Mnozenie macierzy). Niech A = [a;j] € Mpymxn(K), B = [b;;] €
My, xp(K) . Iloczynem macierzy A i B nazywamy macierz

A-B= [Cl‘j] € mep(K),

w ktorej
Cij = Q41 - bij + aze - byy + .o+ Qi - by

dlat=1,...,m,j=1,...p.
9 3 30 3 0

Przyklad 5. Dla macierzy A = ,B=11 2 3 4 |nie istniejg
41 0 0 0O

iloczyny A-B,B-A. Dla C = [ ? (1) 8 }m‘e istnieje iloczyn B-C, ale C'-B =
[6 0 6 0]

4 2 6 4 |°
Stwierdzenie 2 (Wlasnosci mnozenia macierzy).

1. A-(B-C)=(A-B)-C;

2. A-(B+C)=A-B+A-C,

3. (B+C)-A=B-A+C- A4

4. dlaaeK,a-(A-B)=(a-A)-B=A-(a-B).

Uwaga 6. W powyzszym stwierdzeniu, w kazdym z podpunktow zaktadamy, Ze
wymiary macierzy sq¢ takie, Ze odpowiednie mnozenia, dodawania sqg wykonalne.



Stwierdzenie 3. Dla A € M, (K)

I, A=A-1,=A.

Przyklad 6 (Mnozenie macierzy - dalsze przyklady). Dia A = { :1)) ? } ,B=

B

5 5
]
4 3
pa-[12].

Uwaga 7. Widzimy na powyzszym przykltadzie, Zze mnozenie macierzy nie jest
przemienne. Bywa réwniez i tak, ze mnozenie "w drugg strone” (w przypadku
tablic niekwadratowych) moze nawet weale nie byé wykonalne!

Oserwacja 1. W zbiorze macierzy kwadratowych stopnia n mnoZenie macierzy
jest dziataniem wewnetrznym.



