Definicja 1. Cialem (dokladniej - cialem przemiennym) nazywamy zbior K
wyposazony w dwa dziatania wewnetrzne - dodawanie (+) i mnozenie (-), ktdre
spetniajg nastepujgce warunki:

1. K z dodawaniem jest grupg przemienng, w ktorej element neutralny oz-
nacza sie przez 0;

2. mnozenie w zbiorze K jest przemienne i zbior K\ {0} z mnozeniem jest
grupg;

3. a-(b+c) = a-b+a-c dla kazdych elementéw a, b, ¢ € K (prawo rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania).

Przyklad 1. Cialami sg:
1. (Q,+,-,0,1);
2. (R,+,-,0,1).
Ciatem nie jest (Z,+,-,0,1).

Stwierdzenie 1 (FUNDAMENTALNA WLASNOSC CIALA). Niech K bedzie
ciatem, a,b € K. Wtedy

a-b=0&(a=0Vb=0).

Dowdéd. (<) Zalézy (bez straty ogdlnosci), ze np. b = 0. Wtedy a -0 =
a-(04+0)=a-0+a-0. Mamy zatem réwnosci

a-0=a-04+a-0,

a-0+(—a-0)=(a-0+a-0)+ (—a-0)
0=a-0+(a-0+(—a-0))
0=a-0.

Dowéd (cd). (=) Zalézmy, ze a-b =0, zas a # 0. Wtedy a posiada element
odwrotny a~'. Mamy

a-b=0 /-a!
al-(a-b)y=a"1-0
(a'-a)-b=a"t1-0
1-6=0
b=20

Definicja 2. Pare uporzgdkowanych liczb rzeczywistych (a,b) nazywamy liczbg
zespolong © notujemy a + bt w tzw. postaci algebraicznes.

Uwaga 1. Zbior liczb zespolonych oznaczamy literg C.



Definicja 3. Liczbe rzeczywistq a nazywamy czescig rzeczywistg liczby zespolonej
z = a+ bi i piszemy Re(z) = a, za$ liczbe rzeczywistg b, jej czescig urojong, co
notujemy Im(z) = b.

W zbiorze C wprowadzamy operacje mnozenia i dodawania liczb zespolonych.
Dlaz=a+bi,w=c+di

o z4+w=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i;
e z-w=(a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i;
Oserwacja 1. Dla z =0+ 14
z-z=(0+19)-(0+1)=(0-0-1-1)+(0-141-0)-i=—1+0i.

Uwaga 2. Od tej pory w zapisie liczb zespolonych pomijaé bedziemy 0 oraz 01,
czyli piszemy np. 2 zamiast 2 + 0i, 3i zamiast 0 + 3i, bedziemy takze pisac i
zamiast 11. W takiej notacji

i-i=1i%=—1.

Warto zapamietac, ze mnozenie liczb zespolonych wykonujemy tak jak mnozenie
wyrazen algebraicznych pamigtajge, ze i2 = —1.

Przyklad 2.
o (3—i)+(2+3i)=3—i+2+3i="5+2i Re(5+2i) =5,Im(5+2i) = 2;
o (3+2i)-(3—2i)=13,Re(13) = 13,Im(13) = 0;
o (3+2i)>=5+12i,Re(5+12i) = 5,Im(5 + 12i) = 12.

Twierdzenie 1. Zbdr C wraz z dodawaniem i mnozeniem liczb zespolonych
zdefintowanym jak wcze$niej jest ciatem.

Dowdd polega na bezposrednim sprawdzeniu wszystkich warunkéw z definicji
ciala.

Oserwacja 2. Elementem neutralnym dla dodawania liczb zespolonych jest 0,
a dla mnozenia 1. Elementem przeciwnym do a + bi jest liczba zespolona —a +
(=b)i := —a—bi. Rzczywiscie (a+bi)+(—a—bi) =a—a+(b—0)i=0+0i =0.

Twierdzenie 2 (ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY). Kazidy wielo-
mian zespolony stopnia n > 1 ma pierwiastek w ciele liczb zespolonych.

Definicja 4. Niech z = a+bi bedzie liczbg zepolong. Liczbe Z = a—bi nazywamy
liczbg zepolong sprzeiong z liczbg zespolong z. Modulem liczby zespolonej z
nazywamy liczbe |z| =va? + b2.

Stwierdzenie 2. Niech z = a + bi. Wtedy

o z-Z=lz



e |z| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0.
Dowdéd. e 2-z=(a+bi) (a—0bi)=a®>-b*%=a>+V*= |z
o 2l=08Va2+ 2 =0a®+b?=02a=0Ab=0s2=0.
Whiosek 1. Dia liczby zespolonej z € C\ {0}

1o 2
IE

a+bi
c+dt

Umowa 1. Od tej pory zapis bedziemy rozumied jako

(a+bi)- (c+di)~*.
Komentarz 1. Dla kazdej liczby rzeczywistej o

cos?a+sin’a = 1.
Z drugiej strony, jezeli p,q € R spelniajg warunek p> + ¢*> = 1, to istnicje
liczba rzeczywista 0 taka, ze cosf = p,sinf = q. Liczba 0 wyznaczona jest z

doktadnoscig do calkowitej wielokrotnodci 2mw. Jezeli z = a + bi € C\ {0}, to
mozemy zapisac

b
za+bi\/a2+b2< a4 >7

n )
Va2 + b2 \/(12—|—bZZ

przy czym

() () -

Istnieje zatem liczba 0 € R taka, Ze

— a _ a
cosf = E T 1A
sinf = b =2t

Va?+b? BT

Definicja 5. Argumentem liczby zespolonej z = a + bi # 0 nazywamy kazdg
liczbe 0 € R spelniajocq uklad réwnan

cosf =
sinf =
Przyymujemy, Ze argumentem liczby zespolonej z = 0 jest dowolna liczba rzeczy-

wista 0. Argumentem glownym liczby zespolonej z # 0 nazywamy argument 0
tej liczby spetniajgcy nieréwnosé

e

[SaR %Y

3

0<60<2m.

Przyjmujemy, ze argumentem gtéwnym liczby zespolonej z = 0 jest 0.



Uwaga 3. Dla z = a+ bi # 0, zapis z = |z|(cosf + isin®), gdzie 0 jest
argumentem liczby zespolonej z nazywamy postacig trygonometryczng liczby ze-
spolonej z.

Przykiad 3.
1.2 —2i =22 (cos I +isin IF);

2. —2—2v/3i =4 (cos i + isin4F);

3. 1+1= \/i(cosg +isin§).
Twierdzenie 3. Dla
z1 = |z1|(cos 01 + isinby),
29 = |22|(cos 2 + isin bs),

1. Z1 k2 = |Zl‘ . |2’2‘(COS(01 + 92) +iSiH(91 + 92)),’

2. jesli zo #0, to ZL = |Z—;|(COS(91 —02) 4+ isin(6; — 62));

[22]
Innymi stowy, mnozgc dwie liczby zespolone mnozymy ich moduly, a argument
dodajemy, zas dzielgc dwie liczby zespolone, dzielimy ich moduly, a argumenty
odegmugjemy.
Przyklad 4. Niech

2 2
z1 = 2(cos ?ﬂ + isin—ﬂ-)7

3
11 11
2o = 8(cos TW + isin %)

Witedy 21 - zp = 16(cos 5 +isin 7).

Oserwacja 3.
z = |z|(cosf + isin §)

2% = |2|*(cos26 + i sin 26)
23 = |2]3(cos30 + i sin 36)

Twierdzenie 4 (Twierdzenie De Moivre’a). Dla z = |z|(cos0 + isinf),n € N,
2" = |z]"(cosnf + isinnb).
Przyklad 5. (14 14)2°2 = (/2)2°12(cos 5037 + i sin 5037) = —21006,

Definicja 6 (Przypomnienie). Pierwiatkiem arytmetycznym stopnia n (n €
Ny ) z nieujemnej liczby rzeczywistej a nazywamy nieujemng liczbe rzeczywistg
b takq, Ze

b" =a,

co notujemy /a = b.



Definicja 7. Pierwiastkiem stopnian (n € Ny ) z liczby zespolonej z nazywamy
takq liczbe zespolong w, Ze
w" = z.

Uwaga 4. Pierwiastek z liczby zespolonej nie jest wyznaczony jednoznaczmnie
(oprdcz zera).

Stwierdzenie 3 (Wzér na pierwiastki z liczby zespolonej). Kazda liczba ze-
spolona z = |z|(cosf + isinf) # 0 ma doktadnie n pierwiastkéw stopnia n.
Zbior tych pierwiastkow ma postaé

C/E = {ZO7 .- ';Zn—l}v

0+ 2k 0+ 2k
2L = 7\‘/?|(cos+ W—l—isini—'_ 7T>
n

n

gdzie

dlak=0,...,n—1.

Przyklad 6. v/16 =?, 16 = 16(cos0 + isin0), zg = v/16(cos0 + isin0) = 2,
z1 = 2(cos T +isinZ) = 2i, zp = 2(cosm + isinm) = —2, z3 = 2(cos 3T +

isin 3) = —2i, /16 = {2, -2, 2i, —2i}.



