Definicja 1. Dziataniem wewnetrznym (lub krétko - dziataniem) w zbiorze G
nazywamy funkcje
o:GxG—G.

Uwaga 1. Warto$¢ funkcji o : G x G — G na parze (a,b) € G x G bedziemy
notowaé aob (zamiast o(a,b)) i nazywaé wynikiem dzialania na elementach a i

b.
Definicja 2. Dzialanie o okreslone w zbiorze G nazywamy

1. przemiennym, jezeli dla dowolnych a,b € G

aob="boa,

2. lgcznym, jezeli dla dowolnych a,b,c € G
ao(boc)=(aob)oec.

Przyklad 1.
1. 4, sq¢ dziataniami tgcznymi @ przemiennymi w R;
2. dziatanie o okreslone w zbiorze R w nastepujgcy sposob
aob=2ab—4
jest przemienne, ale nie jest tgczne;
3. dziatanie x okreslone w zbiorze Z w nastepujgcy sposob
axb=a+b+6
jest przemienne i tgczne;

Definicja 3. Element e € G nazywamy elementem neutralnym dziatania o
okreslonego w zbiorze G, jezeli dla kazdego a € G

aoce=eoa=a.
Przyklad 2.
1. 0 jest elementem neutralnym dodawania w R;
2. 1 jest elementem meutralnym mnozenia w R;

3. —6 jest elementem neutralnym dziatania *, okreslonego w zbiorze Z w
nastepujgcy sposéb a xb=a+ b+ 6.

Stwierdzenie 1. Dzialanie o okreslone w zbiorze G posiada co najwyzej jeden
element neutralny.



Dowdd. Zalozmy, ze e1,es € G sg elementami neutralnymi dziatania o. Wiedy
€9 — €1 0€9g = €90€1 = €1.

Definicja 4. Niech o bedzie dziataniem okreslonym w zbiorze G, zas e € G jego
elementem neutralnym. Element a’ € G nazywamy elementem odwrotnym do
elementu a € G, jezeli

adoca=aod =e.

Przyklad 3.

1. W zbiorze R ze zwyklym dodawaniem dla liczby a € R,a’ = —a (dla do-
dawania zwyczajowo mowi sie o elemencie przeciwnym, zamiast o odwrot-

nym);

2. W zbiorze R ze zwyktym mnozeniem, o’ = % dla a # 0, 0 nie posiada

natomiast elementu odwrotnego;

Stwierdzenie 2. Niech dzialanie wewnetrzne o w zbiorze G bedzie lgczne i
posiada element neutralny e € G. Element a € G posiada co najwyzej jeden
element odwrotny o’ € G.

Dowdd. Zatézmy, ze element a € G ma dwa elementy odwrotne a',a” € G.
Wowczas

ad=doe=do(acd")=(doa)od" =ecd =d".

Definicja 5. Grupg nazywamy pare (G,o), gdzie G jest niepustym zbiorem, o
dzialaniem wewnetrznym w zbiorze G, ktdre jest tgczne, posiada element neu-
tralny 1 wzgledem ktorego kazdy element zbioru G posiada element odwrotny.
Grupe nazywamy przemienng (abelowg), jezeli dziatanie o jest przemienne.

Whiosek 1.

1. W grupie istnieje doktadnie jeden element neutralny.

2. W grupie kazdy element posiada doktadnie jeden element odwrotny.
Przykiad 4.

1. Grupami s¢ (Z,+), (Q,+), (R,+), (Q\ {0},-), (R\ {0},-).

2. Grupami nie s¢ (N,+), (R,-).

0.1 Grupy S,

Niech n > 2,n € N. Symbolem S, bedziemy oznaczaé od tej pory zbiér wszyst-
kich bijekcji 7: {1,...n} — {1,...n}. Bijekcje ze zbioru S,, nazywaé¢ bedziemy
permutacja. Permutacje 7 € S,, notowaé¢ bedziemy w postaci dwuwierszowej

72(7(11) 7(22) . ng))



lub krétko

Przykladowo przy n =4 dla
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widzimy, ze 7(1) = 3,7(2) = 2,7(3) = 1,7(4) = 4.
Stwierdzenie 3. Para (Sp,0), gdzie o oznacza sktadanie funkcji, jest grupg.
Stwierdzenie 4. Grupa S, dla n > 3 nie jest przemienna.

Dowdéd. Niech
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Uwaga 2. Od tej pory, dla uproszczenia zapisow, bedziemy pomijaé symbol o.
Pojawi sie zatem np. napis ot zamiast o o T.

Definicja 6. Permutacje T € S,, nazywamy cyklem dlugosci k, 2 < k <n (albo

cyklem k-wyrazowym), jezeli istnieje k-elementowy podzbior A = {aq,...,ax}
zbioru {1,...,n} taki, ze
1. 7(a1) = ag,7(az) = ag, ..., 7(ax—1) = ag, 7(ar) = a1;

2. 7(i) =1 dlai ¢ A.

Cykl k-wyrazowy notowalé bedziemy (aq,...,ax), pomijajgc w zapisie liczby,
ktore przechodzg na siebie i stosujgc przecinki. Przyjmujemy, Ze permutacja
tozsamosciowa jest cyklem dlugosci 1.

Przyklad 5.

1. Permutacja
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jest cyklem dtugosci 3; 7 = (2,4,5
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2. Permutacja
(1 2 3 4 5 6 cs
7\3 415 26 6
nie jest cyklem;
Definicja 7. Cykl dtugosci 2 nazywamy transpozycjg.

Definicja 8. Cykle T = (a1, ...,ar),0 = (b1,...,bm) € S, nazywamy roztgcznymi,
gezeli zbiory A ={aq,...,ar}, B ={b1,...,bm} sq¢ rozlgczne.

Stwierdzenie 5. Jezeli cykle 7,0 € S, sq rozlgczne, to To = oT.

Twierdzenie 1. Dowolna permutacja ze zbioru S, albo jest cyklem, albo daje
sie przedstawic¢ jako iloczyn cykli roztgcznych. Dodatkowo, dwa przedstawienia
danej permutacji w postaci iloczynu cykli roztgcznych rozniq sie tylko kolejnoscig
czynnikow.

Nie podajemy tutaj dowodu powyzszego twierdzenia. Pokazemy na przyktadzie
w jaki sposéb rozlozyé dana permutacje na iloczyn cykli roztacznych. Niech

(123 456 7
Tm\3 756 14 2)
7 =(1,3,5)(2,7)(4,6).

Stwierdzenie 6. Kaidy cykl mozna przedstawié jako ztozZemie pewnej liczby
transpozycyi.

Dowdéd. Cykl diugosci 1, czyli permutacje identycznodciowg mozna przedstawié

w postact
1 2 ... n
72(1 2 ... n>=(1,2)(271).

Niech 7 = (aq,...ay) bedzie cyklem dlugosci k > 2. Wtedy

(a1y...,a) = (a1, ar)(a1,ak-1) - .. (a1, az).

Whniosek 2. Kazdg permutacje mozna przedstawic w postaci iloczynu pewnej
tlosci transpozycyi.



