
Lista 7: Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

1. W zbiorze R2 okre±lamy dziaªania dodawania

(x, y) + (u, v) = (x+ u, y + v),

oraz mno»enia przez skalar

α ◦ (x, y) = (αx, αy).

Sprawdzi¢, czy zbiór R2 wraz z tak okre±lonymi dziaªaniami jest przestrzeni�a wektorow�a.

2. W zbiorze R2 okre±lono dziaªania dodawania

(x, y) + (u, v) = (x+ u, y + v),

dla wszystkich (x, y), (u, v) ∈ R2 oraz dziaªanie mno»enia przez skalar

α · (x, y) = (αx, y)

dla α ∈ R, (x, y) ∈ R2. Zbiór R2 z tak okre±lonymi dziaªaniami nie jest przestrzeni�a wektorow�a.

Nast�epuj�ace aksjomaty przestrzeni wektorowej nie s�a speªnione . . . . . . . . . . . . . . . (odwoªaj si�e do de�nicji

przestrzeni wektorowej podanej na wykªadzie).

3. W zbiorze R2 okre±lono dziaªania dodawania

(x, y) + (u, v) = (x+ u, y + v)

dla wszystkich (x, y), (u, v) ∈ R2 oraz mno»enia przez skalar

α · (x, y) = (αx,−αy)

dla α ∈ R, (x, y) ∈ R2. Zbiór R2 z tak okre±onymi dziaªaniami nie jest przestrzeni�a wektorow�a.

Nast�epuj�ace aksjomaty przestrzeni wektorowej nie s�a speªnione . . . . . . . . . . . . . . . (odwoªaj si�e do de�nicji

przestrzeni wektorowej podanej na wykªadzie).

4. Rozwa»my rzeczywist�a przestrze« wektorow�a R3 wraz ze standardowo okre±lonymi dziaªaniami dodawa-

nia wektorów i mno»enia wektora przez skalar. Który z poni»szych podzbiorów jest jej podprzestrzeni�a?

(a) A1 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x1 = 0},
(b) A2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x1 · x2 = 0},
(c) A3 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x2 6= 0},

(d) A4 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x1 + x2 = 0},
(e) A5 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x1 + x2 + x3 = 0},
(f) A6 = {(x1, x2, x3) ∈ R3; x1 + x2 = 1}.

5. Sprawd¹, czy podzbiór W jest podprzestrzeni�a rzeczywistej przestrzeni liniowej V , któr�a rozwa»amy

wraz ze standardowymi dziaªaniami dodawania wektorów i mno»enia wektora przez skalar, je»eli

(a) W = {(x1, x2, x3, 0) | x1, x2, x3 ∈ R}, V = R4;

(b) W = {(x, y, 2x− 3y) | x, y ∈ R}, V = R3;

(c) W jest zbiorem macierzy postaci

[
0 a
b 0

]
, V =M2(R).
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6. W »adnym z poni»szych przykªadów W nie jest podprzestrzeni�a podanej rzeczywistej przestrzeni linio-

wej. Podaj�ac stosowny kontrprzykªad uzasadnij dlaczego.

(a) W jest zbiorem wszystkich tych wektorów w R3, które na trzeciej wspóªrz�ednej maj�a 1;

(b) W jest zbiorem wszystkich tych wektorów w R2, których wszystkie wspóªrz�edne s�a liczbami wy-

miernymi;

(c) W jest zbiorem wszystkich tych wektorów w R2, których wszystkie wspóªrz�edne s�a liczbami caª-

kowitymi;

(d) W jest zbiorem wszystkich tych wektorów w R4, których wszystkie wspóªrz�edne s�a dodatnie;

(e) W jest zbiorem wszystkich tych wektorów w R3, których wszystkie wspóªrz�edne s�a trójkami

pitagorejskimi;

(f) W jest zbiorem wszystkich tych macierzy w Mn(R), których wyznacznik jest równy 0.

(g) W jest zbiorem wszystkich tych macierzy A w Mn(R), dla których A2 = A.

7. Sprawd¹, czy wskazany podzbiór jest podprzestrzeni�a przestrzeniMn(R) rozwa»anej ze standardowymi

dziaªaniami.

(a) zbiór macierzy górnych trójk�atnych;

(b) zbiór macierzy o wyrazach caªkowitych;

(c) zbiór macierzy osobliwych;

(d) zbiór macierzy odwracalnych;

(e) zbiór macierzy, których wyrazy sumuj�a si�e do 0.
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