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Liniowe rownania eliptyczne drugiego rzedu w obszarach gtadkich badane byty od pierwszej
potowy dwudziestego wieku. Prace Girauda i Schaudera z lat trzydziestych pokazaty, ze przy
zatozeniu odpowiedniej gtadkosci wspotczynnikéw réwnania i brzegu obszaru, podstawowe za-
gadnienia brzegowe sg rozwigzywalne. Artykut Friedrichsa z 1934 roku spowodowal, ze problemy
te zaczely by¢ interpretowane z punktu widzenia analizy funkcjonalnej. Prace De Griorgi z 1957
roku i Nasha z 1958 roku rozpoczety nowy etap w badaniu wielowymiarowych réwnan liniowych.
Kulminacja tego etapu byly prace Stampacchia (1960), Morreya (1959) oraz Ladyzhenskaya
i Ural’tsevy (1964). Ich prace zainspirowaly wielu innych matematykow.

Zagadnienia, w ktorych warunek brzegowy ma posta¢ b(x,u, Du) = 0, gdzie b zalezy od
gradientu Du nieznanej funkcji u w okreslony sposéb, nazywane sa zagadnieniami z ukosna
pochodna. Warto zauwazy¢, ze istnieje zasadnicza réznica w podejéciu wiekszosci badaczy do za-
gadnienia z ukos$na pochodng a podejsciu do zagadnienia Dirichleta. L.adyzhenskaya i Ural’tseva
w monografii poswiecity dziewie¢ rozdziatow zagadnieniu Dirichleta i tylko jeden rozdziat ,innym
warunkom brzegowym”. Gilbarg i Trudinger w swojej ksiazce na zagadnienie z uko$na pochodna
przeznaczyli jedynie kilka stron. Pewne uporzadkowanie istniejacej teorii na temat zagadnieri
z ukodna pochodna zostato zawarte w ksigzce Liebermana z 2013 roku. Niestety, w przeciwienst-
wie do zagadnienia Dirichleta, teoria dla zagadnien z uko$na pochodng nie jest jeszcze w stanie
kompletnym.

Nalezy jeszcze zauwazyé, ze badania w wymienionych pracach odnosza sie do zagadnien
brzegowych w wystarczajaco gladkich obszarach. Jednak wiele probleméw fizyki i techniki
prowadzi do koniecznosci rozwazania zagadnieni brzegowych w obszarach z niegltadkim brzegiem,
w szczegolnosci, w obszarach, ktore maja skonczona liczbe punktow katowych (n = 2) lub
stozkowych (n > 3) na brzegu. Teoria zagadnieri brzegowych w niegtadkich obszarach zostala
opisana w znanej ksiazce Kondratiewa i Oleinika (1983), jak rowniez w pracach Kufnera i Séndiga
(1987) oraz w monografii Maz’ya i in. (1984, 1997).

Pionierskimi i fundamentalnymi pracami po§wieconymi ogdlnym liniowym zagadnieniom brze-
gowym w obszarach z punktami katowymi i stozkowymi byty prace Kondratiewa (1963, 1967),
Birmana i Skvortsova (1962), Eskina (1963, 1985), Lopatinskiy’ego (1963) oraz Maz’ya (1963,



1966, 1967). Prace te sa zwiazane z rozwiazywalnoscia oraz regularnoscia rozwiazan ogdlnych
réwnan liniowych eliptycznego typu w wagowych przestrzeniach Sobolewa-Kondratiewa, w ob-
szarach niegtadkich z zalozeniem odpowiedniej gtadkosci wspdtczynnikéw réwnan. Warto zwrécié
uwage na fakt, ze metody stosowane do analizy zagadniern w gtadkich obszarach nie mogg by¢
stosowane do analizy probleméw w obszarach niegtadkich.

Niniejsza rozprawa poswiecona jest badaniu zachowania sie silnych rozwigzan zagadnienia
z uko$na pochodna dla eliptycznych réwnan w poblizu brzegowego punktu stozkowego. Gtownym
celem jest otrzymanie doktadnego wykladnika malenia rozwiazan przy minimalnych mozliwych
zalozeniach. Teoria zagadnien z uko$na pochodng odgrywa wazna role w badaniach przeptywow
transonicznych oraz w teorii zagadnient kapilarnych. Opis tej teorii, znanej od 1986 roku, mozna
znalez¢é w pracy Finn’a z 1986 roku. W naukach o materiatach konstrukcyjnych, punkty os-
obliwe odpowiadaja wlasnosciom materiatéw w poblizu peknie¢ lub szczelin. Inne zastosowania
zagadnien brzegowych, zaréwno liniowych jak i nieliniowych, w teorii materiatéw kompozytowych
o skoniczonej liczbie inkluzji, mozna znalezé w monografii Mityusheva i Rogosina z 1999 roku.
W geodezji i geofizyce niektére z najbardziej podstawowych probleméw okreslania pola grawita-
cyjnego z obserwacji brzegowych sg przeliczane na zewnetrzne zagadnienia brzegowe dla réwnari
Laplacea i Poissona.

W rozprawie badane sg silne rozwiazania zagadnienia z ukosna pochodna dla niedywergen-
cyjnych réwnan eliptycznych drugiego rzedu: liniowego, semiliniowego i quasiliniowego
w n-wymiarowym obszarze ograniczonym z punktem stozkowym na brzegu. Otrzymane zostaty
oszacowania rozwiazan w wagowych przestrzeniach Sobolewa-Kondraiewa oraz oszacowania typu
u(z) = O(|z|*) z doktadnym wykltadnikiem c.

Wyprowadzona zostata réwniez nowa nieréwnosé typu Friedrichsa-Wirtingera zaadaptowana
do liniowego zagadnienia z doktadna stata szacujaca oraz wyprowadzone zostaly pewne pomoc-
nicze catkowo-rézniczkowe nieréwnosci. Wyprowadzone zostaly lokalne i globalne oszacowania
rozwiazan i znaleziony zostal najlepszy wyktadnik ciaglodci modutéw rozwiazan w poblizu punktu
stozkowego. Nowym podejsciem pracy bylo rozwazanie oszacowan rozwiazan rozwazanych zagad-
nien przy minimalnych zalozeniach na gltadkosé wspoétczynnikéw. Uzyskane zostaly pewne osza-
cowania w sytuacjach, gdy wspoétczynniki rownan nie spelniaja nawet warunku Diniego ciaglogci.
W pracy udowodniono rowniez twierdzenie o istnieniu najmniejszej wartosci wtasnej zagadnienia
na wartosci wlasne dla operatora Laplacea-Beltramiego na sferze jednostkowej. Uzyskano réwniez
oszacowanie tej wartosci.

Otrzymane rezultaty stanowig rozszerzenie rezultatéw uzyskanych przez Borsuka i Kon-

dratiewa oraz wczesniejszych rezultatow autora (Electronic Journal of Differential Equations,



2012). Czesciowe rezultaty rozprawy zostaly opublikowane w trzech artykutach: dwoch w Com-
plex Variables and Elliptic Equations (2014, 2015) oraz jednego w Current Trends in Analysis
and Its Applications, Trends in Mathematics (2015).

W rozprawie zastosowane zostaly metody Borsuka-Kondratiwewa, w tym metoda pierscieni
Kondratiewa, zaadaptowane do zagadnienia z ukosna pochodna w niegtadkim obszarze. Wyko-
rzystane zostaly rowniez twierdzenia Sobolewa o zanurzeniu, LP-oszacowania, zasady maksimum,
zasady pordéwnawcze, jak rowniez metoda funkcji barierowej. W dowodzie twierdzenia o istnieniu
najmniejszej wartosdci wtasnej zastosowane zostaly funkcje kuliste Legendre’a , funkcje Gegen-
bauer’a oraz pewne ich wlasnosci. W celu uzyskania oszacowania najmniejszej wartosci wlasnej,

uzyta zostala zasada poréwnawcza Chaplygin’a.



