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STRESZCZENIE

Liniowe równania eliptyczne drugiego rz¦du w obszarach gªadkich badane byªy od pierwszej

poªowy dwudziestego wieku. Prace Girauda i Schaudera z lat trzydziestych pokazaªy, »e przy

zaªo»eniu odpowiedniej gªadko±ci wspóªczynników równania i brzegu obszaru, podstawowe za-

gadnienia brzegowe s¡ rozwi¡zywalne. Artykuª Friedrichsa z 1934 roku spowodowaª, »e problemy

te zacz¦ªy by¢ interpretowane z punktu widzenia analizy funkcjonalnej. Prace De Griorgi z 1957

roku i Nasha z 1958 roku rozpocz¦ªy nowy etap w badaniu wielowymiarowych równa« liniowych.

Kulminacj¡ tego etapu byªy prace Stampacchia (1960), Morreya (1959) oraz Ladyzhenskaya

i Ural'tsevy (1964). Ich prace zainspirowaªy wielu innych matematyków.

Zagadnienia, w których warunek brzegowy ma posta¢ b(x, u,Du) = 0, gdzie b zale»y od

gradientu Du nieznanej funkcji u w okre±lony sposób, nazywane s¡ zagadnieniami z uko±n¡

pochodn¡. Warto zauwa»y¢, »e istnieje zasadnicza ró»nica w podej±ciu wi¦kszo±ci badaczy do za-

gadnienia z uko±n¡ pochodn¡ a podej±ciu do zagadnienia Dirichleta. Ladyzhenskaya i Ural'tseva

w monogra�i po±wi¦ciªy dziewi¦¢ rozdziaªów zagadnieniu Dirichleta i tylko jeden rozdziaª �innym

warunkom brzegowym�. Gilbarg i Trudinger w swojej ksi¡»ce na zagadnienie z uko±n¡ pochodn¡

przeznaczyli jedynie kilka stron. Pewne uporz¡dkowanie istniej¡cej teorii na temat zagadnie«

z uko±n¡ pochodn¡ zostaªo zawarte w ksi¡»ce Liebermana z 2013 roku. Niestety, w przeciwie«st-

wie do zagadnienia Dirichleta, teoria dla zagadnie« z uko±n¡ pochodn¡ nie jest jeszcze w stanie

kompletnym.

Nale»y jeszcze zauwa»y¢, »e badania w wymienionych pracach odnosz¡ si¦ do zagadnie«

brzegowych w wystarczaj¡co gªadkich obszarach. Jednak wiele problemów �zyki i techniki

prowadzi do konieczno±ci rozwa»ania zagadnie« brzegowych w obszarach z niegªadkim brzegiem,

w szczególno±ci, w obszarach, które maj¡ sko«czon¡ liczb¦ punktów k¡towych (n = 2) lub

sto»kowych (n ≥ 3) na brzegu. Teoria zagadnie« brzegowych w niegªadkich obszarach zostaªa

opisana w znanej ksi¡»ce Kondratiewa i Oleinika (1983), jak równie» w pracach Kufnera i Sändiga

(1987) oraz w monogra�i Maz'ya i in. (1984, 1997).

Pionierskimi i fundamentalnymi pracami po±wi¦conymi ogólnym liniowym zagadnieniom brze-

gowym w obszarach z punktami k¡towymi i sto»kowymi byªy prace Kondratiewa (1963, 1967),

Birmana i Skvortsova (1962), Eskina (1963, 1985), Lopatinskiy'ego (1963) oraz Maz'ya (1963,
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1966, 1967). Prace te s¡ zwi¡zane z rozwi¡zywalno±ci¡ oraz regularno±ci¡ rozwi¡za« ogólnych

równa« liniowych eliptycznego typu w wagowych przestrzeniach Sobolewa-Kondratiewa, w ob-

szarach niegªadkich z zaªo»eniem odpowiedniej gªadko±ci wspóªczynników równa«. Warto zwróci¢

uwag¦ na fakt, »e metody stosowane do analizy zagadnie« w gªadkich obszarach nie mog¡ by¢

stosowane do analizy problemów w obszarach niegªadkich.

Niniejsza rozprawa po±wi¦cona jest badaniu zachowania si¦ silnych rozwi¡za« zagadnienia

z uko±n¡ pochodn¡ dla eliptycznych równa« w pobli»u brzegowego punktu sto»kowego. Gªównym

celem jest otrzymanie dokªadnego wykªadnika malenia rozwi¡za« przy minimalnych mo»liwych

zaªo»eniach. Teoria zagadnie« z uko±n¡ pochodn¡ odgrywa wa»n¡ rol¦ w badaniach przepªywów

transonicznych oraz w teorii zagadnie« kapilarnych. Opis tej teorii, znanej od 1986 roku, mo»na

znale¹¢ w pracy Finn'a z 1986 roku. W naukach o materiaªach konstrukcyjnych, punkty os-

obliwe odpowiadaj¡ wªasno±ciom materiaªów w pobli»u p¦kni¦¢ lub szczelin. Inne zastosowania

zagadnie« brzegowych, zarówno liniowych jak i nieliniowych, w teorii materiaªów kompozytowych

o sko«czonej liczbie inkluzji, mo»na znale¹¢ w monogra�i Mityusheva i Rogosina z 1999 roku.

W geodezji i geo�zyce niektóre z najbardziej podstawowych problemów okre±lania pola grawita-

cyjnego z obserwacji brzegowych s¡ przeliczane na zewn¦trzne zagadnienia brzegowe dla równa«

Laplacea i Poissona.

W rozprawie badane s¡ silne rozwi¡zania zagadnienia z uko±n¡ pochodn¡ dla niedywergen-

cyjnych równa« eliptycznych drugiego rz¦du: liniowego, semiliniowego i quasiliniowego

w n-wymiarowym obszarze ograniczonym z punktem sto»kowym na brzegu. Otrzymane zostaªy

oszacowania rozwi¡za« w wagowych przestrzeniach Sobolewa-Kondraiewa oraz oszacowania typu

u(x) = O(|x|α) z dokªadnym wykªadnikiem α.

Wyprowadzona zostaªa równie» nowa nierówno±¢ typu Friedrichsa-Wirtingera zaadaptowana

do liniowego zagadnienia z dokªadn¡ staª¡ szacuj¡c¡ oraz wyprowadzone zostaªy pewne pomoc-

nicze caªkowo-ró»niczkowe nierówno±ci. Wyprowadzone zostaªy lokalne i globalne oszacowania

rozwi¡za« i znaleziony zostaª najlepszy wykªadnik ci¡gªo±ci moduªów rozwi¡za« w pobli»u punktu

sto»kowego. Nowym podej±ciem pracy byªo rozwa»anie oszacowa« rozwi¡za« rozwa»anych zagad-

nie« przy minimalnych zaªo»eniach na gªadko±¢ wspóªczynników. Uzyskane zostaªy pewne osza-

cowania w sytuacjach, gdy wspóªczynniki równa« nie speªniaj¡ nawet warunku Diniego ci¡gªo±ci.

W pracy udowodniono równie» twierdzenie o istnieniu najmniejszej warto±ci wªasnej zagadnienia

na warto±ci wªasne dla operatora Laplacea-Beltramiego na sferze jednostkowej. Uzyskano równie»

oszacowanie tej warto±ci.

Otrzymane rezultaty stanowi¡ rozszerzenie rezultatów uzyskanych przez Borsuka i Kon-

dratiewa oraz wcze±niejszych rezultatów autora (Electronic Journal of Di�erential Equations,
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2012). Cz¦±ciowe rezultaty rozprawy zostaªy opublikowane w trzech artykuªach: dwóch w Com-

plex Variables and Elliptic Equations (2014, 2015) oraz jednego w Current Trends in Analysis

and Its Applications, Trends in Mathematics (2015).

W rozprawie zastosowane zostaªy metody Borsuka-Kondratiwewa, w tym metoda pier±cieni

Kondratiewa, zaadaptowane do zagadnienia z uko±n¡ pochodn¡ w niegªadkim obszarze. Wyko-

rzystane zostaªy równie» twierdzenia Sobolewa o zanurzeniu, Lp-oszacowania, zasady maksimum,

zasady porównawcze, jak równie» metoda funkcji barierowej. W dowodzie twierdzenia o istnieniu

najmniejszej warto±ci wªasnej zastosowane zostaªy funkcje kuliste Legendre'a , funkcje Gegen-

bauer'a oraz pewne ich wªasno±ci. W celu uzyskania oszacowania najmniejszej warto±ci wªasnej,

u»yta zostaªa zasada porównawcza Chaplygin'a.
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