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,Funkcje wielomianowo prawie-wypukte”

Niech H bedzie klasa wszystkich funkeji holomorficznych w kole jednostkowym D :=
D(0,1), gdzie D(a,r) == {( € C: [( —a| < r}dlaa € Cir > 0. W 1952 roku
Kaplan wykazal nastepujace kryterium jednolistnosci (tj. réznowartosciowosci) funkeji
holomorficznej w kole D.

Dla dowolnych f,g € H, jesli funkcja g odwzorowuje réinowartosciowo koto D na zbidr
wypukly g(D) w plaszczyznie zespolonej C, f'(0) # 0 oraz

f'(2)
g'(2)

to f jest funkcjg réznowartosciowg wD. Funkcja f € A :={h € H : h(0) = 0= '(0)-1},
dla ktérej istnieje funkcja g € ‘H o powyzszych wlasnosciach, nazywana jest funkcjg
prawie-wypuktq.

Warunek jednolistnoéci (1) uzasadnia rozwazanie nastepujacej klasy funkcji prawie wypu-
ktych wzgledem dowolnie ustalonej funkcji h € 'H:

>0, 2e€D,

(1) Re

2) C*(h) = { feA: A\ Re(h(2)f'(2) > o} .

zeD

Zauwazmy, ze f € A jest funkcja prawie wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy f € C*(1/g')
dla pewnej funkcji g € A odwzorowujacej réznowartosciowo koto I na zbiér wypukly
g(D). W szczegblnosci autorka definiuje w podrozdziale 2.1 tytulowe funkcje wielomianowo
prawie-wypukle. W tym celu stosuje wzér (2) dla wielomianéw h takich, ze 0 ¢ h(D) i
|h(0)| = 1. Dokladniej rzecz ujmujac, autorka okresla zbiory ciagow

Ap:={0}', A,:={¢e€C:0<[¢(|<1}" dlan€N, oraz A:= |J As,

neNy

gdzie Ny := N U {0}, a nastepnie definiuje wielomiany

1 gdy A € Ao,
e g i [[(1-A(k)z) gdyneNiA€A,.
k=1
Klasy funkcji
(3) C(6,A) :=C*(e®Pp), d€[-m/2m/2],A€A,



sg kluczowe w tej pracy. Funkcje klasy C(d, A) autorka nazywa funkcjami wielomianowo
prawie-wypuklymi wzgledem A z argumentem 0; por. definicja 2.1 na str. 14. Definicja ta
zawiera roéwniez okreélenia klas pochodnych

C{A) = U C(6,A), AeA,
d€[—m/2;m/2)
Cék) 5= U C(6,A), keNg,de[-m/2;m/2],
AEA
C=c®, del-n/2n/7,
keNg
cW.= |y ¢, keNy,
S€[—m/2;m/2]
(S U e
keNg

nazwanych odpowiednio klasami funkcji: wielomianowo prawie-wypuktymi wzgledem A,
wielomianowo prawie-wypukiymi stopnia k z argumentem ¢, wielomianowo prawie-
wypuklymi z argumentem §, wielomianowo prawie-wypuklymi stopnia k i wielomianowo
prawie-wypuktymi. W podrozdziale 2.2 autorka dowodzi podstawowych wtasnosci tych
funkeji; por. twierdzenia 2.3, 2.4, 2.5, 2.8, 2.9 i 2.10. Warto tutaj wyrdzni¢ twierdze-
nia 2.3, 2.5, 2.8 oraz 2.10. Pierwsze z nich wyraza fakt, ze dla dowolnych § € [—7/2;7/2],
AeAifeC(o,AN),

Re(ei‘sPA(z)f’(z)) >0, zeD,
wtedy i tylko wtedy, gdy |§| < m/2. Drugie ustala zaleznos¢
C(—m/2,A) =C(w/2,A) = {ha}, A€A,

gdzie
 T—
DBZI—)hA(Z)ZZ'/O mdt

Trzecie opisuje zwiazek klas C(J, A) i C(A) z funkcjami prawie wypuklymi wzgledem funk-
cji
D 3> 2+ ga(2) = z/Pa(z) .

Treécig czwartego twierdzenia jest lokalna wspélna ograniczonos¢, wypukloéé i zwartosé
(w sensie topologii zbieznosci niemal jednostajnej w D) kazdej z klas C(3,A) dla ¢ €
(—7/2;7/2) i A € A.

Klasy C(6, A) stanowia naturalne rozszerzenia klas badanych na przestrzeni kilku ostat-
nich dziesiecioleci przez wielu matematykéw pod katem kryteriow jednolistnosci funkeji
holomorficznych oraz analitycznych charakteryzacji funkeji okreslonych warunkami geo-
metrycznymi, jak np. funkcje holomorficzne i wypukte w zadanym kierunku. Szerzej na
ten temat autorka pisze w podrozdziale 2.3 przytaczajac odnoéniki do prac takich autoréw
jak miedzy innymi: Ozaki, Noshiro, Warschawski, Robertson, Hengartner i Schober, Lecko
i Ciozda. Daje to dobra motywacje dla pracy badawczej w tym zakresie, a recenzowana
praca doktorska prezentuje jej rezultaty.

Podstawowym problemem dla funkcji z klasy C(d, A) jest ich jednolistno$é. Autorka
dowodzi w rozdziale trzecim, ze dla kazdego A € Ag U A; U A, funkcje z klasy C(A)
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sa jednolistne; por. wniosek 3.10. W przypadku k > 3 twierdzenie 3.11 podaje warunek
dostateczny jednolistnosci funkcji z klasy C(A), gdy A € Ay.

Rozdzial czwarty pos$wiecony jest ogélnie rzecz biorac zwigzkom pomigdzy klasami
C(61,A1) i C(82,Az) dla 61,05 € (—7/2;7/2) i Ay, Ag € A. Zgodnie z twierdzeniem 4.3,

C(01, A1) \ C(82, Ag) # 0 # C(d2, A2) \ C(d1, Ay)

oile & # 65 € (—m/2;7/2) lub Py, # Pa,, czyli klasy sg istotnie rézne (bez zawierania).
Jest to wspdlny wynik autorki i promotora; por. praca [35] w bibliografii. W zwiazku z
tym mozna okreélié najwiekszy promiefi R € (0;1] o tej wtasnoéci, ze dla kazdej funkcji
fecC(é,A),

Re(ei‘szPA,!(z)f’(z)) >0, zeD(,R),

oznaczany przez Rs, a,(01,A1); por. definicja 4.4 1 uwaga 4.5. Wobec twierdzenia 4.3, dla
wszystkich d;,d, € (—7/2;7/2) i A1, Ag € A,
51 7é (SQVPAI ?é PA2 — 2 B R52’A2((51,A1) i

por. wniosek 4.6. W podrozdziale 4.2 autorka bada wtasnoéci promienia Rj, a,(d1, A1) W
szczegdlnym przypadku, gdy §; = d2 = 0. W tym celu definiuje funkcje

P
(@) 0:1) 5 7 = Tun0) = jof i Re{ 2y}
gdzie P jest klasa funkcji Carathéodory’ego i T(0,7) := {¢ € C: |{| = r} dlar > 0.
W istocie operator inf we wzorze (4) mozna zastapi¢ przez operator min; por. lemat 4.8.
Funkcja T}, a, jest sciéle malejaca i ciggta dla wszystkich A;, Ay € A takich, ze Py, # Pj,,
co jest treécig lematu 4.11. W konsekwencji promieft Rz, (0, A1) jest jedynym miejscem
zerowym funkcji T, a,, czyli

Roy(0, A1) = T4, (0) 5

por twierdzenie 4.12. Korzystajac z tego, ze funkcje

1 z
D>z Ly(z) = i

y Bk pe B s

il R
sa wszystkimi punktami ekstremalnymi klasy P mozna wyrazi¢ promien R, (0, A1) jako
jedyna liczbe r € (0;1) speiniajgca réwnosé

P, Az (z )
P, Ay (z)

por. twierdzenie 4.14. Co wazne, réwnanie (5) nadaje si¢ do celéw rachunkowych i szkoda,
ze praca nie zawiera zadnego konkretnego przyktadu.

(5) min min Re{

z€T 2€T(0,r)

Lz(z)} =10}

Zagadnienie wspétezynnikéw funkeji klasy C(d, A) dla dowolnie ustalonych parametréw
6 € (—m/2;7/2) i A € A poruszone jest w rozdziale pigtym. Ze wzoréw (3), (2) i réwnosci
P5(0)f'(0) = 1 wynika na podstawie twierdzenia 1.8, ze dla kazdej funkcji f € C(6,A)
istnieje funkcja p € P spelniajgca warunek

(6) e¥Py(2)f'(z) = p(z)cosd + isind, zeD.
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Korzystajac z réwnosci (6) autorka wyraza wspoéiczynniki rozwiniecia funkcji f € C(d,A)
w szereg potegowy w kole D za pomocg 0, miejsc zerowych wielomianu Pp oraz wspoi-
czynnikéw rozwiniecia funkcji p w szereg potegowy w kole D. Giéwnym rezultatem jest
tutaj twierdzenie 5.3, z ktérego wynikaja wzory w szczegélnych przypadkach opisane we
wnioskach 5.4-5.10. Ciekawa konsekwencja wniosku 5.5 jest twierdzenie 5.13, z ktérego
wynika, ze funkcje z klasy C(0,A) nie sa na ogél jednolistne gdy P, jest wielomianem
stopnia co najmniej trzeciego.

Najbardziej obszernym rozdzialem, bo zajmujacym potowe objetosci rozprawy, jest
rozdzial szosty. Traktuje on o funkcjonale Fekete-Szego okreslonym nastepujaco

]. " A "

=1"(0) = ("))

AxC3(f,A) = O5(f) = :

Funkcja
CoAm I}lea}cél\(f)

byla przedmiotem badan wielu matematykéw dla réznych podklas zwartych F klasy A.
Autorka rozwaza ta funkcje w dwéch przypadkach.

Pierwszy z nich — rozpatrywany w podrozdziale 6.2 — dotyczy klasy F := C(A), gdzie
{1,2} 3 k — A(k) := « dla dowolnie zadanego a € [0; 1]. Centralnym wynikiem jest tutaj
twierdzenie 6.3, ktére podaje nastepujace oszacowania:

(7) maxfb,\(f)<’§+§a+a2—(1+a)2)\, AER\(

feF

20 2(2+a)
3(1+a)’ 3(1+a)> ’

Aossradilsel@ shand % 22+a)
$ e SO T (5'2—|2—3A|+“"”>’ /\6[3(1+a)’3(1+a)}

Co wiecej, twierdzenie to opisuje réwniez funkcje ekstremalne. Dowéd twierdzenia 6.3 jest
dtugi bo liczy prawie trzydziesci stron. Idea dowodu wyglada nastepujaco.

- Dla dowolnie ustalonych o € [0;1] i f € F istniejg § € (—7/2;7/2) i funkcja p € P
spelniajace warunek (6); por. (6.16) na str. 60.

- Poréwnujac wspélezynniki rozwiniecia w szeregi potegowe obu stron réwnosci w (6)
autorka wyraza wspétezynniki a; = f(0)/2 i a3 = f"'(0)/6 za pomoca wspoéiczynni-
kéw ¢; = p/(0) i ¢ = p"(0)/2 oraz parametréw o i d; por. réwnoéci (6.18) na str. 60.

- Korzystajac z klasycznej nieréwnosci |co — ¢2/2| < 2 — |e1]?/2 (twierdzenie 1.14)
autorka dochodzi do nieréwnoéci (6.19) na str. 61-62, z ktérej za posrednictwem
podstawiefi z := |¢1|, y := cosé i v := 2 — 3\ wynika oszacowanie (nieréwnos¢ (6.20)
na str. 61),

< (63 b )
(9) max @xlf)- < mag & ~(z,y)

gdzie R := [0;2] x [0; 1] za$ funkcja F,, okreélona jest wzorem na str. 61:

i 1 z? i TN
Faﬁ(x,y):ga |1+’7|+§ 2+—-2— 1—(1——4—>y —1)+apyz|y

dla (z,y) € R.




Dalsza cze$é¢ dowodu dotyczy wyznaczenia wartosci prawej strony nieréwnosci (9) poprzez
wyznaczenie najwiekszej wartosci funkeji dwoch zmiennych F, ., w prostokacie R. Problem
polega na tym, ze funkcja ta zalezy od dwoch parametréw o € [0;1] i v € R.

- Funkcja F,, nie ma punktéw krytycznych wewnatrz prostokata R; por. punkt 6
dowodu na str. 65—-71. W zwigzku z tym najwiekszej wartosci funkcji F, ., nalezy
szukaé¢ na brzegu prostokata R.

- Analiza przebiegu funkcji F,. na brzegu prostokata R sprowadza si¢ do badania
przebiegu czterech funkcji jednej zmiennej rzeczywistej powstaltych w wyniku obcigcia
funkeji F, ., do czterech odcinkéw tworzacych brzeg prostokata R. Autorka ustala, ze
funkcja F, . moze osiggnaé najwieksza wartoé¢ w zbiorze R, , ztozonym z czterech
wierzchotkéw prostokata R oraz ewentualnie dwéch punktéw (z44,1) € (0;2) x {1}
lub (2,Ya~) € {2} x (0;1); por. punkty 1-5 dowodu na str. 61-65.

- Poréwnanie wartosci funkcji F,, , w punktach zbioru R, , prowadzi do badania szeregu
nieréwnoéci, z ktérych najtrudniejsza jest do wykazania nieréwnosé (6.68) na str. 73;
por. punkt 7 dowodu na str. 71-86. Mozna ja sprowadzi¢ do wykazania nieréwnosci

(10) Vo(u) >0, we€e(0;y/2/(a+1)], € (0;1),

gdzie V,, jest wielomianem rzeczywistym jednej zmiennej okreslonym na str. 74. Po-
niewaz V,(0) > 0, wiec nieréwnos$¢ (10) jest réwnowazna z brakiem zer wielomianu V,

w przedziale [0;1/2/(a + 1)] dla kazdego o € (0;1). W celu zweryfikowania ostatniej
wlasnoéci autorka skutecznie uzywa metody Laguerre’a opisanej w podrozdziale 6.1.
Wielomian V,, jest stopnia 9-tego, co skutkuje wykonaniem znacznej liczby Zzmudnych
rachunkéw przedstawionych na str. 75-86.

- Problem dokladnosci oszacowan (7) i (8) oméwiony jest w punkcie 8-mym dowodu
na str. 86-88.

Z twierdzenia 6.3 wynika bezposrednio szereg oszacowan w szczegélnych przypadkach
wartoéci parametréw « i 6. Autorka umieszcza je w postaci wnioskéw 6.4-6.8 pod koniec
podrozdziatu 6.2.

Drugi z rozwazanych przypadkéw — rozpatrywany w podrozdziale 6.3 — dotyczy klasy
F := C(A), gdzie {1} > k — A(k) := a dla dowolnie zadanego a € [0;1]. Powielajac
metode dowodowg z przypadku pierwszego autorka wykazuje twierdzenie 6.9, ktére podaje
nastepujace oszacowania:

1A 2
g——‘+(l+a)i§—)\‘ : )\ER\<3

max ®,(f) < o? 1

FEF

20 2(4+a)
(2+a)’3(2+a)> '

oraz

2 porbroef - @AYol X o6 0. Sanpe)
it gl e e s o s : .
NI Sg Te (12 2—|2—3/\\+|3 4‘) ’ )\6[3(2+a)’3(2+a)

Co wiecej, twierdzenie to opisuje rowniez funkcje ekstremalne. Z twierdzenia 6.9 wynika
bezposrednio szereg oszacowan w szczegélnych przypadkach wartosci parametréow a i 9,
ktére autorka podaje w postaci wnioskéw 6.10—-6.12 pod koniec podrozdziatu 6.2. Ponadto
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autorka zwraca uwage na to, ze w klasie F := Uzesc C*(1/g'), gdzie S€ jest klasa funkcji
wypuktlych okreslong na str. 12, oszacowanie

5
max ®,(f) < g, A€ (2/3:1],

uzyskane przez Abdel-Gawada i Thomasa nie jest dokladne wbrew twierdzeniu autoréow;
por. uwaga 6.13.

Uwagi szczegolowe

W przedlozonej do recenzji pracy autorka wprowadzila klase funkcji holomorficznych
wielomianowo prawie-wypuklych, a nastepnie wykazala szereg ogélnych wtasnosci tych
funkcji. W szczegolnosci uzyskata wraz z promotorem doktadne oszacowania funkcjonatu
Fekete-Szego w pewnych podklasach funkcji wielomianowo prawie-wypuktych. Istotnych
bledéw merytorycznych w przedtozonej do recenzji rozprawie doktorskiej nie dopatrzytem
sie. Mam jednak kilka uwag.

1. Twierdzenie 1.19 na str. 12 jest falszywe. Prawdopodobnie autorka przez pomytke
zamienila miejscami klasy &* i S¢.

2. Fragment dowodu twierdzenia 4.3 na str. 32 (linie 8-14 od dotu) ,,Stad i z faktu, ze R(T)
jest zbiorem zwartym ...funkcja @) posiada zero na okregu T” wymaga uzupelnienia.
Nalezy wykazaé fakt topologiczny, ze jesli brzegiem obszaru w plaszczyznie zespolonej jest
odcinek domkniety to obszar jest nieograniczony. Mozna takze poda¢ alternatywny dowod
nie wymagajacy rozwazan topologicznych jak nastepuje. Poniewaz R(T) C h(Ls, 5,), Wiec
istnieje # € R takie, ze Im(eioR(z)) = 0 dla z € T. Z zasady maksimum dla funkcji
harmonicznych rzeczywistych wynika, ze ImgewR(z)) = 0 dla z € T, a wigc funkcja R
jest stala. Uzyskana sprzeczno$é¢ oznacza, ze funkcja () posiada zero na okregu T.

3. Str. 53, 3-cia linia od dotu: ,,Na mocy wniosku 5.5(2)” nalezy zastapi¢ przez ,,Na mocy
wniosku 5.4 (4)”.

4. Uwaga 6.13 na str. 117 zawiera nieuzasadnione stwierdzenie ,,Dla A € [0;2/3] powyzszy
wynik pokrywa sie z wynikiem (6.131)”. Co prawda prawa strona réwnosci (6.233) jest
réwna, prawej stronie réwnosci (6.131) gdy 0 < A < 2/3, ale klasa K jest istotnie szersza
w poréwnaniu z klasg K(l) rozwazang przez autorke.

W pracy napotkalem kilka niezrecznosci i bledéw edytorskich, jak np.:

5. Str. 5, 13-ta linia od géry: stowo ,autora” sugerowatlbym zastapi¢ przez ,autorki”.

6. Str. 6: tytul podrozdzialu ,Zbiory” sugerowalbym zastapi¢ przez np. ,Podstawowe
oznaczenia”.

7. Str. 7, 4-ta linia od géry: stowo ,definiowane” sugerowalbym zastapi¢ przez np. ,roz-
patrywane”.

8. Twierdzenie 1.6 na str. 7 jest prosta konsekwencja twierdzenia 1.4, wiec sugerowatbym
, Twierdzenie” zastapi¢ przez ,,Wniosek”.

9. Str. 22, 6-ta linia od géry: spéjnik ,and” nalezy zastapi¢ przez ,i”.

10. Nalezy usunaé kropke po ,ROZDZIAL 4” na str. 27.



11. Str. 30, pierwsza linia przed (4.15): nie rozumiem tutaj zwrotu ,Ponadto (4.12) jest
postaci”. Chyba chodzi o ,,Ponadto z (4.12) wynika, ze” lub ,Ponadto (4.12) przyjmuje
postaé¢” lub co$ w tym sensie.

12. Str. 46, ostatnia linia: ,,zz z” nalezy zastapi¢ przez ,z”. Ponadto zwrot ,tzn. réwno-
waznie” sugerowalbym zastapi¢ przez np. ,co jest réwnowazne z”.

13. Str. 62, pierwsza linia przed (6.25): sugeruje przenies¢ ,,Ponadto” do poprzedniej linii.

14. Str. 63: nalezy usunaé przecinek w réwnosci (6.26).

Whnioski koncowe

W przedlozonej do recenzji pracy autorka wprowadzita klase funkcji holomorficznych
wielomianowo prawie-wypuklych, a nastepnie wykazala szereg ogélnych wlasnodci tych
funkcji. W szczegélnosci uzyskata doktadne oszacowania funkcjonatu Fekete-Szego w pew-
nych podklasach funkcji wielomianowo prawie-wypuklych. W tym celu zastosowata zmud-
na ale skuteczng technike weryfikowania nieréwnosci wielomianowych oparta na kryterium
Laugerra wyznaczania ilo$ci miejsc zerowych wielomianu rzeczywistego w zadanym prze-
dziale. Uzyta metoda moze by¢ potencjalnie stosowana w zagadnieniach prowadzacych do
nieréwnosci wielomianowych. Pokazanie w praktyce jej dzialania jest duzym walorem tej
pracy. Wprowadzona klasa funkcji obejmuje wiele klas rozwazanych dotad w zakresie geo-
metrycznej teorii funkcji holomorficznych. Przez to praca stanowi krok w strong ogélnej
teorii porzadkujacej wyniki badan wielu matematykéw w tym zakresie. To jest niewatpli-
wa zaleta tej pracy. W mojej ocenie rozprawa przedstawiona mi do recenzji jest solidnie
zredagowana. Zasadnicze jej wyniki sg oryginalne, a ich dowody sg szczegétowo i logicz-
nie przeprowadzone. Na uwage zasluguja takze precyzyjnie sformulowane definicje oraz
obszerne komentarze historyczne wraz z odno$nikami do bogatej literatury. Wszystko
to sklada sie na ponadprzecietng rozprawe doktorska. W moim przekonaniu
spelnia ona zdecydowanie wymagania stawiane pracom doktorskim, w zwigz-
ku z czym wnosze o dopuszczenie Pani mgr Bogumily Kowalczyk do dalszego

etapu przewodu doktorskiego.
7 powazaniem,
74

dr hab. Dariusz Partyka, prof. KUL



