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“Boundary value problems
for elliptic second order equations

in unbounded cone-like domains”

Rozprawa doktorska pana mgra Damiana Wisniewskiego analizuje rozwigzania rownan
eliptycznych w stozkowatych obszarach nieograniczonych. By lepiej oswoié sie z proble-
mem, doprecyzuje pojecie rozwazanych/dopuszczanych obszaréw. Autor zaklada, iz ob-
szar G jest sumag obszaru ograniczonego oraz nieograniczonej czesci stozka. Przyznam,
szczerze, ze nie znalazlem dokladnych zalozen o dopuszczalnej geometrii obszaru ograni-
czonego, co moze jest tak istotne. Chodzi mi tu gtéwnie o wlasnosci §2 przekroju stozka.
Autor zaklada jedynie, ze brzeg obszaru jest gladki. Kroétkie zadnie mogloby rozwiaé
wszelkie watpliwosci. Na stronie 5 przedstawiony jest rysunek sugerujacy, ze G ma try-
wialng geometrie.

W rozprawie rozwazane sg trzy grupy probleméw eliptycznych z podstawowymi warun-
kami brzegowymi. Sa nimi:

* uklad liniowy

—8,i (0 (z)ug,) + U (2)ug, +c(z)u = f(z) w G,
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® a(z)A(z)Vu - n + ]i—|’y(|;—l

Ju = g(x) na JG,
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zakladajac zanik rozwiazan w nieskoniczonosci. «, v okreslaja rodzaj warunku brzegowego.

Zalozenia sa nastepujace: a¥ jest macierza jednostajnie eliptyczng dla wszystkich = € G.
Nadto autor zaktada, ze a” — 6% dla z — oo, innymi stowy w nieskoriczonodci rozwazane
réwnanie staje sie réwnaniem Laplacea. Funkcje ¥, g, f zanikaja odpowiednio szybko w
nieskonczonosci. Funkcja ¢(z) ma staly znak, stabilizujacy uklad.

* uklad stabo quasi-liniowy

_azi(lulqaij (x)um]) +b(z,u, Vu) =0 w G,
@ 1 =
@l A@)Vun+ o (Elul's = g(o,u) na 96,

zakladajac zanik rozwiazan w nieskonczonosci oraz q > 0.

Tu autor zaklada nastepujaca postaé b:
|b(z, u, Va)| < C(Jul*H[Vul® + bo())

dla odpowiednio szybko zanikajgcej funkcji by.

* uklad quasi-liniowy

—0i(ai(z,u, Vu) + b(z,u, Vu) =0 w G,
(3) 1 x +m—2
a(z)A(z,u, Vu) - n + Wv(a)lur’ " *u =g(z,u) na OJG,

zakladajac zanik rozwiazan w nieskonczonosci oraz g > 0, m > 1.

Tu zalozenia na strukture sg nastepujace
a’i(mau’f)gi 2 C('“lqlglm - Zo(.’l?)),
|ai| + [Dai| < C(|ul?|g]™ + 21(z))-

Rozprawa liczy przeszlo 110 stron, sklada sie z 7 rozdzialéw oraz referencji.

Rozdzial 1 wprowadza czytelnika w teorie, jest to profesjonalne przedstawienie obecnej
wiedzy w tym temacie. Wprowadza rowniez uktady jakie sa badane w rozprawie. To co
nie jest wystarczajaco uwypuklone to umiejscowienie otrzymanych wynikéw w istniejace;j
teorii. Brakuje stownego opisu gléwnych rezultatéow oraz poréwnania ich do istniejacych
wynikéw, np. do wlasnosci rozwiagzan dla zwyklego réwnania Laplacea. Pokazaloby to
czytelnikowi, gdzie tkwia gtéwne problemy. W czeéci tej tez jest wprowadzony obszar G,
gdzie rozwazane sa réwnania — tu przydalaby sie wieksza starannosc.



Rozdzial 2 wprowadza notacje.

Rozdzial 3 rozwaza zagadnienia wlasne dla p-laplasjanu oraz dowodzi przerézne nieréw-
nosci miedzy uzywanymi normami. Jest to bardzo dobry punkt doktoratu, gdyz pozwala
czytelnikowi na pewna rozgrzewke przed trudniejszymi rozwazaniami. Jednoczesnie w
pewniej sposéb definiuje uzywana technike. W rozdziale tym definiowane sg réwniez waz-
ne wspotczynniki, okreslajace zanik rozwigzan i innych ich wlasnosci.

Rozdzial 4 jest pierwsza czescig prezentujaca wyniki rozprawy, tyczy sie on uktadu linio-
wego. Podrozdzial 1 definiuje pojecie stabego rozwigzania. To co jest do$é nieoczekiwane
to to, ze stabe rozwigzanie musi by¢é Lo calkowalne. Dodatkowo tez wymagane jest by
byto ciggle, lecz to juz tak nie jest razace. Gléwne wyniki tego rozdzialu opisane sg przez
Twierdzenia 4.3 oraz 4.4. Réznig sie one zalozeniami o wymaganiu lub nie cigglosci w sen-
sie Diniego (jak nazywa to autor) odleglodci, ktéra opisuje jak blisko uktad jest wzgledem
rownania Laplacea. Brak tego zalozenia w drugim twierdzeniu ostabia nieco teze charak-
teryzujaca zanik rozwigzania w nieskonczonosci. Twierdzenia te pokazuja zanik potegowy
dla rozwiazania, jego pochodnych oraz norm wazonych. Wykladnik zaniku A_ zdefinio-
wany jest poprzez wlasnosci zagadnienia wtasnego dla réwnania Laplaca(Beltramiego) na
wycinku § sfery S"~!, generujacego stozek — nieograniczong cze$é obszaru G. To co jest
wazne do podkredlenia, to to, ze oszacowanie te zalezg od L, norm w sposob jawny. Innymi
slowy, na pierwszy rzut oka funkcja ¢ powinna by¢ odcieta od zera. Dowéd twierdzen bazu-
je na metodach energetycznych, metodzie Mosera oraz subtelnych oszacowaniach uzywa-
jacych nieréwnosci z Rozdzialu 2. Tu widzi sie duza sprawnoé¢ rachunkows, wymagajaca
duzej wiedzy ale réwniez i rutyny. Ostatni element dowodu to aplikacja klasycznej teorii
maksymalnych oszacowan dla uktadéw eliptycznych Agmona, Douglisa, Nirenberga w L,
przestrzeniach. Na koncu rozdzialu 5 podane sa przyklady, dajg one pewien oglad jak wy-
gadaja rozwiazania, cho¢, w tych przykladach c jest réwne zero, a wzory na rozwiazania
wcale nie przekonujg, ze w omawianej ogdélnosci rozwigzania te sg catkowalne z kwadra-
tem, czyli nie pasuja to dowodzonych twierdzeh. Brak jest wystarczajacych komentarzy
ttumaczacych taki wybér przyktadéow.

Rozdzial 5 rozwaza tzw. uklady slabo quasi-liniowe. Jest to specjalna modyfikacje li-
niowego ukladu o czynnik |u|?. Tu znéw stabego rozwigzania sa brane z przestrzeni L.
Gléwny wynik to T'wierdzenie 5.3 uogoélnienie twierdzenia 4.3, w tym przypadku oszaco-
wania zaleza od normy Lyg41). Metodologia dowodu, to pewne nietrywialne przelozenie
argumentacji z poprzedniego rozdziatu, autor uzywa tu jawnej postaci nieliniowosci. Na
koncu rozdzialu znéw badane sg szczegdlne rozwigzania, przyznam sie ze sg one ciekawe,
jednak widoczny jest brak komentarzy: jak wskazane przyktady majg sie do udowodnio-
nych twierdzen.

Rozdzial 6 bada pelny quasi-linowy uklad, tu stabe rozwigzania nalezg (wydaje sie) do od-
powiednich przestrzeni wagowych. Gléwne twierdzenie 6.3 opisuje zanik rozwiazan, struk-
tura tego oszacowania na zanik jest bardzo skomplikowana, pogarsza to bardzo czytelnosé
tego rezultatu. Pierwszy wynik pokazuje zasade maksimum, czyli aprioryczne oszacowanie
wzgledem danych. Nastepnie uzywajac wypracowanego aparatu dowodzone jest gtéwne
twierdzenie, dowod jest bardzo techniczny.




Rozdzial 7 podaje trywialne nieréwnosci, troche nie pasuje do calosci.

Podsumowujgc, autor otrzymal precyzuja asymptotyke rozwigzan rozwazanych réwnan.
Wykazal si¢ bardzo dobrym opanowaniem warsztatu zaawansowanych metod energetycz-
nych, wykorzystujac subtelne nieréwnosci w przestrzeniach wagowych. Moja caloéciowa
ocena jest jednoznacznie pozytywna. Warto podkresli¢, ze mimo bardzo technicznych roz-
wazan, prezentacja dowodéw jest (catkiem) czytelna. Wyniki rozprawy stanowig podstawe
dwéch prac [8] oraz [51] — jedna z Promotorem.

Stwierdzam, ze rozprawa spelnia wszystkie wymogi Ustawy o stopniach naukowych i
tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki. Wnosze o dopuszczenie
pana mgra Damiana Wigniewskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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