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Recenzja rozprawy doktorskiej

Przedmiotem niniejszej recenzji jest rozprawa doktorska Pana magistra Mariusza
Bodziocha, zatytutowana ,,Oblique derivative problem for elliptic second-order equations in a
domain with boundary conical point”. Przewdd doktorski jest prowadzony na Wydziale
Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Warminsko-Mazurskiego w Olsztynie. Recenzja
zostata napisana na podstawie zlecenia i pisma WMil.6350.1.2014 z dnia 01.03.2017.

Rozwazana rozprawa doktorska dotyczy konstruktywnych asymptotycznych badan
zagadnien brzegowych z uko$ng pochodna dla liniowych i nieliniowych réwnan eliptycznych
w obszarach z punktem stozkowym na brzegu. Sa to zagadnienia o znaczeniu podstawowym
oraz majg zastosowania w roznych dziedzinach mechaniki o$rodkéw cigglych. Wielu
matematykéw badalo istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan rozwazanych zagadnien.
Odpowiedni przeglad podstawowych wynikow zostal szczegbtowo opisany w rozprawie i jest
przedstawiony we wprowadzeniu i literaturze. Rozpatrywane zagadnienia s3 wazne dla
zastosowan w zagadnieniach mechaniki o$rodkéw ciaglych oraz w modyfikacjach metody
elementéw skoniczonych i metody réznic skonczonych dla obszaré6w niegladkich.
Konieczno$¢ teoretycznych badan w metodach numerycznych wynika z osobliwosci
badanych pél fizycznych w otoczeniu punktéw stozkowych brzegu, gdzie powstaja, na
przyktad, koncentracja plastyczno-sprezystych naprezen (napigé termicznych, elektrycznych
itd), teoretycznie dazacych do nieskofczonodci. Bez dokladnych analitycznych
asymptotycznych badafn nie ma mozliwosci oszacowania nawet typu osobliwosci
rozwigzania. Warto podkreslié, ze okreslenie typu nieskonczonosci (potggowa, logarytmiczna
i inne) pozwala na zastosowanie algorytméw fitting (dopasowania) do modyfikacji
skoficzonych elementéw. Obecne pakiety numeryczne posiadajg podobne implementacje, ale
w bardzo ograniczonym zakresie. Rozwazana rozprawa doktorska daje mozliwosé
systematycznego opracowania osobliwosci z zastosowaniem w pakietach rozwigzywania
zagadnien przez metody numeryczne.

Uwazam, ze rozprawa doktorska Pana magistra Mariusza Bodziocha miesci si¢ w
aktualnym kierunku badan o istotnym znaczeniu aplikacyjnym, jakim jest badanie zagadniefi
z ukosng pochodng w obszarach z punktem stozkowym na brzegu, w zakresie teoretycznych
podstaw modelowania p6l fizycznych w obszarach z punktami osobliwymi.

Celem rozprawy doktorskiej bylo rozszerzenie i uogélnienie metod prof. W.
Kondratiewa i prof. M. Borsuka dla zagadnien brzegowych na zagadnienia z niegladkim
brzegiem, co rozwija i uogélnia klasyczne badania prof. W. Kondratiewa i prof. O. Oleinika
(1983), prof. W. Kondratiewa i prof. M. Borsuka (2006) oraz prof. V. Maz’ya (1967).



Wprowadzenie (Introduction) opisuje ogélny stan wiedzy na temat eliptycznych
rownan w obszarach gladkich i niegtadkich z poprawnym opisem $ciezki badan w obszarach
gladkich. Mgr Mariusz Bodzioch zaczyna wprowadzenie od klasycznych prac Giraud i
Schaudera, dalej opisuje wyniki Douglasa, Nirenberga, Mirandy, Ladyzhenskiej, Ural’cevej i
innych, w plynny i uzasadniony sposéb przechodzi do wynikéw Sobolewa, Kondratiewa i
Borsuka dla obszaréw niegtadkich. Mgr Mariusz Bodzioch krétko i poprawnie opisat $ciezke
badan i logicznie wyjasnil postawione zagadnienia i zakres badan rozprawy. Odrgbng uwage
zwrOcono na zastosowania zagadnien z ukos$ng pochodng do badania pola grawitacyjnego.
Przy czym autor nie tylko podat standardows fraze¢ typu ,jpodobne zagadnienia maja
zastosowania w dziedzinie ...”, lecz stusznie uzasadnil konkretne zastosowania geofizyczne z
odpowiednimi wyjasnieniami.

Rozdziat pierwszy ma charakter wstepu, gdzie autor rozprawy wprowadzit oznaczenia
wykorzystywane w pracy, w tym szczegétowo opisane zostaly obszary i przestrzenie
funkcyjne. W rozdziale drugim autor opisat wartosci i wektory (funkcje) wlasne, najmniejsza
dodatnig warto$§¢ wiasng oraz nier6wnosci typu Friedrichsa-Wirtingera. Wykazano, iz
wartos$ci wlasne spelniajg transcendentalne réwnanie liczbowe (2.2.29), ktére shuzy jako
narzedzie nietrywialnego badania liniowych i nieliniowych zagadnieni rozwazanych w dalszej
czgdci rozprawy. Dalej w tym rozdziale udowodnione zostaly inne nieréwnosci typu
Friedrichsa-Wirtingera, zawierajgce biegunowg wspotrzedng r. Wyniki tego rozdzialu sa
standardowe, chociaz Lematy 2.6 - 2.7 przedstawiajg nowe spojrzenie na nierdwnosci
Friedrichsa-Wirtingera.

W rozdziale trzecim autor bada silne rozwigzania /iniowego zagadnienia z uko$ng
pochodng. Wspétczynniki rownania i warunkéw brzegowych spelniajg pewne zalozenia, ktére
majg charakter naturalny. Stosujgc uzyskane wczesniej nieréwnosci, autor udowadnia lokalne
oszacowanie na warto$¢ szukanej funkcji przez funkcje wejsciowe. Warto tutaj podkresli¢, ze
w odroznieniu od poprzednikow, to oszacowanie i inne wyniki s3 udowodnione przy
zalozeniu cigglo$ci wzgledem Diniego, jak rowniez bez tego zalozenia — w oparciu o bardzo
ogdlne warunki (a) - (d) podrozdziatu 3.2, str. 36, oraz cigglosci funkcji w punkcie zerowym
(punkt umieszczenia stozka). Jest to rozszerzone rozwigzanie problemu zalozen na
wspdlczynniki eliptycznych réwnan, ktére nie bylo uwzglednione w poprzednich pracach.
Warto takze podkreslié, ze autor wykorzystuje inne metody, rézne od powszechnie uznanych
metod klasycznych. Uzyskane wyniki sg zastosowane do lokalnych catkowych oszacowan.
Ciekawy i prosty przyklad funkcji, ktéra nie spelnia warunku Diniego, ale pasuje pod
rozwazane warunki na wspolczynniki rownan, konczy rozdziat trzeci. W rozdziale trzecim
mgr Mariusz Bodzioch opisal metode badan klasy zagadnien z punktami osobliwymi,
zaczynajgc od nieréwnosdci, poprzez catkowe oszacowania, az do precyzyjnego opisu
rozwigzan. Ta metoda, rozwazana jako $ciezka badan, byta juz faktycznie wykorzystana przez
prof. M. Borsuka i jego uczniow dla innych zagadnien. Jednak tutaj metoda jest
usystematyzowana i sformalizowana do pewnego stopnia abstrakcji, co shuzy strategii
uzyskania nowych wynikow.

W czwartym rozdziale autor rozpatruje semi-nieliniowe zagadnienie z uko$ng
pochodng. Nieliniowo$é wystepuje w potggach szukanej funkcji # w warunkach brzegowych.
W podrozdziale 4.2., tak jak w przypadku liniowym, autor wprowadza naturalne zatozenia na
wspotczynniki i znane funkcje. Schemat badania jest podobny do przypadku liniowego.
Podstawowe dokladne wzory i oszacowania na funkcje sg podane w Twierdzeniach 4.2 - 4.4.



Dalej na podstawie tych wynikéw sg opisane lokalne i globalne calkowe oszacowania
rozwigzan.

Podobng $ciezkg idzie rozdzial pigty, gdzie autor rozpatruje quasi-nieliniowe
zagadnienie z uko$ng pochodng. Nieliniowos$¢ wystepuje teraz nie tylko w potegach szukanej
funkcji u w brzegowych warunkach, ale i we wspoétczynnikach réwnan eliptycznych. Istotng
réznicg w poréwnaniu z poprzednimi wynikami jest uzywanie funkcji barierowej. Jest to
standardowa metoda opracowana w pracach prof. M. Borsuka. Z drugiej strony, techniczne
opracowanie odpowiednich nierdwnosci wymaga zwrocenia znacznej uwagi na zalozenia i
sporej umiejetnosci w wyprowadzeniu poprawnych oszacowan asymptotycznych. W
rezultacie dtugich i zmudnych obliczen powstajg oczekiwane pigkne nieréwnosci (5.4.22) i
(5.4.24) oraz calkowe oszacowania przedstawione w podrozdziale 5.5. Wyniki sa
zastosowane do oszacowania modutu cigglosci w podrozdziale 5.6 we wszystkich
rozwazanych przypadkach. Trzeba podkreslié, ze systematyczne zastosowanie metody
oszacowan rozwigzan z jednej strony zmierza do prostej nierdéwnosci, z drugiej strony zawiera
czasami nietrywialne i pracochlonne kroki. Jest to zaleta czesto wystgpujagca w czystej
matematyce, gdy istotne sg pytania, na ile mozna uogélni¢ z pozoru proste nieréwnosci.

Rozprawe konczy dodatek zawierajgcy rozmaite nieréwnos$ci oraz twierdzenia
Sobolewa o wlozeniach, zasade maksimum i inne wazne twierdzenia oraz krétkie streszczenie
w jezykach angielskim i polskim oraz indeks.

Bibliografia rozprawy liczy 176 pozycji.

Wszystkie wyniki pracy sa poprawne. Nie znalaztem w niej zadnych istotnych
uchybiefi, natomiast mam kilka ogdélnych uwag krytycznych.

1. We wprowadzeniu poprawnie opisano zastosowania do badania pdl
grawitacyjnych waznych w geofizyce. Aplikacyjna atrakcyjnos¢ rozprawy
bylaby wigksza, gdyby autor opisal ogélne fizyczne zastosowania ukosnej
pochodnej jako prawo fizyczne na powierzchni podzialu faz, na przykitad
liniowg lub nieliniowg zalezno$¢ strumienia od gradientu potencjatu. Takie
warunki brzegowe powstajg w elektrodynamice, termodynamice, cieczach
lepkich itd., gdy kontakt jest niedoskonaly. Podobne zagadnienia sg wazne w
teorii metamaterialow. Autor rozprawy opisal wazne, ale nie innowacyjne,
zastosowania zagadnien z uko$ng pochodna.

2. Warto byloby podaé zwiezla metod¢ opisu wlasnosci rozwigzan na
abstrakcyjnym poziomie typu geometrycznego programu Erlangera. Bowiem
autor faktycznie zbadat nie tylko konkretne zagadnienie, ale podal ogélng
$ciezke (metodg¢) badania ogdlnej klasy zagadnien.

3. Warto bylo by rozréznié, jakie twierdzenia i lematy rozprawy sa udowodnione
wedtug standardowej $ciezki, i podaé odpowiednig literature, a jakie dowody
posiadajg nowsg ideg. Albo mozna bylo by w streszczeniu napisa¢ dowody
jakich twierdzen sg istotnie nowymi.

Podane powyzej uwagi krytyczne nie pomniejszajg wartosci pracy.

Uwazam, Ze praca jest merytorycznie poprawna, zawiera nowe i wartosciowe wyniki
matematyczne zwigzane z podstawowym pytaniem o mozliwo$¢ rozszerzenia wynikow teorii
zagadnien liniowych na zagadnienia nieliniowe. Stanowi ona oryginalne rozwigzanie
problemu naukowego z zakresu teorii zagadnien brzegowych z uko$nymi pochodnymi dla
og6lnych réwnan eliptycznych w obszarach z punktem osobliwym na brzegu. Autor wykazuje
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si¢ w niej znaczng wiedzg teoretyczng z badanej dziedziny oraz umiejgtnoscig prowadzenia
badan naukowych. Rozprawa jest starannie napisana, poprawnie wyjasnia dos¢
skomplikowane techniczne pytania z wieloparametrycznymi zalozeniami na funkcje i
obszary. Podsumowujgc, uwazam, ze recenzowana rozprawa doktorska spelnia warunki
ustawowe i zashuguje na wyrdznienie. Tym samym wnoszg¢ o dopuszczenie magistra Mariusza
Bodziocha do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Uwazam, Ze recenzowana Rozprawa Doktorska zasluguje na wyroéznienie.
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