Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr. Piotra Jastrzebskiego

Formy Clifforda—Kleina pewnych przestrzeni jednorodnych

W stynnym programie erlangeriskim wygloszonym w 1872 roku Felix Klein uwypuklil znaczenie
grup przeksztalceri (symetrii) dla badania struktur geometrycznych. We wspolczesnej geometrii
funkcjonuje cale spektrum modeli geometrycznych, na jednym koncu ktérego znajduja si¢ jednorodne
modele, czyli przestrzenie jednorodne G/H wyposazone w strukture geometryczng zachowywana
przez naturalne dzialanie grupy G na G/H, na drugim za$ — niejednorodne modele, ktére w ogolnosci
moga mie¢ bardzo biedng grupe symetrii, nawet rozumiang lokalnie. Z tego wzgledu badanie ostatnich
jest trudniejsze.

Formy Clifforda-Kleina I'\G/H, ktore sa przedmiotem recenzowanej rozprawy, pozwalaja w opar-
ciu na modele jednorodne G/H na tworzenie modeli geometrycznych, ktére z jednej strony nie s
juz jednorodne, czyli leza juz wewnatrz wspomnianego spektrum, ale z drugiej strony maja bogate
lokalne grupy symetrii, co ulatwia ich badanie.

Prawdopodobnie powyzszy fakt spowodowal spore zainteresowanie ta tematyka w Swiecie mate-
matycznym. Na hasto ,Clifford-Klein form” Google znajduje 957 000 wynikéw. Przedmiotem tym
zajmowali sie w szczegolnoéci klasycy A. Borel oraz T. Kobayashi. Nie brakuje tez ,bardzo swiezych”
publikacji na wspomniany temat. Wsréd ostatnich wymienimy tylko prace T. Okudy [18] ! ktora
ukazata sie w roku 2013 w Journal of Differential Geometry i tematycznie a nawet technicznie jest
bardzo powigzana z tematyka rozprawy mgr. Jastrzebskiego.

Podstawowym problemem w tej teorii jest znalezienie zwartych form Clif-
forda—Kleina, czyli innymi stowy dyskretnych podgrup I' w grupie Liego G takich, ze dzialanie
[ na przestrzeni jednorodnej G/H jest wolne i wlasciwie nieciagle, a odpowiednia rozmaitos¢ ilo-
razowa ['\G/H jest zwarta. Dla niektérych przestrzeni jednorodnych takie formy moga nie istnie¢,
wiec nastepnym pytaniem podstawowym jest zagadnienie istnienia zwartych form Clifforda—Kleina.
Klasyczne wyniki daja pozytywna odpowiedz na to pytanie w przypadku zwartej podgrupy H. Dla
niezwartej H nie ma wyczerpujacej odpowiedzi, istnieja tylko czeSciowe wyniki dla réznych klas
przestrzeni jednorodnych.

T. Kobayashi zaproponowat [13] zamiast dyskretnej podgrupy I' uzywa¢ domknigte; podgrupy
Liego L C G, ktora dziata wlasciwie na G/H, a nastepnie szuka¢ dyskretnych podgrup 'c L
ktére uzwarcaja G/H. Najprostsza polprosta domknieta podgrupa jest SL(2,R). Dlatego natural-
nym problemem jest znalezienie przestrzeni jednorodnych G /H z wlasciwym dzialaniem podgrupy
SL(2,R) C G. Klasyfikacja potprostych przestrzeni symetrycznych z takim dzialaniem zostata uzy-
skana we wspomnianym artykule Okudy. Natomiast praca doktorska P. Jastrzebskiego poswigcona
jest rozszerzeniu tych wynikow w dwoch kierunkach.

Pierwszy z tych kierunkow  to badanie istnienia ~ wlasciwego  dzialania
SL(2,R) w przypadku, gdy podgrupa H ma rzeczywisty rzad 1, czyli jest minimalnie ,oddalona’
od przypadku zwartego. Twierdzenie 1.1 daje konieczne i wystarczajace warunki istnienia takiego
dzialania w terminach tzw. rzedu a-hiperbolicznego. Ostatni byl wprowadzony w pracy Bochen-
skiego i Tralle [3] (ale w sposob niejawny pojawil sie tez u Okudy) i jest efektywnie wyliczanym
niezmiennikiem rzeczywistej grupy Liego.

tu i dalej numeracja referencji odnosi si¢ do tej z recenzowanej rozprawy
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Drugi kierunek podaje pewne dostateczne warunki istnienia wlasciwego dzialania SL(2,R) wy-
razone w terminach ograniczonych uktadéw pierwiastkowych grup G i H (Twierdzenie 1.2) lub od-
powiednich ukladéw pierwiastkow prostych (Twierdzenie 1.3).

Warto zauwazy¢, ze wnioskiem ze wspomnianych twierdzen jest znaczny zapas przykladow prze-
strzeni jednorodnych z wtaéciwym dzialaniem SL(2,R) a w konsekwencji zwartych form Clifforda-
Kleina, ktory istotnie rozszerza istniejaca w literaturze liste przykladow.

Twierdzenia 1.1, 1.2 i 1.3 stanowig gléwne wyniki pracy, ktora przedstawia tez ich szczegétowy
dowod. Ponadto praca zawiera rzetelne wprowadzenie do tematyki form Clifforda—Kleina i stopniowo
przygotowuje czytelnika do zrozumienia technicznych szczeg6té6w dowodu.

W calosci, pomimo krytycznych uwag, ktore beda przedstawione ponizej i ktore dotycza raczej
nielicznych niescistosci stylistycznych oraz pomylek druku, rozprawa pokazuje wysoka erudycj¢ mgr.
P. Jastrzebskiego w dziedzinie grup i algebr Liego oraz opanowanie przez niego technicznych narzedzi
niezbednych do prowadzenia konkurencyjnej dzialalnosci badawczej.

Dodamy, ze tematyce form Clifforda—Kleina po§wigcona jest praca P. Jastrzebskiego [7] (we wspot-
autorstwie z A. Tralle), ktora jest przyjeta do druku w Journal of Physics: Conference Series i wyniki
ktorej nie pokrywaja sie z wynikami recenzowanej rozprawy doktorskie;.

Podsumowujac uwazam, ze wyniki pracy sa wazne i aktualne a ich autor, mgr. Piotr Jastrzebski,
wykazat sie wystarczajaca dojrzatoscia naukowa. Wnioskuje o jego dopuszczenie do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.

Uwagi krytyczne

Uwagi merytoryczne

Przyklady wynikajace z Twierdzenia 1.2 podane w Podrozdziale 8.1 dotycza tzw. przypadkow
rozszczepialnych czyli takich, dla ktorych odpowiednie diagramy Satake posiadaja tylko biale wierz-
chotki. Niektore z tych przykladow moga byé¢ uzyskane tez jako wynikajace z Twierdzenia 1.3 (np.
dla (R, R, (R')*) réwnych (A,_1, Ag—1, An—k-1), (Bn, Dk, Bn_t)). Wydaje sig, ze nalezatoby poszuka¢
nierozszczepialnych przyktadéw wynikajacych z Twierdzenia 1.2. Obecnos$¢ czarnych wierzchotkow
w odpowiednich diagramach Satake jest dodatkowa przeszkoda, ale pozwoliloby to na wykorzystanie
calego potencjatu Twierdzenia 1.2. Uwaga ta jest jednoczesnie sugestia dalszych kierunkéw badan.

str. 31, 32, 33 - obiekt b nie byl okreslony wczesniej. Jego definicja najprawdopodobniej pokrywa
sie z ta z pracy [18], ale w rozprawie zostala pominigta

str. 37 - Na poczatku Podrozdziatu 7.3 uzywa si¢ pojecia wazonego diagramu Dynkina nilpotent-
nej orbity rzeczywistej, ktore nie bylo okreslone wezesniej (pojawito sie tylko analogiczne pojecie dla
zespolonyh orbit).

str. 39, lin. 13 - obiekt 35 nie okreslony wcze$niej

Niezgrabne” sformutowania lub stylistyczne niescistosci

str. 7 - Pojecie ,, polprostej podgrupy typu parabolicznego” uzyte w formutowaniu Twierdzenia
1.3 dobrze byloby wyjasni¢ we wstepie lub w Rozdziale 2 dotyczacym grup i algebr Liego. W obecne]
wersji ono zostaje wyjasnione dopiero w dowodzie twierdzenia.

str. 20, lin. 2 - inwolucja rzedu 2”

str. 20 - w Twierdzeniu 4.2 nieprecyzyjne sformulowanie we frazie ,dopuszcza dzialania”

str. 23 - zbedne slowo ,suma” w ostatnim zdaniu przedostatniego akapitu
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str. 24, przedostatnie zdanie - ,ro6zniczka bedzie nastepujaca” —> ,rézniczka bedzie oznaczana”

str. 31, we wzorze w ostatniej linijce diagram nalezaloby rozszerzy¢ o jeden krok

str. 36, pierwsze zdanie ostatniego akapitu - ,algebrze Liego o zwartym centrum m” —> ,algebrze
Liego m o zwartym centrum”

str. 36, drugie zdanie ostatniego akapitu - ,jesli rzad rzeczywisty wynosi 17 — rzad rzeczywisty
czego?

Pomytki druku
str. 6, lin. 4 - zbedny odstep po przecinku
str. 17, lin. 11 - brak gwiazdki nad j we wzorze r : j — a*
str. 21, lin.7 - ,algebr” —> "algebrach”
str. 21, lin. 10 - ,Kodotaczona” —> ,Dotaczona”
Str. 25, lin. 16 - d1+d2+...+dk=0‘> d1+d2+...+dk=n
str. 37, ostatnia linijka - F =3 o F o> F = Y wet; GaF-a
str. 39, lin. 2, 3 - if” —> | jesli”
str. 40, przedostatnia linijka - ,Tej” —> ,Z tej”
str. 42, lin. 3 - ,twierdzenia 1.2” —>  twierdzenia 1.3”
str. 42, lin. 12 - ,ortogonalna” —> jortogonalny”
Wzory matematyczne zwykla czcionka na str. 4, lin. 22.
Bledne uzycie zwyklej czcionki we wskaznikach zamiast czcionki ,mathfrak” na str. 36 i 37.

Andriy Panasyuk
Dr hab., prof. UWM



Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr. Piotra Jastrzebskiego
Formy Clifforda—Kleina pewnych przestrzeni jednorodnych
(IT wersja z dnia 29 listopada 2015 r.)

W zwigzku z wymogiem prof. S. Jackowskiego, drugiego recenzenta rozprawy mgr. P. Jastrzeb-
skiego, jej pierwsza wersja zostala dopracowana przez autora. Z powodu zmian poczynionych w
rozprawie ponizej przedstawiam swoja opinie o nowej jej wersji, ktorg jednak nalezy uwazac za uzu-
pelniajaca wzgledem mojej opinii o pierwszej wersji pracy wczesniej przedstawionej Radzie Wydziatu
Matematyki i Informatyki UWM w Olsztynie.

Struktura w drugiej wersji zostala zachowana — praca sklada si¢ ze Wstepu i 7 rozdzialow, ktore
z reguly maja te same tytuly. Wyjatek stanowia Rozdziaty 2, 3 i 5, ktérych tytuly sa bliskie tym
z poprzedniej wersji. Wlasnie w tych rozdzialach autor dokonal najwiekszych zmian — one zostaly
istotnie uzupelnione. Dodany material jest dosy¢ obszerny (w sumie objeto$¢ pracy wzrosta z 45 do
63 stron) a zawiera gléwnie wprowadzajace pojecia i wyniki z teorii grup i algebr Liego pomagajace
czytelnikowi lepiej zorientowac si¢ w przestrzeni rozprawy i zrozumie¢ jej podstawowe wyniki. Pozo-
stale zmiany poczynione w pracy nosza gtownie redakcyjny charakter (w szczegélnosci one uwzgled-
niaja uwagi krytyczne obydwu recenzentow do pierwszej wersji). Musze wyznac, ze w nowej wersji
praca zyskala na czytelno$ci, chociaz nowa redakcja niestety tez jest daleka od doskonalosci. Ponizej
przedstawie liste zauwazonych przeze mnie usterek.

W calosci, podtrzymuje swoje stanowisko, ktére wyrazilem w recenzji pierwszej wersji pracy,
czyli uwazam, ze wyniki pracy sa wazne i aktualne a ich autor, mgr. Piotr Jastrzebski, wykazal sig
wystarczajaca dojrzatosciag naukowa. Wnioskuje o jego dopuszczenie do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

Uwagi krytyczne

,Niezgrabne” sformutowania, stylistyczne niescistosci, pomytki druku

str. 12 - macierz J zostala pomytkowo zdefiniowana 2 razy

str. 15 - zbedna fraza ,algebra Liego” w lin. 20

str. 15 - ,abelowej” —> ,polprostej” w lin. 25

str. 16 - w Definicji 2.24 nalezaloby raczej uzy¢ terminu ,podalgebra reduktywna w ...” niz
podalgebra reduktywna”, gdyz pierwszy termin jest standardowy, a ponadto jest stosowany pozniej
w pracy na str. 32

str. 18 - w lin. 5 nalezy dodac¢ ,istnieje H, € j taki, ze”

str. 18 - zdanie w Definicji 2.34 nie ma sensu

str. 22 - w ostatniej lin.: s;; —> Sai,

str. 23 - w Twierdzeniu 2.51 nalezy okresli¢ czym jest w

str. 23 - w Twierdzeniu 2.52: ,spelniaja nastepujace warunki” lub ,maja nastepujace wiasnosci”

str. 25 - nie wyjasniony zostal sens liczb przy wierzchotkach diagramu Satake



str. 27, 28 - w Definicjach 3.7 i 3.8 pomytkowo uzyto stowa ,jistnieje”: przymiotnik nastepujacy
po nim stosuje sie do konkretnego odwzorowania (dziatania grupy)

str. 30, 31, 32 - bledne uzycie terminu ,dyfeomorfizm na siebie”: odpowiednie rozmaitosci a priori
sq rozne

str. 31 - lin. 10: t—> &

str. 31 - po Twierdzeniu 3.21 pojawilo sie pojecie ;maksymalna abelowa podprzestrzen”, ktore nie
bylo zdefiniowane wczesniej. Przedtem uzywana byla terminologia ,maksymalna abelowa podgrupa”

str. 32 - wydaje sie, Ze w ostatnim zdaniu 1-go akapitu druga réwnos¢ jest wnioskiem pierwszej,
nie mozna wiec uzywaé spojnika ,oraz”

str. 32 - w definicji Zx(a) w Definicji 3.25: Ad(k)|q

W dodatku do powyzszego musze zauwazy¢, ze autor pracy nie ustosunkowal sie do niektoérych
krytycznych uwag, ktore zrobilem w recenzji pierwszej wersji pracy, chociaz mial taka mozliwos¢. By¢
moze przyczyng bylo nieprecyzyjne ich sformutowanie. Ponizej powtarzam te uwagi w odniesieniu
do nowej wersji pracy w nieco zmienionym formutowaniu, gdyz nadal uwazam je za istotne.

str. 38 - w ostatnim zdaniu przedostatniego akapitu: ,wymiar a-hiperboliczny” prawdopodobnie
ma by¢ ,rzedem a-hiperbolicznym”, a fraza ,wymiar a-hiperboliczny b jest suma rank,_py,([b, b])” nie
ma sensu

str. 41 - w twierdzeniu 5.5: ,rozniczka bedzie nastepujaca”’ —> ,rozniczka bedzie oznaczana”

str. 48 - we wzorze w ostatniej linijce diagram nalezaloby rozszerzy¢ o jeden wierzchotek o
wspotczynniku ag; poprawiloby to czytelnos¢ diagramu

str. 54 - pierwszy akapit: ,algebrze Liego o zwartym centrum m” —>  algebrze Liego m o zwartym
centrum”; w obecnym formutowaniu oznaczenie m raczej odnosi sie do centrum algebry niz do niej
samej, co deformuje sens zdania

Nastepne zdanie: ,jesli rzad rzeczywisty wynosi 17 —> , jesli rzad rzeczywisty m (czy h?) wynosi
177
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