Recenzja pracy doktorskiej mgr Mariusza Bodziocha
Oblique derivative problem for elliptic second-order
equations in a domain with boundary conical point

Praca doktorska mgr Mariusza Bodziocha dotyczy zagadnieri eliptycznych w
obszarach z niegltadkim brzegiem. Sa to problemy z reguty pomijane w klasycz-
nych opracowaniach z rownan czastkowych, ale wazne w zastosowaniach. Dosé
wspomnieé, ze seria tragicznych wypadkéw pierwszego pasazerskiego samolotu
odrzutowego Comet prawdopodobnie miata przyczyne w zignorowaniu przez
brytyjskich inzynieréow faktu, ze w rogach montowanych wéwczas prostokatnych
okienek pojawiaja sie dodatakowe naprezenia, spowodowane tym, ze brzeg okna
nie jest krzywa gladka. Od tej pory w samolotach instaluje sie okienka z zaokra-
glonymi rogami.

W swojej pracy mgr Bodzioch zajmuje sie zagadnieniami eliptycznymi ze
skosna pchodna na brzegu w wielowymiarowm obszarze z punktem stozkowym,
definiowanym jako obszar z brzegiem gladkim za wyjatkiem jednego punktu w
poblizu ktoérego brzeg jest stozkiem obrotowym z wierzchotkiem w tym punkcie.
Uzyskane wyniki obejmuja zagadnienia liniowe, poétliniowe oraz kwaziliniowe.
Gléwne wyniki dotycza precyzyjnych oszacowan zachowania sie silnych rozwia-
zan takich réwnan w poblizu wierzchotka stozka stanowiacego czesé brzegu ob-
szaru, w zalezno$ci od regularnosci wspotczynnikéw. Istotng role pelnia oszaco-
wania pierwszej wartosci wlasnej dla réwnania Laplace’a-Beltramiego ze sko$na
pochodna na powierzchni sferycznej, bedacej przecieciem sfery jednostkowej ze
stozkiem, definiujacym obszar, w ktérym postawione jest zagadnienie interesu-
jace autora. Problem ten i wynikajace z niego nieréwnosci typu Friedrichsa dla
obszaru stozkowego rozwazane sa w Rozdziale 2.

W Rozdziale 3 autor zajmuje sie zagadnieniem liniowym. Gléwne wyniki to
oszacowania punktowe rozwiazani w wierzchotku stozka w zaleznosci od funkcji,
ktora szacuje zachowanie sie wspotczynnikow rownania w poblizu wierzchotka.
Asymptotyka rozwigzan zalezy od tego, czy funkcja ta jest ciagla w sensie Di-
niego, czy tez nie, oraz od asymptotyki prawej strony problemu w poblizu wierz-
chotka w zaleznodci od pierwszej wartosci wlasnej zagadnienia rozwazanego w
Rozdziale 2. Oszacowania uzyskane sg za pomoca dtugich ciaggéw oszacowan a
priori, ktore wpierw daja oszacowania globalne w przestrzeniach Sobolewa z
waga beda odpowiednia potega odlegtosci od wierzchotka. Jednym z gtéwnych
narzedzi w dowodzie tego twierdzenia, jak i analogicznych twierdzen w przypad-
kach pol- i kwaziliniowym, jest wersja nieréwnosci Gronwalla, uzyskana przez
promotora pracy i V. Kondratieva. Dalej oszacowania sa zawezane do malych
otoczen wierzchotka, gdzie norma w przestrzeni Sobolewa w takim otoczeniu za-
lezna jest od jego wielkosci, za$ ostateczne przejécie do oszacowari punktowych
wykorzystuje zasade maximum pochodzaca od Gary’ego Liebermana.

Rozdziat 4 przenosi wyniki liniowe na przypadek potliniowy w dosé standar-
dowy sposob - zalozenia o nieliniowosci pozwalaja przerzucié ja na prawa strone
oszacowan i traktowac ja tak jak wyrazy nizszego rzedu w réwnaniu liniowym.

Rozdzial 5 po$wiecony jest zagadnieniu kwaziliniowemu. Tutaj, cho¢ idea
dowodu jest podobna, jego przeprowadzenie wymaga dodatkowych operacji.



Mianowicie, autor musi uzyska¢ pomocnicze punktowe oszacowania rozwigza-
nia i jego gradientu. Dowdd tych oszacowan wykorzystuje odpowiednie pod-
rozwiazania zagadnien liniowych. Dalsze oszacowania otrzymane sa tak, jak w
poprzednich przypadkach, przy odpowiednio wzmocnionych zatozeniach, cho¢
np. w dowodzie Twierdzenia 5.1 koricowe oszacowania wymagaja nietypowych
iteracji.

W Dodatku autor zebral podstawowe twierdzenia wykorzystywane w pracy.

W przedstawionej pracy mgr Bodzioch zajal sie waznym zagadnieniem i wy-
kazal sie¢ umiejetnosciami technicznymi w zakresie teorii przestrzeni Sobolowa
i rownan rézniczkowych w zakresie wymaganym na poziomie doktorskim. Jest
autorem jednej oraz wspolautorem (wraz z promotorem) 3 prac zwiazanych z
tematyka doktoratu, ktore ukazaly sie w dobrych czasopismach. Warto§é pracy
obniza jednak duza ilos¢ btedéw redakcyjnych i brak konsekwencji w oznacze-
niach. Ponizej podam kilka przyktaddw, ktore istotnie utrudniajg czytanie pracy.

1. Definicja obszaru z punktem stozkowym.

Czy istotnie zalozenie, ze otoczenie O jest fragmentem stozka obroto-
wego nie jest ograniczeniem - dlaczego nie rozwazany jest zbior dyfeomor-
ficzny ze stozkiem? Przedstawiona definicja nie jest naturalna.

Sama definicja jest nieprecyzyjna. Otwarty stozek nie jest zdefinio-
wany, przez co trudno sie zorientowaé, o co chodzi w punktach 3, 4 i 5
Definicji 1.1. Z kolei na stronie 22 ustala sie liczbe d, ktora, jak rozumiem,
jest promieniem najwiekszej kuli w ktorej czes¢ stozkowa jest zawarta.
Pozniej jednak w prawie kazdym twierdzeniu mowi si¢ o istnieniu takiej
liczby d dla ktorej zachodzi teza twierdzenia.

Z tym zwiazane sa luki w definicjach i dowodach. Przyktadowo, w

definicji warunku brzegowego w (L) wspolczynniki zaleza tylko od w (co
samo w sobie jest do$¢ dziwne, np w obszarach niegwiazdzistych), ale, co
gorsza, w powigzaniu z zalozeniem (c) na stronie 36 powoduje, ze wspol-
czynniki te sa niezdefiniowane, jesli G nie jest zawarty w K (patrz Fig.
1.1., jesli d = 1). Zwiazany z tym jest brak zgodnosci zalozen: w zalozeniu
(c) v i x sa zdefiniowane na Q, podczas gdy w Twierdzeniach 3.1 - 3.3 na
calym brzegu G.
i
moga by¢ puste, jesli G jest zawarty w kuli o promieniu mniejszym niz 1/2
Ten blad powtarza sie we wszystkich dowodach wykorzystujacych przeska-
lowanie zmiennych.

Co gorsza, zgodnie z definicja G na stronie 21, zbiory G

Podobnie, w wielu oszacowaniach (np (3.4.13)) milczaco zakltada sie,
ze u jest zdefiniowane na (2.

Podobnie, np., we wzorze (5.5.20), F%d nie musi by¢ wewnatrz G.

Mam tutaj wrazenie, ze autor niezbyt starannie przepisywal wyniki dla
zagadnienia postawionego w calym stozku na przypadek lokalny - chyba
brakuje fragmentu rozwazan, gdzie zagadnienie w G jest lokalizowane w
otoczeniu O and nastepnie rozwazane w calym stozku.



. Istnienie rozwigzan. Dobrze byloby w tekscie odnie$é sie do istnienia
i jednoznaczno$ci rozwiazan silnych - we Wstepie jest to tylko komentarz
bez precyzyjnych zatozen.

. Oznaczenia. Autor bardzo swobodnie podchodzi do oznaczen.

Dopuszczajac czasami wyjatki, nalezy stosowaé¢ konwencje, ze u(x)
to jest wartosé funkcji w w punkcie z. Inaczej mamy takie horrory ozna-
czeniowe jak na przyktad we wzorach (3.3.2)-(3.3.3), gdzie w tym samym
sformulowaniu mamy u(x) jako waros¢ funkeji, f(z) jako symbol funkcji
w normie || f(x)|| i v jako symbol funkeji w normie ||y||.

W Lemacie 3.4 i konsekwentnie dalej pojawiaja sie symbole uy,, ty,
ktore nie sa zdefiniowane.

Przy przyjetych zalozeniach nie ma gwarancji, ze max A(|z’ — y/'|),
pojawiajace sie w dowodzie Lematu 3.4, jest liczbaskonczong.

Co oznacza k = [log,(d/4€)]? Czes¢ calkowita zostal zdefiniowana w
inny sposob.

Inng niekonsekwencja jest wymienne uzywanie 0 i O.

. Corollary 3.7, Corollary 4.8. Ten wniosek jest natychmiastowa kon-
sekwencja tego, ze u jest ciagla w zerze i zasady lokalnego zachowania
znaku.

. Theorem 4.12. Ze sformutowania wynika, ze stala ¢ jest niezalezna od
zbioru G’ co oznacza, ze moze on byé¢ dowolnie maly, czyli, przechodzac
do granicy, czlon z calkowaniem po G’ jest niepotrzebny. Jest to zresztg
udowodnione w Uwadze 4.13.

. Inne zauwazone bledy.

Powyzej (3.5.15), (3.5.5) nie jest nier6wnoscia; podobnie na stronie
69, (4.5.3) nie jest nieréwnoscia.

W podrozdziale 3.6, we wzorach na przeskalowanie zamiast € powinno
by¢ p.

W (3.6.1) supremum powinno by¢ po z’.

Ostatni wzor dowodu Twierdzenia 3.1 zachodzi dla |z| € (p/2, p), wiec
chyba nie mozna podstawi¢ |z| = 3p/2.

Moze warto by wyjasni¢, dlaczego zalzenia zwiazane z A sa inne w
przypadku potliniowym. Wydaje sie, ze w oszacowaniach A jest wykorzy-
stywana w podobny sposoéb, co w przypadku liniowym. Roéwniez, czego$
brakuje w warunku na ag w (iv).

W dowodzie Tw. 4.7 - dlaczego mozna w zagadnienu nieliniowym
przyjaé, ze u(0) > 0.

Powyzej (4.5.4), chyba nie chodzi o zalozenie (d).

W (D) brakuje zalozen o g.



Znéw wracamy do d - w Twierdzeniu 5.1 istnienie pewnego d > 0 jest
jedna z tez twierdzenia, po czym ponizej, autor stwierdza...Let GZ be a
convex rotational cone...

Co to jest I'Y na stronie 83? Poza tym, czy to jest juz d z tezy twier-
dzenia, czy z zalozenn o G4?

Podobnie w Twierdzeniu 5.4, gdzie dowod zaczyna sie od Let.... |
0 < p < d, a istnienie d jest w tezie twierdzenia.

Czy wzor Greena w (5.5.11) jest uzasadniony? Poprzednio chyba byt
uzywany w zbiorze z wycietym wierzchotkiem?

We wzorze (5.5.22), norma powinna chyba by¢ po T'f.

Pomimo wymienionych usterek uwazam, ze praca spelnia wymagania stawiane
pracy doktorskiej. Dobrze bylo by jednak, aby autor zastanowil sie nad poniz-
szymi uwagami.
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