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1. Tematyka rozprawy

Poniewaz rozprawa ma bardzo techniczny charakter, nawet streszczenie i wstep sa bardzo
trudno czytelne dla matematyka spoza waskiego kregu specjalistow, przedstawie mozliwie
najprosciej kontekst i tematyke rozprawy.

Rozprawa dotyczy grup Lie, czyli rozmaitosci gtadkich z zadanym dziataniem grupowym
bedacym przeksztalceniem gltadkim. Typowymi i bardzo waznymi przyktadami sa grupy ma-
cierzy odwracalnych GL(n,F) nad réznymi ciatami F = R, C, H (traktowane jako podzbiory
otwarte przestrzeni kartezjanskich IE‘"Q) oraz ich domkniete podgrupy. "Najmniejszg" nie-
abelowa taka grupa jest rozwazana w pracy grupa SL(2,R) sktadajaca sie z rzeczywistych
macierzy 2 X 2 o wyznaczniku réwnym 1. Jest to rozmaitos¢ 3-wymiarowa. Maksymalna
zwarta podgrupa w grupie SL(2,R) jest grupa obrotéow ptaszczyzny SO(2) C SL(2,R),
izomorficzna z okregiem jednostkowym na plaszczyznie zespolnej S* C C.

Podstawowym narzedziem badania spéjnych grup Lie sa ich algebry Lie. Jesli G jest
grupa Lie, to jej algebra Lie L(G) := (T'Ge, |-, —]) nazywamy przestrzen styczna w elemen-
cie neutralnym T'G,, wyposazona w antysymetryczne dzialanie [—, —]: TG, x TG, — TG.,
zwane nawiasem Lie, zdefiniowane poprzez komutator p6l wektorowych. W przypadku gru-
py liniowej GL(n,R) przestrzeni styczna to oczywiscie przestrzen wszystkich macierzy n x n,
a nawias Lie to komutator macierzy [A, B] = AB — BA. Zwyczajowo algebre Lie grupy Lie
G oznaczamy mala gotycka litera g. Algebra Lie sly(R) grupy SL(2,R) ma latwa do opisa-
nia postaé: jej baza jako przestrzeni wektorowej sa trzy macierze E, F, H a nawias Lie jest
zadany przez rownosci: [H,E| = 2E, [H,F| = —2F, [E, F,] = H. Fundamentalny zwiazek
grup i algebr Lie opisuje nastepujace klasyczne twierdzenie:

Twierdzenie 0.1. Kazda skoriczenie wymiarowa algebra Lie (nad ciatem liczb rzeczywi-
stych) jest algebrq Lie pewnej jednospdjnej grupy Lie. Jesli ¢p: g — b jest homomorfizmem
algebr Lie jednospdjnej grupy G i grupy H, to istnieje doktadnie jeden homomorfizm grup
Lie f: G — H taki, ze Df. = ¢.

Majac grupe Lie G i jej domknieta podgrupe H C G przestrzenia jednorodna nazywa sie
zbior (prawych) warstw podgrupy H w G, oznaczany G/H. Jest to oczywiscie przestrzen
topologiczna z topologia ilorazowa, ale takze rozmaitos¢ gtadka. Odwzorowanie ilorazowe
p: G — G/H jest submersja. Jesli podgrupa H jest zbiorem punktoéw stalych pewnego
homomorfizmu o: G — G takiego, ze 0 = id to G/H nazywa sie przestrzenia symetryczna.

Rozmaitos¢ G/H jest wyposazona w gladkie dziatanie grupy G przez przesuniecia z
lewej strony: G x G/H > (g1,92H) ~ (g192)H € G/H. To dzialanie mozna ograniczaé
do podgrup I' C G, otrzymujac w ten sposdb ciekawe symetrie rozmaitosci G/H. Majac w
pamieci Tw. 0.1 nie jest zaskakujace, ze przestrzenie jednorodne mozna badaé¢ rozpatrujac
pary algebr Lie (g,b).

W Rozprawie przez dzialanie grupy SL(2,R) na przestrzeni jednorodnej G/H rozumie
si¢ zanurzenie SL(2,R) — G oraz dziatanie przez przesuniecia obrazu na G/H. Na pytanie



o istnienie zanurzenia SL(2,R) — G mozna odpowiadaé¢ korzystajac z Twierdzenia 0.1, za-
chowujac jednak pewna ostroznosé¢ bowiem grupa SL(2,R) nie jest jednospéjna (jej grupa
podstawowa jest izomorficzna z grupa liczb catkowitych). Rozprawa dotyczy pewnej spe-
cjalnej klasy zanurzen, a mianowicie, przy ustalonej podgrupie H C G, dajacych dziatanie
wlasciwe SL(2,R) na przestrzeni jednorodnej G/H. Przypomnimy Definicje 2.9 z Rozprawy:

Definicja 0.1. Dziatanie grupy topologicznej G na przestrzeni topologicznej X nazywamy
wtasciwym jesli dla dowolnego podzbioru zwartego S C X podzbior {g € G| (gS) NS # 0}
jest zwarty.

Zauwazmy, ze grupy izotropii dzialania wlasciwego sa zwarte. Przypomnijmy, ze dowolna
spojna grupa Lie posiada maksymalna podgrupe zwarta i dowolne dwie sa sprzezone (Tw.
Cartana—Iwasawy—Malceva). Zatem dowolna zwarta podgrupa izotropii musi by¢ podgrupa
pewnej maksymalnej podgrupy zwartej. Co wiecej, maksymalna podgrupa zwarta moze by¢
znaleziona przy pomocy wtasnosci algebry Lie calej grupy poprzez wskazanie podalgebry
stycznej do tej podgrupy. Nie wchodzac w szczegdly techniczne, poszukiwanie wlasciwych
dziatan SL(2,R) na G/H moze by¢ sprowadzone dla szerokiej klasy grup do wskazania w
algebrze Lie g podalgebry izomorficznej z algebra sly(R) i sprawdzenia, czy jest ona odpo-
wiednio potozona wzgledem podalgebry . Dla pewnej szerokiej klasy grup Lie i pewnych
ich podgrup Toshiyuki Kobayashi sformutowal w terminach wzajemnego potozenia algebr
Lie podgrup L, H C G w algebrze Lie grupy G kryterium , aby dzialanie przez przesunie-
cia podgrupy L na G/H byto whasciwe (Tw. 3.1 Rozprawy). W celu sformulowania tego
twierdzenia musimy przytoczy¢ jeszcze kilka konstrukeji z teorii grup i algebr Lie.

Przypomnijmy, ze algebra Lie g nad cialem F' = R, C nazywa sie pétprosta jesli dwuli-
niowa forma (zwana forma Killinga) B: g x g — F zadana wzorem B(X,Y") := Tr(adxady)
jest niezdegenerowana. Wazne twierdzenie teorii grup Lie powiada, ze dowolna rzeczywi-
sta polprosta algebra Lie g posiada inwolutywny automorfizm (tzw. inwolucje Cartana)
0: g — g taka, ze forma By(X,Y) := —B(X,0(Y)) jest symetryczna i dodatnio okreslona.
Inwolucja ta zadaje rozktad g = € @ p na sume prosta podprzestrzeni wiasnych odpowia-
dajacych warto$ciom wlasnym 1 i —1. Jesli g jest algebra Lie grupy G, to podalgebra &
jest styczna do maksymalnej zwartej podgrupy K C G. Przez maksymalng rozszczepialng
podalgebre Cartana w g bedziemy rozumie¢ maksymalna abelowa podalgebre a C p lub
dowolna podalgebre w g z nia sprzezona (Uwaga: definicja w Rozprawie jest nieco innal).

Theorem 0.1 (T. Kobayashi [13] ). Niech Hy, Ha bedg reduktywnymi podgrupami w rzeczy-
wistej reduktywne; grupie liniowej G. Niech a oraz a(H;), i = 1,2 bedq odpowiednio maksy-
malnymi rozszczepialnymi abelowymi podalgebrami w g, b1, bo @ zatdzmy, ze a(H;) C a, i =
1,2. Niech K C G bedzie maksymalng podgrupa zwartq oraz W(g,a) = Ng(a)/Zk(a).
Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1. Hy dziata wtasciwie na G/Hj;
2. Hy dziata wtaSciwie na G/Hq;
3. Dla kazdego elementu w € W (g, a), wa; Nag = (.

Warunek 3. z twierdzenie Kobayashi zostal zastosowany przez Takayuki Okuda [18] do
opisu wlasciwych dziatan Hy = SL(2,R) na w przypadku gdy G jest spdjna, liniowa grupa
Lie, a Hy C G jest podgrupa otwarty w zbiorze punktoéw stalych pewnego inwolutywnego
automorfizmu o: G — G (w szczegdlnosci przestrzeniach symetrycznych).



Do identyfikacji podgrup grupy G izomorficznych z grupa SL(2,R) zar6wno w pracy
Okudy jak i Rozprawie stuzy wazne twierdzenie Jacobsona—Morozova. W celu jego sfor-
mulowania rozwazmy dzialanie dotaczone grupy Lie G na jej algebrze g: Ad: G x g — g,
zdefinowane przez pochodng automorfizméw wewnetrznych. Orbite nilpotentnego elementu
algebry g nazywamy orbita nilpotentna.

Theorem 0.2 (Jacobson—Morozov). Niech g bedzie potprostq algebrg Lie. Wtedy dla dowol-
nego elementu nilpotentnego E' € g istnieje homomorfizm algebr Lie ¢: sl(2,R) — g taki,
ze ¢(F) = E', przy czym dowolne dwa takie homomorfzimy sq sprzezone przez element z
centralizatora Zg(FE) elementu E w grupie Lie G odpowiadajgcej algebrze g.

Korzystajac z Tw. 0.1 oraz klasyfikacji nakryé¢ nad SL(2,R) otrzymuje sie nastepujacy
wniosek:

Whniosek 0.1. Niech G bedzie liniowq, potprostq grupg Lie. Wtedy dla dowolnego nie-
zerowego elementu nilpotentnego E' € g istnieje zanurzenie ¢: SL(2,R) — G taki, ze
Doig(E) = FE', przy czym jesli dwa elementy nilpotentne nalezq do tej samej G-orbity
to odpowiadajgce im homomorfizmy sq sprzezone.

W specjalistycznej literaturze czesto zamiast o homomorfizmach sla(R) — g mowi sie o
sla(R)-trojkach elementow, czyli obrazach generatorow {E, F, H} w g spelniajacych odpo-
wiednie relacje.

2. Oryginalne wyniki Rozprawy

Bardzo wazna role w sformutowaniu gltéwnych wynikéw odgrywaja dwa niezmienni-
ki liczbowe rzeczywistej algebry Lie: rzad rzeczywisty rankg(g) oraz rzad hiperboliczny
rank,_nyp(9), zdefiniowany w pracy Bocheriskiego i Tralle [3]. Sciste definicje rzedéw sa
wysoce techniczne, wiec jedynie je tutaj naszkicujemy. Definicja odwoluje si¢ do komplek-
syfikacji g€ := g@gr C algebry g oraz ukladow pierwiastkowych tej algebry. Przy ich pomocy
definiujemy pewien stozek a™ C a, gdzie a jest jak poprzednio maksymalng przemienng po-
dalgebra w sktadniku rozktadu Cartana p. Wymiar liniowy tego stozka nazywamy rzedem
rzeczywistym algebry g. Wybierajac odpowiedni element w grupie Weyla W(g) definiuje
sie pewng inwolucje a — a, ktora zachowuje stozek a™. Zbior jej punktéw statych na a™
tez jest stozkiem, oznaczanym b7, zwanym stozkiem Benoist. Jego wymiar liniowy to rzad
a-hiperboliczny rankq_pyp(g). Oczywiscie zachodzi nier6wno$é¢ rankq—pyp(g) < rankr(g).
Stozek Benoist moze by¢ opisany w terminach orbit dotaczonego dziatania grupy G:

Theorem 0.3 (T. Okuda). Niech g bedzie rzeczywistq potprosta algebrg Lie, grupy Lie
G. Przyporzqadkowanie elementowi X € g jego G-orbity dotgczonej AdaX wyznacza bijekcje
miedzy punktami stozka Benoist b™ a zbiorem antypodalnych G-orbit hiperbolicznych tzn.
takich, ze operator adx jest diagonalizowalny nad R oraz jesli wraz z dowolnym elementem
Y do orbity nalezy takze —Y .

Majac na uwadze Tw. 0.2 beda nas szczeg6lnie interesowaé orbity elementéw nilpotent-
nych. Ich klasyfikacja jest tematem ksiazki [5].

Opisang pokrotce maszynerie autor uzywa do udzielenia odpowiedzi na postawione na
poczatku pytanie o istnienie wlasciwych dziatan grupy SL(2,R) na pewnych przestrzeniach
jednorodnych. Gtowny rezultat Rozprawy sformutowano we Wstepie jako Twierdzenie 1.1.



Theorem 0.4 (Tw. 1.1 Rozprawy). Niech G bedzie spdjna, prostq liniowq niezwartg grupg
Lie a H C G jej domknietq, spdjnag podgrupg o zwartym centrum takq, zZe para algebr (g,b)
jest reduktywna (w szczegolnosci jesli sq one pdtproste i istnieje inwolucja Cartana zacho-
wujgca ) oraz rankr(h) = 1. Przestrzen jednorodna G/H posiada wtasciwe dziatanie grupy
SL(2,R) wtedy i tylko wtedy gdy rank,_pyp(h) > 2.

Dowdd twierdzenia opiera sie na wynikach Bochenskiego-Tralle, T. Kobayashi oraz Oku-
dy, a takze lemacie udowodnionym w Rozprawie:

Lemat 0.1. Niech G bedzie prostq liniowg grupg Lie. Istniejq slo(R)-trojki {H;, E;, F;}
takie, ze Spang(b*) = Spang{B; | B; odpowiada orbicie elementu H;}.

Dowod lematu opiera sie na klasyfikacji prostych algebr Lie i znalezieniu w kazdym
przypadku odpowiednich sly(R)-trojek.

Z Tw. 1.1 Rozprawy wyprowadzono Wniosek 1.1 opisujacy doktadniej przestrzenie jed-
norodne spelniajace zalozenia tego twierdzenia, ktére nie posiadaja wlasciwego dziatania
grupy SL(2,R).

Pozostate dwa gtowne twierdzenia wymienione we Wstepie maja jeszcze bardziej tech-
niczny charakter. Podaja warunki dostateczne na to, aby przestrzen jednorodna posiadata
wlasciwe dziatanie grupy SL(2,R) w terminach diagramoéw Dynkina, diagramow Satake
oraz wlasnosci systeméw pierwiastkow.

Rozprawa dotyczy aktualnej tematyki, majacej wiele odniesienn do waznych kierunkow
badan wspotczesnej matematyki i fizyki. Wyniki Rozprawy uwazam za interesujace, acz-
kolwiek bardzo techniczne, trudne do intuicyjnego przedstawienia. Rozprawa bardzo silnie
opiera sie na niedawnych wynikach wielu autoréw badajacych symetrie przestrzeni jedno-
rodnych; szczegdlnie T. Kobayashi i T. Okudy oraz Y. Benoist, opublikowanych w najpowaz-
niejszych czasopismach matematycznych. Wktad Autora polega na zebraniu tych rezultatow
oraz przeprowadzeniu wielu zmudnych analiz i obliczenn w opisanych explicite w klasycznej
literaturze prostych algebrach Lie.

2. Redakcja Rozprawy

Prezentacja podstaw teoretycznych wynikéw Rozprawy, a takze gtownych rezultatow
pozostaje daleko w tyle za waga jej tematyki. Redakcja Rozprawy, nawet juz jej Wste-
pu, praktycznie zamyka dostep do niej matematykowi, ktéry nie §ledzil na biezaco chocéby
literatury wymienionej w bibliografii. Przy lekturze Rozprawy odnositem wrazenie, ze Au-
tor skupiajac sie na szczegbltowych obliczeniach, traktowal podstawowe wyniki teoretyczne
jak "czarne skrzynki" nie prébujac dokladnie zrozumieé tresci ich zwartosci. Wrazenie to
potwierdzita rozmowa z Autorem. Ponizej podam tylko kilka przyktadéw punktéow prowa-
dzacych do konfuzji:

Definicja dziatania grupy Autor przytoczyl do$é niezrecznag definicje dziatania grupy
na przestrzeni topologicznej (Definicja 2.9), dostownie przettumaczona z pracy [13]. Nie
wspomnial jednak nigdzie explicite, ze dziatania ktére w Rozprawie sa rozwazane sa bardzo
szezegblnego typu, a mianowicie dziatania przez lewe przesuniecia na przestrzeni G/H za-
dane przez zanurzenie SL(2,R) — G. Ten problem dotyczy nie tylko dzialan SL(2,R); np.
w Tw. 4.1 cho¢ méwi sie o "wszystkich grupach dziatajacych w sposob wtasciwie nieciagly
i wolny" na G/H chodzi oczywiscie tylko o podgrupy w G i dzialania przez przesuniecia.



Grupa SL(2,R) i jej algebra Lie Jest zdumiewajace, ze w Rozprawie poswieconej dzia-
laniom grupy SL(2,R) poprzez badanie homomorfizmoéw jej algebry Lie slo(R) w algebry
Lie innych grup zabrakto definicji i podstawowych faktow o SL(2,R) i sla(R). Kluczowe dla
Rozprawy sla(R)-trojki pojawiaja sie w oderwaniu od grupy SL(2,R) i w Rozdziale 5 bez
stowa uzasadnienia Autor twierdzi, ze dla dowolnej sly(R)-trojki istnieje homomorfizm grup
®: SL(2,R) — G o zadanych wartosciach pochodnej na pewnych macierzach, bez powota-
nia sie na glebokie Twierdzenie 0.1, ani komentarza dlaczego mozna je zastosowaé, mimo ze
grupa SL(2,R) nie jest jednospojna.

Uklady pierwiastkowe Uktady pierwiastkowe algebr Lie oraz odpowiadajace im diagramy
Dynkina i Satake odgrywaja bardzo wazna role w Rozprawie. W Rozdziale 2.2 Rozprawy
podano definicje pierwiastkow zespolonej algebry Lie g jako pewnych form zespolonych
okreslonych na jej podalgebrze Cartana. Na nastepnej stronie (str.13) podano definicje abs-
trakcyjnego uktadu pierwiastkéw w rzeczywistej przestrzeni euklidesowej. Zabrakto jednak
wyjasnienia powiazania miedzy tymi pojeciami - nie wiadomo w jaki sposéb algebrze Lie
przypisaé¢ system pierwiastkow w sensie Definicji 2.10. Na str. 14 Autor twierdzi, ze "Po-
kazalismy juz, zZe kazdej potprostej algebrze Liego odpowiada uktad pierwiastkowy.”, co jest
nieprawda, bo dla algebry Lie nie zostal zdefiniowany uklad pierwiastkowy w sensie Defi-
nicji 2.10. Rozwazania o pierwiastkach dodatnich na str. 14 sa zupelnie oderwane. Z ko-
lejnego akapitu mozna wnioskowaé, ze diagramy Dynkina definiuje sie jedynie dla ukladdw
pierwiastkowych w uporzadkowanych przestrzeniach liniowych, co jest nieprawda. Bardzo
wazna kwestia wyrézniania wsrod pierwiastkow algebry Lie pierwiastkéw prostych i dodat-
nich zostata zupelnie pominieta, cho¢ nastepnie sie z nich korzysta. Zwigzek diagramow
Dynkina z algebrami Liego zostal skwitowany jednym, nieprecyzyjnym komentarzem, bez
odsytacza do literatury: "Wiadomo, ze uktad pierwiastkowy okresla potprostq algebre Liego
jednoznacznie z doktadnosciqg do izomorfizmu. Zatem, klasyfikacja diagramow Dynkina jest
tez klasyfikacjq zespolonych potprostych algebr Liego." Zwazywszy role jaka w Rozprawie od-
grywaja diagramy Dynkina oraz, w przypadku rzeczywistych algebr Lie, diagramy Satake,
brak szczegbdlowego opisu tych relacji jest bardzo powaznym zaniedbaniem.

Zamet zalozenn. W roéznych miejscach pracy czyni sie rézne zalozenia o grupie G, nie
wyjasniajac relacji miedzy nimi. Czesto zalozenia sa rozbite miedzy tekst poprzedzajacy
twierdzenie a sama tres¢ twierdzenia (np. Tw. 1.1). Zalozenia czynione o grupie lub jej
algebrze Lie bywaja w réznych miejscach nastepujace: poétprosta, reduktywna, prosta, ab-
solutnie prosta, liniowa, niezwarta, spojna itp. Definicje sa rozrzucone w tekscie, chociaz
powinny by¢ zgromadzone w Rozdziale 2. W Rozdziale 3.1 przyjmuje sie bez komentarza
istnieje automorfizméw Cartana dla grup reduktywnych, a nawet par (G, H). Czasem z kolei
nie jest jasne, czy zalozenia sa rzeczywiscie potrzebne. Np. w Rozdziale 4.1 niepotrzebnie
zaklada sie, ze G jest grupg prosta, podczas gdy rzad rzeczywisty jest zdefiniowany dla
grup potprostych. We Wstepie jest mowa o "zwartej, reduktywnej grupie Lie", podczas gdy
kazda zwarta grupa Lie jest reduktywna. Nb. warto bytoby skomentowaé, czy gtowne Tw.
1.1 zachodzi dla grup poétprostych i podaé przykiad, ze zatozenie liniowosci jest konieczne.

W Rozprawie wystepuje wiele nieobjasnionych oznaczen np. wspomnianych we Wstepie
grup i algebr Lie.

Twierdzenie Jacobsona - Morozova Zacytowane w recenzji twierdzenie Jacobsona - Mo-
rozova Tw. 0.2. ma fundamentalne znaczenie dla gtéwnych wynikéw rozprawy. Tymczasem
zostato tylko wspomniane na poczatku Rozdziatu 6, bez doktadnego sformutowania a nawet



odsytacza.

Zamet odsylaczy. Na poczatku wielu podrozdzialéw wystepuje uwaga "Ten podrozdziat
zostal oparty na [..|" , natomiast brak odsylaczy do konkretnych miejsc, nawet w przypad-
ku obszernych prac i grubych ksiazek. Nie zawsze odsytacze sg precyzyjne np. w sprawie
podstaw teorii grup i algebr Lie w Rozdziale 2 odsyta sie do ksiazek [6] i [19] podczas gdy
definicja grupy reduktywnej (2.4) nie wystepuje w [6], a w [19] wystepuje w zadaniach, jest
odmienna, choé¢ réwnowazna. Brakuje odsytaczy do wielu waznych wtasnosci np. istnienia
inwolucji Cartana dla algebry pélprostej i jednoznacznosci w przypadku zespolonym. Autor
zdaje sie uwazaé, ze dowolna reduktywna algebra Lie posiada inwolucje Cartana, podczas
gdy w [6] jest to wykazane jedynie dla algebr potprostych. Odsytacze s czesto zbyt skrotowe,
sprowadzaja sie do wymieniania potrzebnych twierdzen, bez komentarza (np. podrozdzial

6.1).

Chaos redakcyjny. Rozprawie brakuje klarownej koncepcji redakcyjnej. Ze spisu tresci
wynika, ze rozdzialy podzielone sg na podrozdziaty; jest to jednak ztudne, bo np. w Rozdziale
2 podstawowe pojecia dot. algebr Lie zostaly zebrane na 3 stronach, bezposrednio pod
tytulem rozdziatu, bez wyréznienia podrozdziatu. Kolejne dwa podrozdziaty sa bardzo rézne:
podrozdziat 2.1 (niecala strona) dotyczacy de facto bardzo ogélnych poje¢ dot. dziatan grup
na przestrzeniach topologicznych nijak nie pasuje do tematyki Rozdziatu 2. Nastepny 2.2
dot. uktadéw pierwiastkowych jest bezposrednio zwiazany z tekstem po tytule Rozdziatu 2,
obejmuje ok. 6 stron i powinien po nim nastepowaé¢. Podrozdziatl o diagramach Dynkina i
diagramach Satake algebr rzeczywistych powinien by¢ wyodrebniony. Kuriozalny redakcyjnie
jest Rozdzial 3, sktadajacy sie z jednego podrozdziatu na pét strony; nb. bytoby wlasciwe
potaczenie tego rozdziatu z 2.1, bo oba dotycza dziatania grup.

Bardzo niewygodna jest redakcja Rozdziatu 7, gdzie podano dowody gtéwnych twierdzen,
zostalty sformutowane we Wstepie, nie przytaczajac jednak ponownie ich tresci .

Podobne do wyzej oméwionych przyktady niejasnosci mozna mnozy¢; okoto 200 szcze-
gétowych uwag zawartem jako komentarze w zataczonym pliku pdf Rozprawy.

Podsumowujac, stwierdzam, ze wyniki Rozprawy spelniaja wymagania stawiane roz-
prawom doktorskim, lecz redakcja Rozprawy od strony merytorycznej i formalnej wymaga
poprawy. Uwazam, ze rozprawa powinna by¢ przekazana Autorowi w celu dokonania korekt
i oceniona ponownie po ztozeniu nowej wersji, w trybie przewidzianym w §6 ust. 6 Rozpo-
rzadzenia Ministra Nauki i Szkolnictwa Wyzszego z dnia 3 pazdziernika 2014 r. w sprawie
szczegdlowego trybu i warunkéw przeprowadzania czynnosci w przewodzie doktorskim, w
postepowaniu habilitacyjnym oraz w postepowaniu o nadanie tytutu profesora.

L Tecbid

Stefan Jackowski

profesor nauk matematycznych

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Uniwersytet Warszawski 12 kwietnia 2015 r.



Recenzja rozprawy doktorskiej
mgr. Piotra Jastrzebskiego
“Formy Clifforda-Kleina pewnych przestrzeni jednorodnych”
(II wersja z dnia 16 pazdziernika 2015 r.)
przedstawionej
Radzie Wydziatu Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu Warmirnisko-Mazurskiego w Olsztynie

Tematyka rozprawy zostata obszernie oméwiona w recenzji I wersji z dnia 12 kwietnia
2015 r. W podsumowaniu tej recenzji stwierdzitem, ze :

...wyniki Rozprawy spelniaja wymagania stawiane rozprawom doktorskim, lecz
redakcja Rozprawy od strony merytorycznej i formalnej wymaga poprawy.

Uwagi ogolne zostaly omdwione w recenzji, a szczegdtowe komentarze dodane do pliku pdf
rozprawy. Obecnie ogranicze sie wiec do omdwienia, na ile nowa wersja zawiera oczekiwane
uzupetnienia. Juz samo poréwnanie objetosci obu wersji: rozprawa ma obecnie 63 strony,
w pordéwnaniu do 45 stron I wersji, pokazuje, ze autor w istotny sposéb rozwinat pewne
watki. Ponizej ocenie najistotniejsze z dokonanych zmian, wskazujac tez z recenzenckiego
obowiazku na pewne drobne usterki.

Streszczenie. Obecna redakcja duzo precyzyjniej i jasniej przedstawia tresé¢ i wyniki roz-
prawy.

Spis tresci. Wprowadzono drobniejszy podzial tredci na podrozdzialty, pozwalajacy tatwiej
zorientowac sie w tredci rozprawy.

1. Wstep. Redakcja "Wstepu" zostala znacznie ulepszona; jasno przedstawione sa podsta-
wowe pojecia, niezbedne do zrozumienia gtéwnych wynikow.

2. Algebry Liego. W I wersji rozprawy w tym rozdziale pt. "Grupy i algebry Liego"
byty w sposéb malto klarowny pomieszane niezbedne informacje na temat tych obiektdw.
Obecnie w podrozdziale 2.1 klarownie przedstawiono potrzebne pojecia i wtasnosci oraz
zdefiniowano algebry, ktére wystepuja w gtéwnych wynikach rozprawy. Pewnym zgrzytem w
podrozdz. 2.2 jest nieprecyzyjna definicja wektora H, (Def. 2.34), a takze formy Killinga na
przestrzeni dualnej j*. W podrozdziale 2.3 zostala wyjasniona kwestia odpowiedniosci algebr
Lie i systemow pierwiastkow oraz dodatniosci pierwiastkow. Jednak na str. 21 wymienia sie
oznaczenia klasycznych algebr prostych, nie odsytajac do ich definicji podanej na str. 13. Za
cenne uzupekhienie uwazam wyodrebnienie i uzupetnienie tresci w podrozdz. 2.4 i 2.5.

3. Grupy Liego Rozdzial 3 zostal znacznie rozszerzony, z wielks korzysciag dla rozprawy.
W prodrozdz. 3.1 omdwiono precyzyjnie relacje miedzy grupami Lie a algebrami Lie, ktora
ma kluczowe znaczenie dla gtéwnych wynikéw rozprawy. Do $Scistosci definicji w podrozdz.
3.2 mozna mie¢ pewne zastrzezenia: w Def. 3.5 poprawnie zdefiniowano dzialanie grupy
na zbiorze, ale dalej w Def. 3.7 mowi sie, ze grupa dziala na przestrzeni jesli istnieje cig-
gte odwzorowanie, podczas gdy to odwzorowanie jest wtasnie dziataniem; podobnie w 3.8.
Przy definicji kraty nie wprowadzono podgrupy H C G oraz nie okreslono zalozeri o niej
(domknietosé). Sa to usterki redakcyjne. W podrozdz. 3.3 nalezalo powiedzie¢, ze jadrem



reprezentacji dotaczonej spdjnej grupy Lie jest jej centrum. Do definicji orbity dziatania nie
jest potrzebna grupa Adg - pojecie orbity powinno byé¢ zdefiniowane w podrozdz. 3.2, gdy
byla mowa o dziataniach grup. Uzyteczny jest podrozdz. 3.4 - szkoda, Ze nie powigzano
zdefiniowanych w nim grup Lie z algebrami Lie, zdefiniowanymi w rozdz. 2. W niektorych
definicjach brak wyjasnienia oznaczen np. J w definicjach grupy Sp(n,R) i nastepnych.
Definicja SU*(2n) jest niezrozumiala (chyba n = 1 ?). Definicja centrum 3.13 powinna sie
znalezé w podrozdz. 3.3. W twierdzeniach 3.18 i 3.19 wystepuje niewyjasnione pojecie "dy-
feomorfizmu na siebie" . Przy okazji - podajac definicje czasem warto wskazaé¢ ich zrodto,
podobnie jak przy twierdzeniach. Np. definicja reduktywnej grupy Lie, podana za ksiazka
Knappa (Def. 3.20), nie jest catkiem standardowa. Szkoda, ze skomplikowane definicje nie
sa poparte przyktadami, choéby odwotujacymi sie do opisanych wczesniej grup i algebr.

W podrozdz. 3.6 brakuje komentarza do sformutowanego twierdzenia Kobayashi 3.29,
ktore ma kluczowe znaczenie dla gtéwnych wynikéw rozprawy.

4. Rzad a-hiperboliczny W tym rozdziale usunieto szereg drobnych usterek wskazanych w
poprzedniej recenzji; datoby sie go jednak napisaé jeszcze jasniej. Nalezy jednak podkreslié,
ze wchodzimy tu w zaawansowane rozwazania techniczne dot. grup i algebr Lie.

5. SL(2,R)-trojki i twierdzenie Jacobsona-Morozova Autor uzupelnil wyjasnienia
dotyczace grupy SL(2,R) i tzw. SL(2,R)-trojek - kwestii majacych centralne znaczenie dla
jego wlasnych wynikow, w szczegolnosci sformutowal Tw. 5.3 i podat szkic jego dowodu.

6. Orbity nilpotentne i ich klasyfikacja i 7.Dowody gléownych twierdzeni. Doko-
nano kosmetycznych poprawek, ulatwiajacych nieco §ledzenie coraz bardziej technicznych
rozwazan.

Podsumowujac, stwierdzam ponownie, ze wyniki Rozprawy spetniaja wymagania stawia-
ne rozprawom doktorskim, a w wersji podlegajacej obecnie ocenie redakcja rozprawy jest
akceptowalna. Autor wprowadzit znakomits wiekszo$é poprawek sugerowanych przez recen-
zenta. Wnosze o dopuszczenie mgra Piotra Jastrzebskiego do dalszych etapow przewodu
doktorskiego.

S Teclid -

Stefan Jackowski

profesor nauk matematycznych

Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Uniwersytet Warszawski 16 listopada 2015 r.



