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Pani magister Edyta Bartnicka jest doktorantka Wydziatu Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Warminsko-Mazurskiego w Olsztynie. Jej rozprawa
doktorska nosi tytut :

,Prosta rzutowa nad pierscieniem skonczonym tgcznym z jedynka”.
Rozprawa zostata napisana pod kierunkiem dr hab. Andrzeja Matrasia.

Zespolona prosta rzutowa i ogélniej prosta rzutowa nad ciatem
algebraicznie domknietym jest podstawowym obiektem geometrii
algebraicznej. Badanie prostych rzutowych nad pierscieniami jest waznym
dziatem geometrii. Benz w swojej klasycznej monografii [5] opisat geometrie
Mobiusa, Laguerre’a i Minkowskiego jako geometrie prostych rzutowych nad
pierscieniami bedgacymi rozszerzeniami ciata do algebry wymiaru 2. Badania te
kontynuowali Blunck i Herzer [15], a takze Blunck i Havlicek ([9],[10],[13]) oraz
inni.

W rozprawie przyjmuje sie wprowadzong przez Herzera w [30] definicje
prostej rzutowej P(R) nad pierscieniem R jako zbioru wszystkich wolnych
podmodutéw cyklicznych lewostronnego wolnego modutu rangi 2 nad R, °R,
ktore maja wolne uzupetnienie cykliczne w 2R . Takie podejécie prowadzi do
sytuacji, w ktorej jeden podmodut cykliczny moze istotnie zawierac sie
w innym. Positkujgc sie pracg Bluncka i Havlicka [11], autorka w rozdziale 2
dyskutuje warunek unikniecia tej sytuacji i pokazuje, ze zaden punkt prostej
rzutowej IP(R) nie zawiera sie wtasciwie w innym punkcie IP(R), gdy pierscien
R jest pierscieniem Dedekind — finite (Df)(por. 1.3.4).

W rozdziale 2.1, ktéry ma charakter pomocniczy, zebrany jest szereg
rezultatow o pierscieniach Df, parach dopuszczalnych, parach unimodularnych.
Opisane s3 tez proste rzutowe P(R) w przypadku, gdy pierscien R jest algebra
wymiaru 2 nad ciatem.



W rozdziale 2.2 badane sg relacje na zbiorze punktéw prostej rzutowej
nad pierscieniami Df, ze szczegdlnym uwzglednieniem relacji potgczalnosci,
rownolegtosci i przylegania.

W rozdziale 2.3, autorka odwotuje sie do geometrii tancuchow.

W przypadku rozszerzen pierscieniowych stopnia 2 dowolnego ciata K
otrzymujemy geometrie Mobiusa, Laguerre’a i Minkowskiego. Odpowiadajace
im algebry to ciato oraz pierécienie K[X]/X* i K[X]/(X? - X). W przypadku
rozszerzen ciata R stopnia 3 otrzymuje sie 5 geometrii.

Metoda badawcza przyjeta w rozprawie polega na badaniu
odpowiednich graféw.

W rozdziale 3 autorka studiuje graf potaczalnosci punktow prostej
rzutowej P(R): jest to nieskierowany graf bez petli, ktérego wierzchotkami sg
punkty P(R), a krawedzie tworzone s3 przez pary punktéw potaczalnych;
oznaczamy go przez G(R,4) zamiast G(IP(R), 4). Studiowanie wtasnosci tego
grafu jest jednym z gtéwnych celéw rozprawy.

Doktadniej w rozdziale 4. bada sie graf potaczalnosci punktow prostej rzutowej
nad pierscieniem skonczonym. Narzedziem badania grafow sg kliki.

Klika w grafie nieskierowanym to zbior wzajemnie sgsiadujgcych wierzchotkow
tego grafu. Jezeli do kliki nie mozna dodaé wierzchotka, tak by razem z nig takze
tworzyt klike, to nazywamy jg maksymalng. Rozmiar najwiekszej kliki oznacza
sie w(G(V,4)).

Niech J bedzie radykatem Jacobsona pierscienia R i niech 4; oznacza
relacje potaczalnosci na prostej rzutowej P(R) (R = R/]) . Wéwczas
uzyteczny Lemat 3.4 orzeka, ze zbiér wierzchotkéw grafu G(R, 4,) posiada
rozktad na sume m wierzchotkowo roztgcznych klik maksymalnych wtedy i tylko
wtedy gdy zbiér wierzchotkéw grafu G(R,4) posiada rozktad na sume m|/|
wierzchotkowo roztacznych klik maksymalnych. Ponadto w(G(R,4;)) =
w(G(R,A)). Niech R bedzie skoriczonym pierscieniem lokalnym o radykale
Jacobsona | . W Twierdzeniu 4.1 pokazuje sie, ze zbidr wierzchotkdw grafu
G(R,4) posiadarozktad na sume |J| wierzchotkowo roztgcznych klik
maksymalnych, ktérych rozmiar wynosi |R| + 1.

Zacytowany wyzej lemat 3.4 wraz z Lematem 4.2 opisujgcym wierzchoftki
produktu tensorowego graféw pozwala dowie$é wazne Twierdzenie 4.3:

Niech R bedzie pierscieniem skonczonym z radykatem Jacobsona J , takim, ze
R/ ] jestizomorficznyz R; X ... X R,, i niech zbiér wierzchotkéw
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V(G(R;, 4;)), gdzie A; oznacza relacje dotaczalnosci na P(R;), bedzie sumg

m; wierzchotkowo roztgcznych klik maksymalnych K;, takich, ze |K;| = s;,

i =1,..,n. Niech min{s;} = s. Wéwczas zbiér wierzchotkéw grafu G(R,4)
(mq-...mp)(sq1-..sp)|J|

jest sumg S wierzchotkowo roztgcznych klik

maksymalnych, takich, ze w(G(R,4)) = s.

Jako ciekawe wnioski otrzymujemy:
1. Niech R bedzie pierécieniem skoriczonym, takim, ze R jest izomorficzny
z produktem prostym n kopii F(q). Wéwczas zbiér wierzchotkéw G (R, 4)
jestsumag (g + 1)™ 1|J| wierzchotkowo roztgcznych klik maksymalnych
takich, ze w(G(R,4)) =q + 1.
2. Zbiér wierzchotkdw grafu potaczalnosci punktdw prostej rzutowej nad
pierscieniem macierzy dolno tréjkatnych n X n nad F(q) jest suma

2_
(g+ 1" 1gq nz—n wierzchotkowo roztgcznych klik maksymalnych rozmiaru

q + 1.
Podobnymi metodami autorka uzyskuje opis automorfizmow grafu

G(R,4). Naprzyktad: |Aut(G(F(q),4)| = (g + 1)!.
Autorka bada takze graf potgczalnosci punktéw prostej rzutowej nad M, (q) .
Opierajac sie na rezultatach Bentelsprachera oraz Dennistona pokazuje, ze
G(M,(q),4) jestsuma g2+ q + 1 wierzchotkowo roztagcznych klik
maksymalnych oraz w(G(MZ(q),A)) = g%+ 1. Autorka przedstawia
klasyfikacje grafow G (R, 4) gdzie R jest nierozktadalnym pierscieniem rzedu
p™ dla dowolnej liczby pierwszej p ikazdej liczby naturalnej n < 5.
| tak, jesli |R| = p, to mamy graf petny G(R,4) rzedu p + 1.Jesli R jest
rzedu p? to mamy dwie mozliwosci:
1. G(R,A) jest grafem petnym rzedu p? + 1 ,
2. V(G(R,A)) jest suma p wierzchotkowo roztgcznych klik maksymalnych

(p + 1) — elementowych.
W przypadku |R| = p3? istnieja 3 nieizomorficzne grafy G(R,4) , w przypadku

> istnieje doktadnie 6

|R| = p* istnieje 5 takich graféw, a w przypadku |R| =p
takich grafow (patrz Twierdzenie 4.8, Lemat 4.9 i Twierdzenie 4.10).

Gtéwnym narzedziem rozdziatu 5. Sg pary oddalone. S3 to pary, ktére nie
nalezg do zadnego wolnego podmodutu cyklicznego generowanego przez pare

unimodularnga. Autorka zajmuje sie wolnymi podmodutami cyklicznymi,



a zwtaszcza tymi generowanymi przez pary oddalone. Podanych jest kilka
przyktaddéw pierscieni, dla ktérych istniejg pary oddalone generujgce wolne
podmoduty cykliczne oraz nie posiadajgce tej wtasnosci. W Twierdzeniu 5.4
bada sie dziatanie petnej grupy liniowej nad pierscieniem macierzy
dolnotrojkatnych 3 X 3 o wspodtczynnikach z ciata. Dowodzi sie, ze istnieje 5
orbit wolnych podmodutéw cyklicznych, przy czym 4 z nich sg zbiorami wolnych
podmodutéw cyklicznych generowanych przez pary oddalone.

Do listy pierscieni, dla ktérych wszystkie wolne podmoduty cykliczne
tworzg prosta rzutowg autorka dorzuca pierscienie pétproste (Stwierdzenie 5.7)
oraz skonczone pierscienie przemienne (Wniosek 5.10).

Autorka dowodzi, ze opis pierscieni skoiczonych, dla ktérych istniejg
pary oddalone generujgce wolne podmoduty cykliczne sprowadza sie do opisu
pierscieni nierozktadalnych, ktérych rzedy sg potegami liczb pierwszych.

W Stwierdzeniu 5.11 podana jest klasyfikacja nierozktadalnych pierscieni rzedu
p", gdzie n < 4, dla ktérych istniejg wolne podmoduty cykliczne generowane
przez pary odbalone.

Recenzowana rozprawa doktorska zawiera szereg rezultatow
poszerzajgcych naszg wiedze o prostej rzutowej nad pierscieniami, ze
szczegblnym uwzglednieniem pierscieni skoriczonych. Na wyrdznienie
zastuguja: Twierdzenie 4.1, Twierdzenie 4.3, Twierdzenie 4.8, Twierdzenie 4.10,
Twierdzenie 5.4, Stwierdzenie 5.7, Wniosek 5.10, Stwierdzenie 5.11. Autorka
umiejetnie bada graf potgczalnosci punktow prostej rzutowej nad réznymi
pierscieniami, uzyskujgc wartosciowe rezultaty. Wykazuje sie ona takze dobra
znajomoscia literatury w tej dziedzinie. Wiele wynikéw zostato juz
opublikowanych w [3] i [2]. Praca jest zredagowana bardzo starannie. (Uwaga:
na ostatniej stronie Wstepu, zamiast , Twierdzenie 5.2” powinno byc¢:
,Whniosek 5.10”.

Uwazam, ze rozprawa doktorska Pani magister Edyty Bartnickiej spetnia
ustawowe i zwyczajowe wymogi stawiane tego typu rozprawie i wnosze o
dopuszczenie jej autorki do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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