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1 Cel pracy

1. Badanie zachowania się słabych rozwiązań nielokalnych zagadnień Robina dla li-

niowych i quasiliniowych eliptycznych równań drugiego rzędu w pobliżu punktu

kątowego na brzegu przy minimalnej gładkości współczynników.

2. Badanie nielokalnych zagadnień na wartości własne. Wyprowadzenie nierówności

typu Friedrichsa - Wirtingera z dokładną stałą szacującą.

3. Wyprowadzenie całkowych i punktowych oszacowań słabych rozwiązań nielokalnych

zagadnień Robina dla liniowych i quasiliniowych eliptycznych równań drugiego rzędu

w pobliżu punktu kątowego na brzegu.

4. Potwierdzenie dokładności uzyskanych wyników odpowiednimi przykładami.

2 Aktualność podjętej tematyki

Obecnie zbudowana jest kompletna teoria dla równań liniowych eliptycznych i para-

bolicznych w obszarach o gładkich brzegach, mianowicie teoria istnienia, jednoznaczności

i regularności rozwiązań. Jednym z jej głównych wyników jest to, że jeżeli współczynniki

równania, operatory brzegowe, ich prawe strony, a także brzegi obszarów są wystarczająco

gładkie, to rozwiązanie zagadnienia jest funkcją gładką. Innymi podstawowymi wynika-

mi tej teorii są oszacowania a priori rozwiązań w różnych przestrzeniach funkcyjnych i

właściwości Fredholma dla operatora odpowiadającego zagadnieniom brzegowym.

Jednakże, wiele zagadnień fizyki i techniki sprowadza się do konieczności badania za-

gadnień brzegowych w obszarach o niegładkim brzegu. Do takich obszarów, w szczególno-

ści odnoszą się te, które mają skończoną liczbę punktów kątowych (n = 2) lub stożkowych

(n > 2) bądź też krawędzi na brzegu.

Równolegle z ogólną teorią eliptycznych zagadnień brzegowych w obszarach gładkich,

zagadnienia takie były rozważane dla obszarów z osobliwościami na brzegu. Zakres wiedzy

dla eliptycznych zagadnień brzegowych w niegładkich obszarach szczegółowo opisany jest

w pracy W.A Kondratiewa i O.A. Oleinika [32]. Naruszenie warunku gładkości brzegu w

tych zagadnieniach prowadzi do rozwiązań z osobliwościami w sąsiedztwie nieregularnych

punktów brzegowych. Dlatego też metody badań stosowane dla eliptycznych zagadnień

w obszarach gładkich nie mogą być tutaj użyte. Z jednej strony, metody, które zostały

opracowane dla gładkich obszarów nie mogą być bezpośrednio stosowane dla obszarów z
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osobliwościami. Z drugiej strony, wiele wyników mających miejsce dla obszarów gładkich

nie jest prawdziwych jeśli brzeg obszaru zawiera osobliwości (nie jest możliwe wyprostowa-

nie brzegu poprzez gładkie transformacje). Tak więc w przypadku niegładkich obszarów

wyniki nie mogą być podobne do rezultatów otrzymanych w obszarach gładkich. Wobec

tego badanie eliptycznych zagadnień brzegowych w obszarach z osobliwościami wymaga

nowej teorii.

Dla prawidłowego sformułowania zagadnienia w obszarze o niegładkim brzegu koniecz-

ny jest odpowiedni wybór prawej strony równania, warunków brzegowych oraz przestrzeni

funkcyjnych, które pozwolą go rozwiązać. W wielu z tych problemów, aby zbadać zachowa-

nie się rozwiązań w pobliżu osobliwości na brzegu wykorzystuje się specjalne przestrzenie

funkcyjne mające pochodne całkowalne z pewną potęgową wagą (przestrzenie Kondratie-

wa). Takie przestrzenie poprawnie opisują osobliwości rozwiązania i jego pochodnych w

pobliżu nieregularnych punktów brzegowych: rozwiązanie jest gładkie wszędzie za wyjąt-

kiem punktów kątowych (stożkowych, krawędzi), a gdy zbliża się do granicy osobliwości

ma, ogólnie rzecz biorąc, osobliwości typu wykładniczego.

We współczesnych badaniach teorii równań różniczkowych cząstkowych koncepcja funk-

cji uogólnionych jest szeroko stosowana. Najpierw rozważa się istnienie uogólnionych roz-

wiązań w bardzo słabym sensie, a następnie wyprowadza się regularność otrzymanego

rozwiązania. W ten sposób słabe rozwiązanie jest też rozwiązaniem w silnym sensie.

Dla istnienia i jednoznaczności rozwiązań tych zagadnień istotne są różne własności

rozwiązań (teoria jakościowa) włącznie z regularnością, osobliwością oraz asymptotycznym

zachowaniem się rozwiązań itd. Wśród tych własności regularność i osobliwość rozwiązań

często odgrywa ważną rolę.

Na przykład, w naukach o materiałach konstrukcyjnych osobliwość odpowiada szcze-

linie w materiale, a w reakcjach chemicznych wybuchowi. Regularność rozwiązania in-

formuje nas natomiast o ciągłości bądź też gładkości rozwiązania. Jeśli rozwiązanie jest

ciągłe, to można użyć wartości rozwiązania w danym punkcie i przedłużyć jego wartość na

otoczenie tego punktu. Pomaga nam to w ilościowym zrozumieniu rozwiązania, jak rów-

nież w numerycznym jego obliczaniu. Dalsze badania wykazały również, że regularność

rozwiązań powiązana jest ściśle z ich istnieniem i jednoznacznością. Kiedy różne meto-

dy analizy funkcjonalnej są stosowane w badaniach równań różniczkowych cząstkowych

zazwyczaj można wybrać przestrzeń funkcyjną od której oczekuje się, że rozwiązania do

niej należą. Taka przestrzeń automatycznie implikuje rodzaj regularności rozwiązań. Poza
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tym, regularność rozwiązań jest często wyrażona przez pewne oszacowania, które również

są pomocne w dowodzie istnienia i jednoznaczności rozwiązania.

Jednym z pierwszych badań dla ogólnych liniowych zagadnień brzegowych w obsza-

rach z punktem kątowym lub stożkowym na brzegu była praca T. Carlemana [21]. Inne

pionierskie badania w tym kierunku to prace Ya. Lopatinskiego [33], W. Kondratiewa

[30, 31], jak również artykuły M. Birmana i G. Skworcowa [3], G. Eskina [24, 25], W.

Mazji [34] - [35].

Ogólne liniowe eliptyczne zagadnienia brzegowe dla obszarów z punktem kątowym

lub stożkowym studiował W. Kondratiew [31]. Badał on rozwiązywalność i regularność

w przestrzeniach wagowych Sobolewa (przestrzeniach Kondratiewa) przy założeniach do-

statecznej gładkości zarówno rozmaitości ∂G \ O jak też współczynników zagadnienia.

Następnie G.M. Wierzhbinskij i W.G. Mazja [46, 47] rozważali zagadnienie Dirichleta dla

równań eliptycznych drugiego rzędu i uzyskali dokładne oszacowanie rozwiązań w pobliżu

osobliwości na brzegu pod warunkiem, że współczynniki równania są ciągłe względem Höl-

dera. Później M.W. Borsuk [19, 14] (patrz również [5, 8, 9, 12, 17, 18]) badał zachowanie i

gładkość rozwiązań zagadnień Dirichleta i Robina dla równań eliptycznych drugiego rzędu

w postaci zarówno dywergencyjnej jak i niedywergencyjnej w pobliżu punktu stożkowego

na brzegu. Poprawił on rezultat Mazji-Wierzhbinskiego wymagając, aby starsze współ-

czynniki były ciągłe względem Diniego w punkcie stożkowym O, podczas gdy młodsze

współczynniki mogą rosnąć (wskazał dokładny rząd wykładnika wzrostu).

Quasiliniowe zagadnienia brzegowe dla obszarów z punktami osobliwymi na brzegu

po raz pierwszy zostały poruszone przez P. Tolksdorfa [40] - [44], E. Miersemanna, M.

Dobrowolskiego [22, 23] i P. Grisvarda [28]. Badali oni zachowanie słabych rozwiązań

dla zagadnień quasiliniowych o szczególnej dywergencyjnej postaci równania w pobliżu

kątowych lub stożkowych punktów brzegowych. Natomiast M.W. Borsuk [6] (patrz także

[4, 7, 10, 11, 13, 14, 16, 19]) był pierwszym, który badał rozwiązywalność i regularność

rozwiązań zagadnień Dirichleta dla eliptycznych quasiliniowych równań drugiego rzędu

w postaci niedywergencyjnejw w obszarach z punktem stożkowym. Otrzymał on lokalne

(w pobliżu punktu stożkowego) oszacowanie Höldera pierwszych pochodnych rozwiązań

z dokładnym wykładnikiem, który jest centralną częścią w dowodach rozwiązywalności

takich problemów.

Historia badań nielokalnych zagadnień brzegowych sięga początku XX wieku. Umo-

tywowane są one z jednej strony teoretycznym rozwojem, a z drugiej strony ważnymi
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zastosowaniami pojawiającymi się między innymi w teorii plazmy [2], w teorii wielowy-

miarowych procesów dyfuzji [26, 27, 38, 45], czy też w stochastycznej teorii sterowania

[1].

W teorii nielokalnych zagadnień pojawiają się dodatkowe trudności, ponieważ naru-

szenie gładkości rozwiązania występuje nie tylko na wskutek niegładkich obszarów, ale

również związane jest z obecnością nielokalnych składników w warunkach brzegowych.

W wypadku równań eliptycznych liniowych drugiego rzędu w gładkich obszarach takie

zagadnienia są dobrze zbadane. Jedną z pierwszych badań w tym zakresie była praca T.

Karlemana z 1932 r. [20]. Następnie A. Bicadze i A. Samarski [2] zbadali nielokalne za-

gadnienie Dirichleta dla równania Laplace’a, w którym wartości niewiadomej funkcji na

kawałku brzegu powiązane były z wartościami tej funkcji na pewnej rozmaitości leżącej

wewnątrz obszaru. W tych pierwszych pracach nośnik nielokalnych składników ma pusty

przekrój z brzegiem obszaru. Fakt ten sprawiał, że rozpatrywane przez nich zagadnienia

można było przekształcić do równania całkowego Fredholma drugiego rodzaju i zastosować

teorię tych równań w dowodzie jednoznacznej rozwiązywalności postawionych zagadnień.

W tym wypadku dodawanie nielokalnych składników nie zmienia podstawowych własności

zagadnień eliptycznych: zachodzi gładkość rozwiązań, własność Fredholma odpowiedniego

operatora, stabilność indeksu w stosunku do dowolnych zaburzeń nielokalnych, dyskret-

ność widma operatora.

W ogólnym przypadku nielokalne zagadnienia eliptyczne okazują się bardziej skompli-

kowane. Tylko ostatnie osiągnięcia w teorii równań różniczkowych cząstkowych umożliwiły

badania szerokiej klasy nielokalnych brzegowych zagadnień eliptycznych. W latach 1982-

2010 A. Skubaczewskij [39] rozwinął ogólną teorię takich zagadnień. Największe trudności

podczas badania nielokalnych zagadnień eliptycznych takiego typu pojawiają się w wypad-

kach niepustego przekroju nośnika nielokalnych danych z brzegiem obszaru. Powoduje to

pojawienie się osobliwości potęgowych dla rozwiązań w pobliżu tego przekroju. Dlatego też

naturalnym jest rozważanie nielokalnych zagadnień eliptycznych w przestrzeniach wago-

wych Sobolewa. A. Skubaczewskij razem ze swoimi uczniami udowodnił rozwiązywalność

nielokalnych eliptycznych zagadnień brzegowych i otrzymał oszacowania a priori rozwią-

zań w wagowych i niewagowych przestrzeniach Sobolewa. Wszystkie ich rezultaty zostały

otrzymane dla równań z nieskończenie różniczkowalnymi współczynnikami. A. Skubaczew-

skij [39] i P. Gurewicz [29] zajmowali się również nielokalnym zagadnieniem eliptycznym

o stałych współczynnikach w kącie płaskim. Otrzymali oni warunki wystarczające dla ist-
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nienia i jednoznaczności silnych rozwiązań w wagowych przestrzeniach Kondratiewa oraz

wyprowadzili asymptotyczne formuły tych rozwiązań.

3 Oryginalność naukowa i nowatorstwo

W pracy otrzymano następujące nowe rezultaty:

• wyprowadzono nową całkowo - różniczkowalną nierówność typu Poincaré’ego-

Frie-drichsa-Wirtingera dostosowaną do nielokalnych zagadnień eliptycznych;

• zbadano regularność słabych rozwiązań nielokalnego liniowego zagadnienia Robina

dla eliptycznych dywergencyjnych równań drugiego rzędu w pobliżu punktu kąto-

wego na brzegu przy minimalnych warunkach na gładkość współczynników;

• odnaleziono wykładnik potęgi prędkości malenia słabych rozwiązań nielokalnego za-

gadnienia Robina dla liniowych eliptycznych dywergencyjnych równań drugiego rzę-

du w pobliżu punktu kątowego na brzegu;

• zbadano regularność słabych rozwiązań nielokalnego zagadnienia Robina dla elip-

tycznych quasiliniowych dywergencyjnych równań drugiego rzędu w pobliżu punktu

kątowego na brzegu przy minimalnych warunkach na gładkość współczynników;

• odnaleziono wykładnik potęgi prędkości malenia słabych rozwiązań nielokalnego za-

gadnienia Robina dla eliptycznych quasiliniowych dywergencyjnych równań drugiego

rzędu w pobliżu punktu kątowego na brzegu;

• przedstawiono przykłady ilustrujące istotność założeń i prawdziwość otrzymanych

wyników.

4 Metodyka badań

Wyprowadzenie oszacowań koniecznych dla gładkości rozwiązań oparto na metodach:

• De Giorgi i Stampacchia przy oszacowaniu modułu słabych rozwiązań badanych

zagadnień;

• pierścieni Kondratiewa;

• iteracyjnej metodzie Mosera dla lokalnych własności słabych rozwiązań;
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• całkowo - różniczkowalnych nierówności (Hardy’ego, Friedrichsa - Wirtingera, roz-

wiązania zagadnienie Cauchy’ego dla różniczkowalnych nierówności);

• techniki barierowej;

• zasady maksimum;

• zasady porównawczej.

5 Teoretyczna i praktyczna wartość pracy

Praca ma charakter teoretyczny. Uzyskane rezultaty poszerzą wiedzę z teorii zagad-

nień brzegowych dla równań różniczkowych cząstkowych i będą stanowić istotny postęp w

rozwinięciu tej teorii. Będą one mogły znaleźć praktyczne zastosowanie w różnych dziedzi-

nach fizyki i techniki, np. w teorii turbulencji, teorii wielowymiarowych procesów dyfuzji,

technologii lotniczej, teorii konstrukcji rakiet, stochastycznej teorii sterowania oraz teorii

plazmy i innych. Metody i wyniki pracy mogą być wykorzystane przy badaniu zachowa-

nia się rozwiązań mieszanego zagadnienia brzegowego w obszarze z punktem kątowym jak

również i nielokalnego zagadnienia brzegowego w obszarze z krawędzią na brzegu.

6 Najważniejsze wyniki i struktura pracy

W pracy rozważony został najtrudniejszy rodzaj zagadnień nielokalnych tj. przypadek,

w którym nośnik nielokalnego składnika przecina brzeg obszaru.

Praca składa się z siedmiu rozdziałów. W rozdziale pierwszym zaprezentowana jest

krótką historia podjętej tematyki oraz opisane zostają badane zagadnienia.

W rozdziale drugim wprowadzamy stosowaną notacje. Przedstawię teraz niezbędne

oznaczenia użyte w streszczeniu:

• x = (x1, x2) – element w R2;

• O = (0, 0);

• (r, ω) – współrzędne biegunowe w R2 o biegunie w punkcie O określone następująco:

x1 = r cosω1,

x2 = r sinω1,

gdzie r = |x|;

6



• S – okrąg jednostkowa w R2 o środku w punkcie O;

• Σ0 = G ∩ {x2 = 0};

• G – ograniczony obszar w R2 posiadający punkt kątowy na brzegu;

• ∂G – brzeg obszaru G; zakładamy, że O ∈ ∂G;

• G = G ∪ ∂G – domknięcie obszaru G;

• measG – miara Lebesque’a obszaru G;

• diamG – średnica obszaru G;

• dx – element powierzchni w R2;

• ds – element długości w R;

• −→n = (n1, n2) – zewnętrzny wektor jednostkowy normalny do ∂G;

• C: kąt {x1 > r cos ω0
2 ; −∞ < x2 <∞, ω0 ∈ [0, 2π)} o środku w punkcie O;

• Ω: łuk otrzymany z przecięcia kąta C z okręgiem S : Ω = C ∩ S =
(
−ω0

2 ,
ω0
2

)
;

• Gb
a =

{
(r, ω); 0 ¬ a < r < b; ω ∈ Ω

}
∩G: pierścień w R2;

• Γba± = {(r, ω); 0 ¬ a < r < b; ω = ±ω0
2 } ∩ ∂G: powierzchnia boczna obszaru Gb

a;

• Gd = G \Gd
0; Γd± = Γ± \ Γd0±, d > 0;

• G0 =
{

(r, ω)
∣∣∣r > 0; −ω0

2 < ω < ω0
2 , ω0 ∈ (0, π)

}
⊂ R2;

• Diu := ∂u
∂xi

;

• ∇u := (D1u,D2u);

• |∇u| := (
2∑
i=1

(Diu)2)1/2;

• δji – symbol Kroneckera.

Bez straty ogólności zakładamy, że istnieje d > 0 takie, że Gd
0 jest kątem o wierzchołku

w punkcie O oraz mierze ω0 ∈ (0, 2π), wówczas

Γd0± =

(x1, x2)
∣∣∣∣ x1 = ±x2 ctg

ω0

2
; |x| ¬ d

. (6.1)

Następnie przedstawiamy przydatne definicje
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Definicja 1. Funkcje A nazywamy ciągłą w zerze w sensie Diniego jeżeli całka

d∫
0

A(t)
t
dt

jest skończona dla pewnego d > 0.

Przestrzenie funkcyjne używane w dalszej części:

• przestrzeń Ck(G) z normą |u|k,G;

• przestrzeń Lebesque’a Lp(G), p  1 z normą ‖u‖p,G;

• przestrzeń Sobolewa W k,p(G), dla naturalnych k  0 i rzeczywistych 1 ¬ p < ∞ z

normą ‖u‖p,k,(G) =
(∫
G

k∑
|β|=0
|Dβu|pdx

) 1
p

;

• przestrzeń wagową Sobolewa V k
p,α(G), dla naturalnych k  0, rzeczywistych α oraz

1 ¬ p <∞, z normą ‖u‖V kp,α(G) =
(∫
G

k∑
|β|=0

rα+p(|β|−k)|Dβu|p dx
) 1
p

.

Piszemy W k(G) zamiast W k,2(G),
◦
W k

α
(G) zamiast V k

2,α(G).

W rozdziale trzecim rozważamy zagadnienie na wartości własne:



(|ψ′(ω)|m−2ψ′(ω))′ + ϑ|ψ(ω)|m−2ψ(ω) = 0, ω ∈ Ω

∣∣∣ψ′ (ω0
2

)∣∣∣m−2
ψ′
(
ω0
2

)
+ β+

∣∣∣ψ (ω0
2

)∣∣∣m−2
ψ
(
ω0
2

)
+b |ψ (0)|m−2 ψ (0) = 0

−
∣∣∣ψ′ (−ω0

2

)∣∣∣m−2
ψ′
(
−ω0

2

)
+ β−

∣∣∣ψ (−ω0
2

)∣∣∣m−2
ψ
(
−ω0

2

)
= 0,

(QEV P )

gdzie m  2, β+, β− > 0, b  0. Polega ono na wyznaczeniu wszystkich wartości ϑ (war-

tości własnych) dla których zagadnienie (QEV P ) posiada niezerowe słabe rozwiązanie

(funkcję własną) ψ ∈ W 1,m(Ω) ∩ C0(Ω).

W przypadku liniowym (m = 2) zagadnienie na wartości własne (QEV P ) ma postać
ψ′′(ω) + λ2ψ(ω) = 0, ω ∈ Ω
ψ′
(
ω0
2

)
+ β+ψ

(
ω0
2

)
+ bψ(0) = 0,

−ψ′
(
−ω0

2

)
+ β−ψ

(
−ω0

2

)
= 0,

(EV P )

gdzie λ2 = ϑ.
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Zbadano własności rozwiązywalności (EV P ). Rozwiązując je otrzymujemy funkcję

własną ψ postaci

ψ(ω) = β− sinλ
(
ω +

ω0

2

)
+ λ cosλ

(
ω +

ω0

2

)
(6.2)

oraz wartość własną λ, która jest pierwiastkiem równania

f(λ)
def
≡ λ(β+ + β−) cosλω0 + (β+β− − λ2) sinλω0

+ b

(
λ cos

λω0

2
+ β− sin

λω0

2

)
= 0. (6.3)

W dalszej części tego rozdziału wyprowadzamy dostosowaną do naszych zagadnień

nową nierówność typu Friedrichsa-Wirtingera, która jest dostosowana do rozważanych

nielokalnych zagadnień.

Twierdzenie 2. Niech Ω ⊂ S będzie łukiem , m  2, ϑ będzie wartością własną zagadnie-

nia (QEV P ), natomiast ψ ∈ W 1,m(Ω)∩C0(Ω) będzie stowarzyszoną z nią funkcja własną.

Wówczas dla każdej funkcji u ∈ W 1,m(Ω) ∩ C0(Ω), u 6≡ const 6= 0 zachodzi nierówność

ϑ
∫
Ω

|u(ω)|mdω ¬
∫
Ω

|u′(ω)|m dω + B
∣∣∣∣u(ω0

2

)∣∣∣∣m + β−

∣∣∣∣u(−ω0

2

)∣∣∣∣m , (W )m

gdzie

B = bψ(0)|ψ(0)|m−2ψ
(
ω0

2

) ∣∣∣∣ψ (ω0

2

)∣∣∣∣−m + β+. (6.4)

Uwaga 3. Nierówność (W )m jest najlepszą możliwą tzn. stała ϑ w tej nierówności jest

dokładna.

Na podstawie warunków brzegowych (EV P ) oraz z postaci (6.2), dla m = 2, mamy:

B = b
ψ(0)

ψ
(
ω0
2

) + β+ =
−ψ′

(
ω0
2

)
− β+ψ

(
ω0
2

)
ψ
(
ω0
2

) + β+ = −
ψ′
(
ω0
2

)
ψ
(
ω0
2

)
=
λ(λ sinλω0 − β− cosλω0)
β− sinλω0 + λ cosλω0

≡ B(λ). (6.5)

W tymże rozdziale otrzymujemy także inne całkowo - różniczkowe nierówności pomoc-

nicze mające zastosowanie w badaniu zachowania się słabych rozwiązań rozpatrywanych

zagadnień w pobliżu punktu kątowego O na brzegu obszaru G.

W rozdziale czwartym, stosując inne metody niż te użyte przez Skubaczewskiego

[39] i Gurewicza [29] , badamy zachowanie się słabych rozwiązań u ∈ C0(G) ∩
◦
W 1

0(G)

nielokalnego, liniowego zagadnienia Robina (L) w pobliżu punktu kątowego na brzegu.
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Wyniki przedstawione w tym rozdziale oparte są na pracach [Z] i [BZ]. Otrzymano

w nich oszacowanie modułu słabych rozwiązań zagadnienia (L) w pobliżu punktu kąto-

wego O na brzegu. W pracy [Z] jest rozważone zagadnienie (EV P ) na wartości własne

niezawierające nielokalnego składnika bψ(0) oraz otrzymana została odpowiednia, dla tak

sformułowanego zagadnienia (EV P ), nierówność typu Friedrichs’a-Wirtingera. Natomiast

w artykule [BZ] rozważone zostało zagadnienie (EV P ) z nielokalnym składnikiem (takie

jak na stronie 8). Dla tak sformułowanego (EV P ) otrzymana została ściślejsza nierów-

ność typu Friedrichs’a-Wirtingera zawierająca składnik b ψ(0)
ψ(ω0/2) . Uzyskanie tego wyniku

doprowadziło w konsekwencji do ściślejszego oszacowania modułu słabych rozwiązań po-

stawionego zagadnienia w pobliżu punktu kątowego na brzegu obszaru: |u(x)| = O(|x|α)

z lepszym wykładnikiem α.

Niech G ⊂ R2 będzie obszarem ograniczonym o brzegu ∂G = Γ+ ∪ Γ−, który wszę-

dzie, za wyjątkiem początku O ∈ ∂G układu współrzędnych (x1, x2), jest gładką krzywą,

a w pobliżu punktu O krzywe Γ± są bokami kąta o mierze ω0 ∈ [0, 2π) i wierzchołku

O. Zakładamy, że Σ0 = G ∩ {x2 = 0}, przy czym O ∈ Σ0 (patrz Rys. 1). Ponad-

to, niech γ będzie dyfeomorfizmem odwzorowującym Γ+ na Σ0. Zakładamy, że istnie-

je d > 0 takie, że w sąsiedztwie punktu O odwzorowanie γ jest obrotem o kąt −ω0
2 ,

wówczas γ(Γd0+) = Σd
0 = Gd

0 ∩ Σ0.

Rozważamy następujące nielokalne zagadnienia eliptyczne z nielokalnym warunkiem

Robina łączącym wartości niewiadomej funkcji u na krzywej Γ+ z wartościami u na Σ0 :

∂
∂xi

(
aij(x)uxj

)
+ bi(x)uxi + c(x)u = f(x), x ∈ G

∂u
∂ν

+ β+
u(x)
|x| + b

|x|u
(
γ(x)

)
= g(x), x ∈ Γ+

∂u
∂ν

+ β−
u(x)
|x| = h(x), x ∈ Γ−;

(L)

tutaj:

• β+ > 0, β− > 0, b  0 są danymi liczbami;

• ∂
∂ν

= aij(x) cos(−→n , xi) ∂
∂xj
.

W przedstawionym zagadnieniu zachodzi sumowanie po powtarzających się indeksach

od 1 do 2, natomiast ~n oznacza jednostkowy wektor normalny do ∂G \ O zewnętrzny

względem G.

W odniesieniu do zagadnienia (L) przyjmujemy, że spełnione są następujące założe-

nia:

10



Rysunek 1: Obszar z punktem kątowym

(a) warunek jednostajnej eliptyczności:

νξ2 ¬ aij(x)ξiξj ¬ µξ2, ∀x ∈ G, ∀ξ ∈ R2; ν, µ = const > 0

(bez straty ogólności możemy założyć, że ν ¬ 1),

aij(x) = aji(x), ∀x ∈ G, aij(0) = δji , (i, j = 1, 2),

gdzie δji jest symbolem Kroneckera;

(b) aij(x) ∈ C0(G), bi(x) ∈ Lp(G), c(x) ∈ Lp/2(G) ∩ L2(G), p > 2; ponadto spełniają

nierówność( 2∑
i,j=1

|aij(x)− aij(0)|2
) 1

2

+ |x|
( 2∑
i=1

|bi(x)|2
) 1

2

+ |x|2|c(x)| ¬ A(|x|)

dla wszystkich x ∈ G, gdzie A(r) monotonicznie rosnącą nieujemną funkcją, ciągłą

w 0 oraz taką, że A(0) = 0;

(c) c(x) ¬ 0 w obszarze G; b  0, β+, β− > 0;

(d) f(x) ∈ Lp/2(G) ∩ L2(G), g(x) ∈ L∞(Γ+), h(x) ∈ L∞(Γ−), p > 2;

(e) istnieją liczby f0  0, g0  0, h0  0, s > 2− 4
p
, p > 2 takie, że

|f(x)| ¬ f0|x|s−2, |g(x)| ¬ g0|x|s−1, |h(x)| ¬ h0|x|s−1;

11



(f) M0 = max
x∈G
|u(x)| (w rozprawie udowodniono oszacowanie a priori modułu słabych

rozwiązań zagadnienia (L) w jednym z możliwych przypadków - patrz podrozdział

4.3).

Zasadniczym nowym podejściem jest badanie regularności rozwiązań rozpatrywanych

zagadnień liniowych dla równań eliptycznych przy minimalnych założeniach na gładkość

współczynników równania. Na początku, zakładając wypukłość obszaru G oraz stosu-

jąc technikę funkcji barierowej jak również zasadę porównawczą, wyprowadzamy wstępne

oszacowanie |u(x)−u(0)| ¬ C|x|κ+1, κ > 0 słabych rozwiązań w pobliżu punktu kątowego

na brzegu. Dalej, w jednym z możliwych przypadków, w oparciu o metodę De Giorgiego

i Stampacchia, otrzymujemy oszacowanie a priori modułu słabych rozwiązań zagadnienia

(L). Następnie, stosując metodę pierścieni Kondratiewa [19] oraz iteracyjną metodę Mose-

ra (patrz [36, 37]) dowodzimy lokalnej ograniczoności słabych rozwiązań zagadnienia (L).

W kolejnym podrozdziale, korzystając z wcześniej wyprowadzonych całkowo - różniczko-

wych nierówności, otrzymujemy globalne i lokalne oszacowanie wagowej całki Dirichleta.

Ostatecznie używając wcześniej otrzymanych wyników znajdujemy wykładnik potęgi mo-

dułu ciągłości słabych rozwiązań w pobliżu punktu kątowego O. Oszacowanie zachowania

się rozwiązania w pobliżu punktu osobliwego na brzegu jest otrzymane przy założeniu, że

główne współczynniki równania spełniają warunek ciągłości względem Diniego, natomiast

młodsze współczynniki mogą rosnąć.

Teraz zostaną przedstawione główne wyniki przeprowadzonych badań dla liniowego,

nielokalnego zagadnienia Robina (L).

Twierdzenie 4. Niech u będzie słabym rozwiązaniem zagadnienia (L) oraz niech zało-

żenia (a) − (f) będą spełnione z funkcją A(r), która spełnia warunek ciągłości w zerze

w sensie Diniego. Niech λ2 będzie najmniejszą dodatnią wartością własną zagadnienia

(EV P ). Ponadto, załóżmy że

0 < b <
2
ω0

(
ν +

√
ν2 + νω0β+

)
. (6.6)

Wówczas istnieją d ∈ (0, 1/e), gdzie e jest liczbą Eulera, oraz stała C > 0 zależą-

ca od ν, µ, p,
∥∥∥∑2

i=1 |bi(x)|2
∥∥∥
p/2,G

, ω0, b, β+, β−, f0, h0, g0, ‖f(x)‖2,G, ‖g(x)‖∞,Γ+ ,

‖h(x)‖∞,Γ− , s, M0, meas G, diam G, meas Γ+, meas Γ− jak również od wartości
1/e∫
0

A(r)
r
dr
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takie, że dla każdego x należącego do obszaru Gd
0 zachodzi poniższe oszacowanie

|u(x)| ¬ C


|x|λk± , jeżeli s > λk±

|x|λk± ln
(

1
|x|

)
, jeżeli s = λk±

|x|s, jeżeli s < λk±,

(6.7)

gdzie

(0, 1] 3 k± =


2(β++b+B)−

√
4(β++b−B)2+2Bb2ω0

4B , jeżeli B > 0

2(β++b+1)−
√

4(β++b−1)2+2b2ω0

4 , jeżeli B ¬ 0

(6.8)

oraz B = B(λ) jest określone (6.5).

Uwaga 5. Na podstawie (6.5), wnioskujemy, że jeżeli b = 0, wówczas B = β+ oraz k+ = 1.

Ten fakt pokrywa się z wynikami otrzymanymi w [15].

Zbadano również zachowanie się słabego rozwiązania zagadnienia (L) w pobliżu punktu

kątowego na brzegu przy dodatkowych założeniach na warunki brzegowe. W tym szcze-

gólnym przypadku uzyskano lepsze oszacowanie modułu słabego rozwiązania. Wykładnik

nie zależy już od wartości k±. Równy jest on natomiast najmniejszej wartości własnej

otrzymanej dla tego zagadnienia, która wynosi λ = π
ω0
.

Twierdzenie 6. Niech u będzie słabym rozwiązaniem zagadnienia (L) oraz niech speł-

nione będą założenia (a) − (f) z funkcją A(r) ciągłą w zerze w sensie Diniego. Za-

łóżmy dodatkowo, że β+u
2(x)|Γ+

+ β−u
2(x)|Γ− + bu(x)|Γ+

· u
(
γ(x)

)
|Γ+

= 0, b = π
ω0
·

β++β−
β−

i u2(x)|Γ+
= u2(x)|Γ− . Wówczas istnieją d ∈ (0, 1/e) i stała C > 0 zależąca

od ν, µ, p,
∥∥∥∑2

i=1 |bi(x)|2
∥∥∥ p

2 ,G
, ω0, b, β+, β−, f0, h0, g0, ‖f(x)‖2,G, ‖g(x)‖∞,Γ+ ,

‖h(x)‖∞,Γ− , s, M0, meas G, diam G, meas Γ+, meas Γ− oraz wartości
1/e∫
0

A(r)
r
dr ta-

kie, że dla wszystkich x należących do obszaru Gd
0 zachodzi oszacowanie

|u(x)| ¬ C


|x|

π
ω0 , jeżeli s > π

ω0

|x|
π
ω0 ln

(
1
|x|

)
, jeżeli s = π

ω0

|x|s, jeżeli s < π
ω0
.

W rozdziale tym przedstawiony jest również przykład pokazujący, że warunek Diniego

wobec starszych współczynników równania w punkcie kątowym jest konieczny dla po-

prawności otrzymanego twierdzenia.

13



Przykład 7. Rozważamy obszar G0 o brzegu ∂G = O ∪ Γ+ ∪ Γ−, gdzie

Γ± =
{
r > 0, ω = ±ω0

2

}
. Niech b = π

ω0
· β++β−

β−
, wówczas funkcja

u(r, ω) = rλ
(

ln
1
r

)λ−1
λ+1

[β− cos(λω)− λ sin(λω)] , λ =
π

ω0

jest rozwiązaniem zagadnienia:

∂
∂xi

(
aij(x)uxj

)
+ c(x)u = 0, x ∈ G0,

∂u
∂ν

+ β+
u(x)
r

+ b
r
u
(
γ(x)

)
= g(x), x ∈ Γ+;

∂u
∂ν

+ β−
u(x)
r

= h(x), x ∈ Γ−,

gdzie

a11(x) = 1− 2
λ+ 1

· x2
2

r2 ln 1
r

;

a12(x) = a21(x) =
2

λ+ 1
· x1x2

r2 ln 1
r

;

a22(x) = 1− 2
λ+ 1

· x2
1

r2 ln 1
r

;

aij(0) = δji , (i, j = 1, 2),

c(x) = − 2
1 + λ

· 1
r2 ln2 1

r

(
λ ln

1
r
− λ− 1
λ+ 1

)
,

g(x) = h(x) =
2πβ−

(λ+ 1)ω0

rλ−1

ln
2

λ+1 1
r

.

Ponadto, w obszarze Gd
0, d < e−4 równanie jest jednostajnie eliptyczne ze stałymi elip-

tyczności µ = 1, ν = 1 − 4
ln 1
d

i A(r) = 2
λ+1 ln−1

(
1
r

)
. Funkcja A(r) nie spełnia warunku

Diniego w zerze:
d∫

0

1
r ln 1

r

dr = +∞.

Poza tym, współczynniki aij(x) są ciągłe w punkcie O, c(x) ¬ 0 i warunki β+u
2(x)|Γ+

+

β−u
2(x)|Γ− + bu(x)|Γ+

· u
(
γ(x)

)
|Γ+

= 0, u2(x)|Γ+
= u2(x)|Γ− Twierdzenia 6 są spełnione.

Przykład ten pokazuje, że wymaganie Dini-ciągłości starszych współczynników w zerze w

Twierdzeniu 6 jest konieczne dla tego by u(x) = O(|x|λ).

W ostatnim podrozdziale dla wypukłego obszaru kątowego G, stosując funkcję quasi-

odstępu rε(x), dowodzimy ogólniejszą postać twierdzenia o globalnym oszacowaniu wago-

wej całki Dirichleta.
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Rozdział piąty poświęcony jest badaniu zachowania się słabych rozwiązań

u ∈ C0(G) ∩ V 1
m,0(G) quasiliniowego nielokalnego zagadnienia Robina (QL) dla równań

eliptycznych drugiego rzędu w pobliżu punktu kątowego na brzegu:

− d
dxi

(|u|q|∇u|m−2uxi) + a0r
−mu|u|q+m−2

−θu|u|q−2|∇u|m = f(x), x ∈ G

|u|q|∇u|m−2 ∂u
∂~n

+ β+|x|1−mu|u|q+m−2

+b|x|1−mu
(
γ(x)

)∣∣∣u(γ(x)
)∣∣∣q+m−2

= g(x, u), x ∈ Γ+

|u|q|∇u|m−2 ∂u
∂~n

+ β−|x|1−mu|u|q+m−2 = h(x, u), x ∈ Γ−;

(QL)

tutaj:

• q  0, m  2, θ  0, a0  0, β+ > 0, β− > 0, b  0 są danymi liczbami.

W odniesieniu do zagadnienia (QL) przyjmujemy, że spełnione są następujące założenia.

(i) Niech p > ñ > m  2, 0 ¬ θ < q+m−1
m−1 będą danymi liczbami; funkcje

g(x, u) : Γ+ × R → R oraz h(x, u) : Γ− × R → R będą różniczkowalnymi w spo-

sób ciągły względem u funkcjami Caratheodory’ego,

(ii) ∂h(x,u)
∂u
¬ 0, ∂g(x,u)

∂u
¬ 0;

(iii) f(x) ∈ L p
m

(G); g(x, 0), h(x, 0) ∈ W 1, p
m−1 (G) oraz istnieją dodatnie stałe g1, h1 takie,

że ∣∣∣∣∣∂g(x, u)
∂u

∣∣∣∣∣ ¬ g1|u|m−1, x ∈ Γ+;

∣∣∣∣∣∂h(x, u)
∂u

∣∣∣∣∣ ¬ h1|u|m−1, x ∈ Γ−;

(iv) 0 ¬ b < min
{

(m−1)m−2·[(m−1)(1−θ)+q]
(q+m−1)m·max{1,2m−3}(ω0

2 )m−1 ; β+
(m−1) max{1,2m−3}−1

}
.

Znajdujemy wykładnik potęgi modułu ciągłości słabego rozwiązania w pobliżu punktu

osobliwego O. Mianowicie, wyprowadzamy oszacowania modułu słabych rozwiązań zagad-

nienia (QL) typu u(x) = O(|x|α). Otrzymujemy również globalne i lokalne oszacowania

wagowych i niewagowych całek Dirichleta oraz wyprowadzamy globalne oszacowania a

priori modułu słabych rozwiązań. W dowodzeniu powyższych własności wykorzystuje-

my metody użyte w rozdziale czwartym: całkowo-różniczkowych nierówności, pierścieni

Kondratiewa, metodę De Giorgiego - Stampacchia i metodę iteracyjną Mosera.
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Zdefiniujmy teraz pewne wartości, które będą przydatne w przedstawieniu głównych

wyników rozpatrywanego problemu (QL). Niech

K− := min

(1− θς)− bς1−m(m− 1) max
{

1, 2m−3
}(ω0

2

)m−1

; ς1−m

, (6.9)

K+ := min
{
K−;

ς1−m

B

(
β+ + b− b(m− 1) max

{
1, 2m−3

})}
, B > 0 (6.10)

oraz

ϑ̃± :=



K+ϑ
1
m

m
√

m
2 ·( 2

m+2)
m+2
2m

, jeżeli B > 0

K−ϑ
1
m

m
√

m
2 ·( 2

m+2)
m+2
2m

, jeżeli B ¬ 0,

(6.11)

gdzie ς = m−1
q+m−1 , B jest zdefiniowana w (W )m, natomiast ϑ jest najmniejszą dodatnią

wartością własną zagadnienia na wartości własne (QEV P ).

Głównym wynikiem tej części pracy jest następujące twierdzenie:

Twierdzenie 8. Niech u będzie słabym rozwiązaniem zagadnienia (QL) oraz niech wa-

runki (i)− (iv) będą spełnione. Załóżmy także, że znana jest wartość M0 = max
x∈G
|u(x)|.

Dodatkowo przypuśćmy istnienie rzeczywistych liczb kσ  0, K  0 takich ,że

kσ =: sup
%>0

%−mσ


∫
G%0

|f(x)|
m
m−1dx+

∫
Γ%0+

|g(x, 0)|
m
m−1ds

+
∫

Γ%0−

|h(x, 0)|
m
m−1ds

, σ > 1; (6.12)

K =: sup
%>0

%
2
m
−1

ψ(%)

%m(p−2)
p(m−1) ‖f(x)‖

1
m−1
p
m
,G%0

+ %
m−1
m
− 2
p

 ‖g(x, 0)‖
1

m−1
p

m−1 ,G
%
0

+ ‖h(x, 0)‖
1

m−1
p

m−1 ,G
%
0

+ %
m2−m+1
m(m−1) −

2
p

(
‖∇g(x, 0)‖

1
m−1
p

m−1 ,G
%
0

+ ‖∇h(x, 0)‖
1

m−1
p

m−1 ,G
%
0

), (6.13)

gdzie

ψ(%) =


%ϑ̃± , jeżeli σ > ϑ̃±

%ϑ̃± ln
1
m

(
1
%

)
, jeżeli σ = ϑ̃±

%σ, jeżeli σ < ϑ̃±.

(6.14)

Wówczas istnieją d ∈ (0, 1) i stała C0 > 0 niezależna od u taka ,że

|u(x)| ¬ C0

(
|x|1−

2
mψ(|x|)

) m−1
q+m−1

, ∀x ∈ Gd
0. (6.15)
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W rozdziale szóstym badamy zachowanie się słabych rozwiązań u ∈ C0(G)∩
◦
W 1

0(G)

słabo quasiliniowego nielokalnego zagadnienia (WQL) Robina dla równań eliptycznych

drugiego rzędu w pobliżu punktu kątowego na brzegu:

− d

dxi

(
aij(x)|u|quxj

)
+ a(x, u,∇u) = 0, x ∈ G

∂u
∂ν

+ β+
|x|u|u|

q + b
|x|u

(
γ(x)

)∣∣∣u(γ(x)
)∣∣∣q = g(x, u), x ∈ Γ+

∂u
∂ν

+ β−
|x|u|u|

q = h(x, u), x ∈ Γ−;

(WQL)

tutaj:

• ∂
∂ν

= aij|u|q(x) cos(−→n , xi) ∂
∂xj
.

W odniesieniu do zagadnienia (WQL) przyjmujemy, że spełnione są następujące za-

łożenia:

1) q  0, 0 ¬ θ < ν(q + 1), f0  0, g0  0, h0  0 są danymi liczbami;

2) warunek jednostajnej eliptyczności:

νξ2 ¬ aij(x)ξiξj ¬ µξ2, ∀x ∈ G, ∀ξ ∈ Rn; ν, µ = const > 0,

(bez straty ogólności możemy założyć, że ν ¬ 1),

aij(x) = aji(x), ∀x ∈ G, aij(0) = δji , (i, j = 1, 2);

3) aij(x) ∈ C0(G) oraz spełniona jest nierówność

( 2∑
i,j=1

|aij(x)− aij(y)|2
) 1

2

¬ A(|x− y|)

dla każdego x, y ∈ G, gdzie A(r) jest monotonicznie rosnącą, nieujemną funkcją

ciągłą w zerze i taką, że A(0) = 0;

4) |a(x, u, ux)| ¬ θ|u|q−1|∇u|2 + f(x); f(x) ∈ Lp/2(G), p > 2;

5) ∂h(x,u)
∂u
¬ 0, ∂g(x,u)

∂u
¬ 0 oraz g(x, 0) ∈ L∞(Γ+), h(x, 0) ∈ L∞(Γ−);

6) |f(x)| ¬ f0|x|s−2, |g(x, 0)| ¬ g0|x|s−1, |h(x, 0)| ¬ h0|x|s−1, s > 2− 4
p
;

7) M0 = max
x∈G
|u(x)|.
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Podobnie jak dla zagadnień (L) i (QL) tutaj również znajdujemy wykładnik potęgi

modułu ciągłości rozwiązania w pobliżu punktu osobliwego O. Stosując metody: całkowo-

różniczkowych nierówności, pierścieni Kondratiewa, metodę de Giorgiego - Stampacchia

i schemat iteracyjny Mosera otrzymujemy globalne i lokalne oszacowania wagowych i

niewagowych całek Dirichleta oraz wyprowadzamy globalne oszacowania a priori modułu

słabych rozwiązań.

W tym miejscu warto odnotować, że nie wiadomo nam o jakichkolwiek wcześniejszych

badaniach dotyczących zagadnień (QL), (WQL). W ten sposób badanie zachowania się

rozwiązań tych nieliniowych problemów rozważone jest w tej pracy po raz pierwszy.

Głównym wynikiem tej części pracy jest następujcie twierdzenie

Twierdzenie 9. Niech u będzie słabym rozwiązaniem zagadnienia (WQL) oraz niech za-

łożenia 1) − 7) będą spełnione z funkcją A(r) ciągłą w zerze w sensie Diniego. Niech λ2

będzie najmniejszą dodatnią wartością własną zagadnienia (EV P ). Dodatkowo przypuść-

my, że

0 < b <
2
ω0

(
ς(ν − ςθ) +

√
ς2(ν − ςθ)2 + β+ω0ς(ν − ςθ)

)
. (6.16)

Wówczas istnieją d ∈ (0, 1/e) oraz stała C > 0 zależąca od ν, µ, θ, p, ω0, b, β+, β−,

f0, h0, g0, ‖f(x)‖2,G, ‖g(x, 0)‖∞,Γ+ , ‖h(x, 0)‖∞,Γ− , s, M0, meas G, diam G,

meas Γ+, meas Γ−
1/e∫
0

A(r)
r
dr takie, że dla wszystkich x ∈ Gd

0 zachodzi oszacowanie:

|u(x)| ¬ C


|x|λk̃± , jeżeli s > λk̃±

|x|λk̃± ln
(

1
|x|

)
, jeżeli s = λk̃±

|x|s, jeżeli s < λk̃±,

(6.17)

gdzie

(0, 1] 3 k̃± =


2[β++b+Bς(1−ςθ)]−

√
4[β++b+Bς(1−ςθ)]2+2Bb2ω0

4B , jeżeli B > 0

2[β++b+ς(1−ςθ)]−
√

4[β++b+ς(1−ςθ)]2+2b2ω0

4 , jeżeli B ¬ 0,

(6.18)

a B = B(λ) jest określona w (6.5).

Warto tutaj odnotować, iż wynik głównego twierdzenia rozdziału szóstego pokazuje,

że słabe rozwiązania zagadnienia (WQL) mają tą samą regularność co słabe rozwiązania

zagadnienia (L).

Rozdział siódmy zawiera dodatek, który jest zbiorem twierdzeń i nierówności wyko-

rzystanych w pracy.
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