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(szkoªy ponadgimnazjalne)

Zadanie 1
Obecnie u»ywane tablice rejestracyjne wydawane s¡ od 1 maja 2000r. Numery re-
jestracyjne aut s¡ tworzone ze zbioru liter: {A, B,C, D, E, F, G, H, I, J, K,
L, M, N, O, P, R, S, T, U, V, W, X, Y, Z} oraz cyfr od 0 do 9. Dla aut
miasta Olsztyn wszystkie tablice zaczynaj¡ si¦ od liter NO, po których nast¦puje
5 cyfr (bez 00000) lub 4 cyfry (bez 0000) i litera z dost¦pnego zbioru liter, nie
mo»na jednak stosowa¢ liter B, D, I, O, Z jako zbyt podobnych do cyfr 8, 0, 1,
0, 2. W którym roku na pewno sko«cz¡ si¦ tak tworzone tablice rejestracyjne aut
dla miasta Olsztyn, je»eli przyjmiemy, »e rocznie rejestrowanych jest co najmniej
11500 aut?

Rozwi¡zanie:
Ilo±¢ tablic to:
ilo±¢ 5-elementowych wariacji z powtórzeniami zbioru cyfr minus 1 (105−1 = 99999)
ilo±¢ 4-elementowych wariacji z powtórzeniami minus 1 mno»ona przez 20 dost¦p-
nych liter ((104 − 1) · 20) = 199980.
Mamy wi¦c razem 99999 + 199980 = 299979 mo»liwo±ci utworzenia tablic rejestra-
cyjnych skªadaj¡cych si¦ z 5 cyfr lub 4 cyfr i jednej litery.
Zakªadaj¡c, »e rocznie rejestrowanych jest co najmniej 11500 aut,
mamy 299979 : 11500 = 26, 085, a wi¦c tablice wyczerpi¡ si¦ w ci¡gu 26 lat.
Rejestrowanie samochodów rozpocz¦to w roku 2000, tablice sko«cz¡ si¦ na pewno
w roku 2026.
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Zadanie 2
Dane s¡ liczby

A = 1
x2+1 + 1

y2+1 oraz B = 2
xy+1 ,

gdzie x i y s¡ takimi liczbami rzeczywistymi, »e x 6= y i xy + 1 6= 0.

Wyznacz A + B, je»eli wiadomo, »e A = B.

Rozwi¡zanie:
Wychodz¡c od równo±ci A = B, dostajemy kolejno:

1
x2+1 + 1

y2+1 = 2
xy+1

x2+y2+2
x2y2+x2+y2+1 = 2

xy+1

x3y + xy3 + 2xy + x2 + y2 + 2 = 2x2y2 + 2x2 + 2y2 + 2

xy(x2 − 2xy + y2)− (x2 − 2xy + y2) = 0

(x− y)2(xy − 1) = 0

Poniewa» zgodnie z zaªo»eniem x 6= y , wi¦c xy = 1.

Wtedy A = B = 2
1+1 = 1, a st¡d A + B = 2.
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Zadanie 3
Dane s¡ trzy jednakowe okr¦gi wzajemnie styczne. Pomi¦dzy nimi znajduje si¦

mniejszy okr¡g styczny do nich. Jaki jest stosunek promienia okr¦gu mniejszego do

promienia okr¦gu wi¦kszego?

Rozwi¡zanie:

O1 O2

O3

O

P

Sytuacj¦ opisan¡ w zadaniu przedstawia rysunek.

Oznaczmy odpowiednio promienie maªego i du»ego okr¦gu przez r = OP oraz

R = PO3.

Zauwa»my, »e trójk¡t O1O2O3 (niebieski) jest trójk¡tem równobocznym o boku 2R.

Jego wysoko±ci przecinaj¡ si¦ w punkcie O, który dzieli ka»d¡ z nich w stosunku

2 : 1 (na odcinki dªugo±ci 2
3h i 1

3h).

Zauwa»my, »e 2
3h = r+R. (odpowiednio czerwony OP i zielony PO3 odcinek).

Wysoko±¢ trójk¡ta równobocznego o boku a to a
√

3
2 . U nas a = 2R, wi¦c h =

√
3R.

Otrzymujemy wi¦c zale»no±¢ r+R = 2
3

√
3R i nastepnie

r = 2
3

√
3R−R

r = 2
√

3−3
3 R.

Stosunek promienia okr¦gu mniejszego do promienia okr¦gu wi¦kszego wynosi:
r

R
= 2

√
3−3
3
≈ 0.1547.
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Zadanie 4

Dana jest liczba trzycyfrowa, której potrojona suma cyfr wynosi 42.
Je»eli od podwojonej sumy dwóch pierwszych cyfr odejmiemy 7, otrzy-
mamy trzeci¡ cyfr¦ liczby. Je»eli do tej liczby dodamy 297, otrzymamy
liczb¦ trzycyfrow¡ zªo»on¡ z tych samych cyfr, wyst¦puj¡cych w niej w
odwrotnej kolejno±ci. Jaka to liczba?

Rozwi¡zanie:

Dan¡ liczb¦ przedstawmy w postaci xyz, gdzie x oznacza liczb¦ setek,
y liczb¦ dziesi¡tek i z liczb¦ jednostek. Szukana przez nas liczba speª-
nia nast¦puj¡cy ukªad równa«: 3(x + y + z) = 42

2(x + y)− 7 = z
100x + 10y + z + 297 = 100z + 10y + x

Po uproszczeniu ukªadu równa« mamy: x + y + z = 14
2x + 2y − z = 7
x− z = −3

Rozwi¡zaniem ukªadu równan jest: x = 4
y = 3
z = 7

Szukana liczba to 437.
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Zadanie 5

Wszystkie cyfry, które pojawiaj¡ si¦ w poni»szym mno»eniu s¡ cyframi
nale»¡cymi do zbioru {2, 3, 5, 7}. Odtwórz to mno»enie.

* * *
× * *
* * * *

* * * *
* * * * *

Rozwi¡zanie:
7 7 5

× 3 3
2 3 2 5

2 3 2 5
2 5 5 7 5

Wskazówka: rozwa»aj¡c wszystkie iloczyny liczb nale»¡cych do zbioru
{2, 3, 5, 7} zauwa»amy, »e na ostatniej pozycji mno»nej i mno»nika do-
puszczalne s¡ jedynie kon�guracje:
3 · 5 = 15,
5 · 3 = 15,
5 · 5 = 25,
5 · 7 = 35,
7 · 5 = 35.
Pod uwag¦ we¹my np. pierwsz¡ kon�guracj¦ i zacznijmy mno»enie
3 · 5 = 15:

* X 3
× * 5
* * Y 5

Zastanówmy si¦ teraz, jak¡ liczb¦ mo»na wpisa¢ na pozycj¦ oznaczon¡
X. Nie mo»e to by¢ 2, poniewa» wówczas na pozycji Y znalazªaby si¦ 1,
nie mo»e to by¢ 3, poniewa» wówczas Y byªoby równe 6, nie mo»e by¢
5, bo Y byªoby równe 6, odpada równie» 7, bo dostaliby±my Y równe 6.
Tym samym kon�guracj¦ pierwsz¡ mo»emy odrzuci¢ i rozwa»a¢ kon-
�guracj¦ drug¡ w podobny sposób.

* X 5
× * 3
* * Y 5
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Na pozycji X mo»e znale¹¢ si¦ 2, wówczas dostaniemy
V 2 5

× * 3
Z1 Z2 7 5

Niestety, za V nie mo»emy wstawi¢ »adnej z liczb 2, 3, 5, 7, gdy» wynik
ich mno»enie przez 3 (Z1Z2) zawsze b¦dzie zawieraª jak¡± cyfr¦ nien-
ale»¡c¡ do dopuszczalnego zbioru cyfr.

Nast¦pnie rozwa»amy kon�guracj¦
* X 5

× * 3
* * Y 5

gdzie za X bierzemy kolejne cyfry ze zbioru {2, 3, 5, 7}. X nie mo»e
by¢ równe 3, poniewa» Y byªoby równe 0. X nie mo»e by¢ równe 5, bo
wówczas Y byªoby równe 6. Za X mo»emy wzi¡¢ 7.

Wówczas mamy:
V 7 5

× * 3
Z1 Z2 2 5

Zastanówmy si¦, co mo»na wzi¡¢ na pozycji V. Odpadaj¡ 2, 3 i 5, jedyne

dopuszczalne rozwi¡zanie to V równe 7. Dostajemy:
7 7 5

× W 3
2 3 2 5

Za W mo»na wzi¡¢ 3, wynik mno»enia 775 przez 3 ju» znamy, dosta-

jemy:

7 7 5
× 3 3
2 3 2 5

2 3 2 5
2 5 5 7 5

Jest to poprawne rozwi¡zanie (zreszt¡ jedyne w przypadku tego zada-
nia).
Gdyby±my za W podstawili 5, wynik dodawania na trzeciej pozycji
od ko«ca wyprowadzaªby poza dopuszczalny zbiór cyfr, mianowicie:

7 7 5
× 5 3
2 3 2 5

* * 7 5
* * 0 7 5

Pozostaªe kon�guracje nale»y sprawdzi¢ w podobny sposób.


