XII WARMINSKO - MAZURSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
15 maja 2014r.

Zadania dla ucznidéw szkot ponadgimnazjalnych.

Zad. 1. Obliczy¢ sume
2+22+222+~~+22§O.1;1.2.

Rozwigzanie:
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Odpowiedz: Suma wynosi 1

Zad. 2. Udowodni¢, ze jezeli dtugosci bokow trojkata prostokatnego sa liczbami catkowitymi,
to jego pole jest liczba catkowita.

Rozwigzanie: Niech a oznacza dtugo$é przeciwprostokatnej trojkata, b i ¢ ozna-
czaja dhugosci przyprostokatnych. Wowezas a? = b% + 2.

Obie przyprostokatne nie moga by¢ liczbami catkowitymi nieparzystymi, poniewaz
w takim razie przeciwprostokatna musiataby by¢ liczba catkowita parzysta. Wobec
tego w rownaniu a? = b + ¢? lewa strona dzielilaby sie przez 4 (liczba parzysta jest
podzielna przez 2, a podniesiona do kwadratu - przez 4), natomiast prawa strona
nie (jesli b =2z + 1, c=2y+ 1, to b* + * = 4[z(x + 1) + y(y + 1)] + 2), co daje
sprzecznosc.

W takim razie przyprostokatne moga by¢ wyrazone dwiema liczbami catkowitymi
parzystymi lub parzysta i nieparzysta. Iloczyn liczby catkowitej parzystej i nieparzy-
stej (lub dwoch parzystych) jest zawsze podzielny przez 2 (2z(2y+1) = 2(2zy+x)).

Stad pole wyrazone wzorem P = % jest liczba calkowita.
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Zad. 3.

Zad. 4.

Wypisujemy kolejne liczby naturalne, otrzymujac ciag cyfr
12345678910111213141516. . ..

Jaka cyfra znajduje sie na 2014-tym miejscu? OdpowiedZ uzasadnié.

Rozwigzanie: W danym ciaggu cyfr znajduje sie 9 liczb jednocyfrowych, 90 liczb
dwucyfrowych, 608 liczb trzycyfrowych. 2014-ta cyfra w ciagu jest pierwsza cyfra
609-tej liczby trzycyfrowej, czyli liczby 708.

Odpowiedz: Jest to cyfra 7.

Pies goni zajaca, ktory znajduje sie w odlegtosci 60 swoich skokéow od psa. Gdy
zajac zrobi 9 skokow, w tym czasie pies zrobi ich 6. Wielkos¢ 3 psich skokow jest
rowna 7 skokom zajaca. Obliczy¢, ile skokéw musi zrobié pies, aby dogonié¢ zajaca.

Rozwigzanie: Drogi, ktore przebiegna pies i zajac sa rozne, czasy biegéw sa na-
tomiast rowne. Jesli drogi i predko$¢ psa i zajaca oznaczymy odpowiednio przez
511 89 oraz vy i V9, to poniewaz s = vt, mamy

51 52
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Jesli skok psa oznaczymy przez x, to: s; = x skokow psa,

s9 = x skokow psa — 60 skokow zajaca,

v = 6 skokoéw psa w obranej jednostce czasu,

vy = 9 skokéw zajaca w tej samej jednostce czasu.

Skoki psa i zajaca sa réznymi jednostkami dhugos$ci. AbysSmy mogli zadanie rozwia-
za¢ musimy przejS¢ na jedna z naszych jednostek, np. na skok psa. Z tresci zadania
wiadomo, ze 7 skokow zajaca = 3 skokom psa, czyli 1 skok zajaca = % skoku psa.
Mamy wiec

59 = x skokow psa — 60 - % skokow psa = x — @
v =9- % skokow psa w obranej jednostce czasu.

skokow psa,

Po podstawieniu tych wartosci do réwnania otrzymujemy
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6 skokow psa / jednostke czasu % skokow psa / jednostke czasu’
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Odpowiedz: Pies musi wykonaé¢ 72 skoki, aby dogoni¢ zajaca.



Zad. 5. Czy kwadrat o boku 1,25 mozna pokry¢ trzema kwadratami o boku 1 (tzn. kwadrat

o boku 1,25 powinien zawiera¢ sie w sumie trzech kwadratow o boku 1)? Odpowiedz
uzasadnic.

Odpowiedz: Kwadrat o boku 1,25 mozna pokryé¢ trzema kwadratami o boku 1
(rys. 1.).
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Rysunek 1:

Rozwigzanie: Na kwadracie o boku 1,25 mozna odlozyé¢ trapez prostokatny o

podstawach réwnych 1 i 2 oraz ramionach rownych \/Ti oraz  (rys. 2.). Pokazemy,
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Rysunek 2:

ze w kwadrat o boku dlugosci 1 mozna wpisaé trapez prostokatny A’B’'C'D’ o jednej
podstawie dtugosci 3, drugiej podstawie dtugosci wiekszej od 1 i ramieniu dtugosci
wiekszej od § (rys. 3.).
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Rysunek 3:
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Zatem, skoro w kwadrat o boku 1 mozna wpisaé¢ trapez prostokatny A’B'C'D’, to
w kwadracie o boku 1 zawiara sie trapez prostokatny ABCD.



