
XII WARMI�SKO - MAZURSKIE ZAWODY MATEMATYCZNE
15 maja 2014r.

Zadania dla uczniów szkóª ponadgimnazjalnych.

Zad. 1. Obliczy¢ sum¦
2 + 22 + 222 + · · ·+ 222 . . . 2︸ ︷︷ ︸

2014

.

Rozwi¡zanie:

S = 2 + 22 + 222 + · · ·+ 222 . . . 2︸ ︷︷ ︸
2014

/ · 9
2

9

2
S = 9 + 99 + 999 + · · ·+ 999 . . . 9︸ ︷︷ ︸

2014

9

2
S = 10− 1 + 100− 1 + 1000− 1 + · · ·+ 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2015

−1

9

2
S = 10

(
1 + 10 + 100 + 1000 + · · ·+ 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸

2014

)
− 2014.

Suma 1 + 10 + 100 + 1000 + · · ·+ 100 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2014

jest sum¡ 2014 elementów ci¡gu geome-

trycznego o q = 10 i a1 = 1. Zatem

9

2
S = 10 · 1 · 1− 102014

1− 10
− 2014

9

2
S = 10

102014 − 1

9
− 2014 / · 2

9

S = 2
102015 − 10− 9 · 2014

81
.

Odpowied¹: Suma wynosi
2(102015−18136)

81
.

Zad. 2. Udowodni¢, »e je»eli dªugo±ci boków trójk¡ta prostok¡tnego s¡ liczbami caªkowitymi,
to jego pole jest liczb¡ caªkowit¡.

Rozwi¡zanie: Niech a oznacza dªugo±¢ przeciwprostok¡tnej trójk¡ta, b i c ozna-
czaj¡ dªugo±ci przyprostok¡tnych. Wówczas a2 = b2 + c2.

Obie przyprostok¡tne nie mog¡ by¢ liczbami caªkowitymi nieparzystymi, poniewa»
w takim razie przeciwprostok¡tna musiaªaby by¢ liczb¡ caªkowit¡ parzyst¡. Wobec
tego w równaniu a2 = b2 + c2 lewa strona dzieliªaby si¦ przez 4 (liczba parzysta jest
podzielna przez 2, a podniesiona do kwadratu - przez 4), natomiast prawa strona
nie (je±li b = 2x + 1, c = 2y + 1, to b2 + c2 = 4[x(x + 1) + y(y + 1)] + 2), co daje
sprzeczno±¢.

W takim razie przyprostok¡tne mog¡ by¢ wyra»one dwiema liczbami caªkowitymi
parzystymi lub parzyst¡ i nieparzyst¡. Iloczyn liczby caªkowitej parzystej i nieparzy-
stej (lub dwóch parzystych) jest zawsze podzielny przez 2 (2x(2y+1) = 2(2xy+x)).

St¡d pole wyra»one wzorem P = bc
2
jest liczb¡ caªkowit¡.



Zad. 3. Wypisujemy kolejne liczby naturalne, otrzymuj¡c ci¡g cyfr

12345678910111213141516 . . . .

Jaka cyfra znajduje si¦ na 2014-tym miejscu? Odpowied¹ uzasadni¢.

Rozwi¡zanie: W danym ci¡gu cyfr znajduje si¦ 9 liczb jednocyfrowych, 90 liczb
dwucyfrowych, 608 liczb trzycyfrowych. 2014-ta cyfra w ci¡gu jest pierwsz¡ cyfr¡
609-tej liczby trzycyfrowej, czyli liczby 708.

Odpowied¹: Jest to cyfra 7.

Zad. 4. Pies goni zaj¡ca, który znajduje si¦ w odlegªo±ci 60 swoich skoków od psa. Gdy
zaj¡c zrobi 9 skoków, w tym czasie pies zrobi ich 6. Wielko±¢ 3 psich skoków jest
równa 7 skokom zaj¡ca. Obliczy¢, ile skoków musi zrobi¢ pies, aby dogoni¢ zaj¡ca.

Rozwi¡zanie: Drogi, które przebiegn¡ pies i zaj¡c s¡ ró»ne, czasy biegów s¡ na-
tomiast równe. Je±li drogi i pr¦dko±¢ psa i zaj¡ca oznaczymy odpowiednio przez
s1 i s2 oraz v1 i v2, to poniewa» s = vt, mamy

s1
v1

=
s2
v2
.

Je±li skok psa oznaczymy przez x, to: s1 = x skoków psa,
s2 = x skoków psa − 60 skoków zaj¡ca,
v1 = 6 skoków psa w obranej jednostce czasu,
v2 = 9 skoków zaj¡ca w tej samej jednostce czasu.

Skoki psa i zaj¡ca s¡ ró»nymi jednostkami dªugo±ci. Aby±my mogli zadanie rozwi¡-
za¢ musimy przej±¢ na jedn¡ z naszych jednostek, np. na skok psa. Z tre±ci zadania
wiadomo, »e 7 skoków zaj¡ca = 3 skokom psa, czyli 1 skok zaj¡ca = 3

7
skoku psa.

Mamy wi¦c
s2 = x skoków psa − 60 · 3

7
skoków psa = x− 180

7
skoków psa,

v2 = 9 · 3
7
skoków psa w obranej jednostce czasu.

Po podstawieniu tych warto±ci do równania otrzymujemy

x skoków psa

6 skoków psa / jednostk¦ czasu
=

x− 180
7

skoków psa
27
7
skoków psa / jednostk¦ czasu

,

x

6
=

x− 180
7

27
7

,

x

6
=

7x− 180

7
· 7

27
⇒ x

2
=

7x− 180

9
⇒ x = 72.

Odpowied¹: Pies musi wykona¢ 72 skoki, aby dogoni¢ zaj¡ca.
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Zad. 5. Czy kwadrat o boku 1,25 mo»na pokry¢ trzema kwadratami o boku 1 (tzn. kwadrat
o boku 1,25 powinien zawiera¢ si¦ w sumie trzech kwadratów o boku 1)? Odpowied¹
uzasadni¢.

Odpowied¹: Kwadrat o boku 1,25 mo»na pokry¢ trzema kwadratami o boku 1
(rys. 1.).

Rysunek 1:

Rozwi¡zanie: Na kwadracie o boku 1,25 mo»na odªo»y¢ trapez prostok¡tny o
podstawach równych 1 i 5

4
oraz ramionach równych

√
2
4

oraz 1
4
(rys. 2.). Poka»emy,

Rysunek 2:

»e w kwadrat o boku dªugo±ci 1 mo»na wpisa¢ trapez prostok¡tny A′B′C ′D′ o jednej
podstawie dªugo±ci 5

4
, drugiej podstawie dªugo±ci wi¦kszej od 1 i ramieniu dªugo±ci

wi¦kszej od 1
4
(rys. 3.).
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Rysunek 3:

|GD′|2 =
(
5

4

)2

− 1 =⇒ |GD′| = 3

4
,

|GD′|+ |D′E| = 1 =⇒ |D′E| = 1

4
,

wi¦c |A′D′| > 1
4
. Z podobie«stwa △D′GC ′ i △A′ED′ (kkk)

0, 25

1
=

|A′D′|
1, 25

=⇒ |A′D′| = 5

16
>

1

4
,

|A′E|
0, 75

=
0, 25

1
=⇒ |A′E| = 3

16
=⇒ |A′F | = 1− 3

16
=

13

16
.

Z podobie«stwa △D′EA′ i △A′FB′ (kkk)

|A′B′|
5
16

=
13
16
1
4

=⇒ |A′B′| = 65

64
> 1.

Zatem, skoro w kwadrat o boku 1 mo»na wpisa¢ trapez prostok¡tny A′B′C ′D′, to
w kwadracie o boku 1 zawiara si¦ trapez prostok¡tny ABCD.
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