XII Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne
Olsztyn, 15 maja 2014

Kategoria: szkola gimnazjalna

Zadania i rozwigzania
Zadanie 1. Oblicz wartos¢ wyrazenia a* + b*, wiedzac ze
atb=1lia®+b =2
Rozwigzanie: Z tego, ze a* + b* = 2 mamy (podnoszac obie strony do kwadratu) :
a* +b* =4 — 2a°p% (1)

Z kolei, z tego, ze a + b = 1 dostaniemy (podnoszac obie strony do kwadratu i majac na
wzgledzie, ze a® + b* = 2) :

ab — _%. 2)

Ostatecznie z (1) 1 (2) :

1\? 1
frpt=4-2.(—2) =3=.
@+ 2 2

Zadanie 2. Liczba uczniéw pewnego gimnazjum jest zawarta pomiedzy 700 a 900. Kiedy
grupujemy ich po 18, po 20, badZ po 24 osoby, to za kazdym razem pozostaje 9 uczniow.
Jaka jest liczba uczniéw tego gimnazjum?

Rozwigzanie: Jezli x oznacza liczba uczniéw w gimnazjum, to z warunkéow zadania wiemy, ze
liczba x — 9 jest podzielna przez 18, 20 i 24. Szukamy najmniejszej wspolnej wielokrotnosci
tych liczb. Jest nig liczba 360. Zatem liczba x — 9 jest taka wielokrotnoscia liczby 360, ktora
zawarta jest miedzy 700 a 900. Ostatecznie liczba uczniéw wynosi 729.

Zadanie 3. Duzieci z klasy Ib wraz z opiekunami wyjechaly na wycieczke autokarem, 55
procent osoéb w autokarze stanowily dziewczynki, 32,5 procent oséb w autokarze stanowili
chtopcy, pozostate 5 oséb, to opiekunowie i kierowca. Ile oso6b wyjechalo na wycieczke?

Rozwigzanie:

x- liczba os6b w autokarze,

0,55 x - liczba dziewczynek,

0,325 x - liczba chtopcow

5 - kierowca plus liczba opiekunéw

x =0,325x 4+ 0,552 + 5
0,125x =5
x =40



Zadanie 4. Prostokat o obwodzie 66 cm podzielono na pie¢ mniejszych identycznych pro-
stokatow tak jak na rysunku. Ile wynosi obwdéd mniejszego prostokata?

Rozwigzanie: Oznaczmy dhugo$é krotszego boku matego prostokata przez a, zas dtuzszego
przez b. Z rysunku widaé, ze 3a = 2b. Dodatkowo, z tresci zadania wynika, ze 2(a+b)+2-2b =
66, zatem do rozwiagzania mamy nastepujacy uktad réwnan :

a = %b,

a+b+2b =33,
skad dostajemy, ze a = 6,b = 9. Ostatecznie obwdd matego prostokata wynosi 30.

Zadanie 5. Niech punkty A(0,0), B(1,0), C(1,1) i D(0,1) beda wierzchotkami kwadratu
Q@ o boku 1.
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Obracamy kwadrat @) o 45 stopni wokol punktu B(1,0), przeciwko ruchowi wskazowek
zegara, i otrzymujemy kwadrat @)’. Nastepnie obracamy kwadrat ()’ o 45 stopni woko6t punktu
D(0,1), tez przeciwko ruchowi wskazowek zegara, i otrzymujemy kwadrat Q)”. (Tym razem
srodek obrotu D(0, 1) nie jest wierzcholtkiem kwadratu Q'.)

Porownujac kwadraty @ i Q”, stwierdzamy ze jeden z punktéw wnetrza kwadratu @

powrdcit na swoje miejsce. Podaj wspotrzedne tego punktu.
Rozwigzanie: Zgodnie z trescig zadania najpierw obracamy kwadrat () wokot wierzchotka B o
kat 45 stopni przeciwnie do ruchu wskazowek zegara otrzymujac kwadrat '~ niebieski (patrz
rysunek la). Nastepnie kwadrat niebieski )" obracamy o 45 stopni wokot punktu D(0, 1), tez
przeciwko ruchowi wskazowek zegara, i otrzymujemy kwadrat Q)" —czerwony (patrz rysunek
1b).
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Rysunek 1:

Zauwazmy ze punkt C” lezy na przekatnej BD kwadratu Q oraz odlegtosé |DC’| = v/2—1.
Zatem wspohrzedne punktu C”(v/2 — 1,1) (patrz rysunek 2). W celu wyznaczenia punktu,
ktory powrocit na swoje miejsce rozwazamy kwadraty @ i Q”.
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Rysunek 2:

Dokonamy przeksztatcenia kwadratu () do Q)" tym razem za pomocag dwoch symetrii
osiowych wzgledem pewnych prostych. Pierwsze z nich jest to odbicie wzgledem prostej &
bedacej przekatna AC' (patrz rysunek 3a). W rezultacie dostajemy czarny kwadrat taki jak
na rysunku 3b). Zauwazmy ponadto, ze prosta k ma rownanie y = x.
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Rysunek 3:

Drugim jest odbicie nowego kwadratu ) wzgledem prostej [ (patrz rysunek 4a) bedacej
symetralng odcinka C'C" dzieki czemu odpowiednie wierzchotki kwadratu @ pokryja sie z
odpowiednimi wierzchotkami kwadratu Q" (patrz rysunek 4b).
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Rysunek 4:

Ponadto widzimy, ze jedynym punktem, ktory nie zmienit swojego potozenia jest punkt
P na przecieciu prostej k z prosta [. W celu wyznaczenia jego wspotrzednych znajdziemy
najpierw wspotrzedne punktu E bedgcego przecieciem prostej k z odcinkiem C'C”. Ze $redniej
arytmetycznej dla pierwszych wspohrzednych (lub dtugosci odpowiednich odcinkéw):
l'C//—f—l’C . \/5—1+1 . \/§
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Wowcezas E = ( @, 1). Stad oraz z faktu, ze prosta k ma rownanie y = x wspotrzedne punktu
P to:




