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Izometria

Definicja (izometria)

Izometriag nazywamy odwzorowanie | : R? — R? przeksztatcajace
pfaszczyzne w na ptaszczyzne w oraz zachowujace odlegtosc tzn.:

Vaper |I(A)I(B)| = |AB.
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Izometria

Definicja (izometria)

Izometriag nazywamy odwzorowanie | : R? — R? przeksztatcajace
pfaszczyzne w na ptaszczyzne w oraz zachowujace odlegtosc tzn.:

Vaper |I(A)I(B)| = |AB.

A

Twierdzenie ( podstawowe witasnosci izometrii)

a) izometria przeprowadza odcinek na odcinek;
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Izometria

Definicja (izometria)

Izometriag nazywamy odwzorowanie | : R? — R? przeksztatcajace
pfaszczyzne w na ptaszczyzne w oraz zachowujace odlegtosc tzn.:
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Twierdzenie ( podstawowe witasnosci izometrii)
a) izometria przeprowadza odcinek na odcinek;
b) izometria przeprowadza prosta na prosta;

c) izometria przeprowadza proste prostopadfe na proste prostopadfe.

dowdd:
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Definicja (izometria)

Izometriag nazywamy odwzorowanie | : R? — R? przeksztatcajace
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b) izometria przeprowadza prosta na prosta;

c) izometria przeprowadza proste prostopadfe na proste prostopadfe.

dowdd: a) Niech A, B € m. Rozwazmy odcinek AB. Pokazemy, ze
izometria | przeksztatca go na odcinek przystajacy /(A)/(B).
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izometrii mamy, ze |/(A)I(B)| = |AB|. Wybieramy dowolny punkt C € AB.
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Izometria

Definicja (izometria)

Izometriag nazywamy odwzorowanie | : R? — R? przeksztatcajace
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c) izometria przeprowadza proste prostopadfe na proste prostopadfe.

dowdd: a) Niech A, B € m. Rozwazmy odcinek AB. Pokazemy, ze
izometria | przeksztatca go na odcinek przystajacy /(A)/(B). Z definicji
izometrii mamy, ze |/(A)I(B)| = |AB|. Wybieramy dowolny punkt C € AB.
Woéwczas |I(A)I(B)| = |AB| = |AC| + |CB| = |I(A)I(C)| + |I(C)I(B)|. Co

oznacza, ze I(C) € I(A)I(B). Ponadto mamy, ze % = ,jgé‘%;((gg‘l

(WMil UWM) |zometrie. O sktadaniu symetrii i obrotéw 21 kwietnia 2016 2 /34



b) wynika z dowodu wtasnosci a).

c) Niech proste k, m € 7 beda prostopadte (k L m). Zatem (znajdujemy
sie na pfaszczyznie) istnieje punkt A € 7, spetniajacy warunek
k N'm = {A}. Niech ponadto /(k) = k" oraz I(m) = m'.
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b) wynika z dowodu wtasnosci a).

c) Niech proste k, m € 7 beda prostopadte (k L m). Zatem (znajdujemy
sie na pfaszczyznie) istnieje punkt A € 7, spetniajacy warunek
k N'm = {A}. Niech ponadto /(k) = k" oraz I(m) = m'.

Wybierzmy punkty B, C takie, ze B € k, C € m. Wéwczas AACB jest
prostokatny, wiec |[BC|?> = |AC|? + |AB|?.
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b) wynika z dowodu wtasnosci a).

c) Niech proste k, m € 7 beda prostopadte (k L m). Zatem (znajdujemy
sie na pfaszczyznie) istnieje punkt A € 7, spetniajacy warunek

k N'm = {A}. Niech ponadto /(k) = k" oraz I(m) = m'.

Wybierzmy punkty B, C takie, ze B € k, C € m. Wéwczas AACB jest
prostokatny, wiec |[BC|?> = |AC|? + |AB|?.

Stad i z faktu, ze | jest izometrig, mamy natomiast
[1(B)I(C)|? = [I(A)I(C)[? + |I(A)I(B)|?, co oznacza, ze ANI(A)I(C)I(B)
jest prostokatny.
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[1(B)I(C)|? = [I(A)I(C)[? + |I(A)I(B)|?, co oznacza, ze ANI(A)I(C)I(B)
jest prostokatny.

Zatem oraz na podstawie /(A) € k' Nnm’ i I(B) € k', I(C) € m’
otrzymujemy k' L m’.
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b) wynika z dowodu wtasnosci a).

c) Niech proste k, m € 7 beda prostopadte (k L m). Zatem (znajdujemy
sie na pfaszczyznie) istnieje punkt A € 7, spetniajacy warunek

k N'm = {A}. Niech ponadto /(k) = k" oraz I(m) = m'.

Wybierzmy punkty B, C takie, ze B € k, C € m. Wéwczas AACB jest
prostokatny, wiec |[BC|?> = |AC|? + |AB|?.

Stad i z faktu, ze | jest izometrig, mamy natomiast

[1(B)I(C)|? = [I(A)I(C)[? + |I(A)I(B)|?, co oznacza, ze ANI(A)I(C)I(B)
jest prostokatny.

Zatem oraz na podstawie /(A) € k' Nnm’ i I(B) € k', I(C) € m’
otrzymujemy k' L m’.

Twierdzenie

Przeksztafcenia tozsamosciowe, przesuniecia, symetrie srodkowe | osiowe sa
izometriami.
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Definicja

Niech odwzorowanie | : X — Y, gdzie X, Y C R?. Bedziemy méwi¢, ze
przeksztafcenie | jest:
@ jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy dla jednego elementu x € X
istnieje tylko jeden element y € Y, taki ze I(x) = y;
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przeksztafcenie | jest:
@ jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy dla jednego elementu x € X
istnieje tylko jeden element y € Y, taki ze I(x) = y;
@ réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,x' € X z
faktu, ze I(x) = I(x") wynika x = x';
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@ réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,x' € X z
faktu, ze I(x) = I(x") wynika x = x';
@ "na” wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego elementu y € Y istnieje
element x € X, ze I(x) = y.
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Niech odwzorowanie | : X — Y, gdzie X, Y C R?. Bedziemy méwi¢, ze
przeksztafcenie | jest:

@ jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy dla jednego elementu x € X
istnieje tylko jeden element y € Y, taki ze I(x) = y;

@ réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,x' € X z
faktu, ze I(x) = I(x") wynika x = x';

@ "na” wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego elementu y € Y istnieje
element x € X, ze I(x) = y.

| A

Definicja
Odwzorowanie:

@ jednoznaczne i réznowartosciowe nazywamy iniekcja;
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| A

Definicja
Odwzorowanie:
@ jednoznaczne i réznowartosciowe nazywamy iniekcja;

@ jednoznaczne i "na” nazywamy suriekcja;
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Niech odwzorowanie | : X — Y, gdzie X, Y C R?. Bedziemy méwi¢, ze
przeksztafcenie | jest:

@ jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy dla jednego elementu x € X
istnieje tylko jeden element y € Y, taki ze I(x) = y;

@ réznowartosciowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,x' € X z
faktu, ze I(x) = I(x") wynika x = x';

@ "na” wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego elementu y € Y istnieje
element x € X, ze I(x) = y.

Definicja
Odwzorowanie:
@ jednoznaczne i réznowartosciowe nazywamy iniekcja;
@ jednoznaczne i "na” nazywamy suriekcja;
@ bedace jednoczesnie iniekcja i suriekcja nazywamy bijekcja (inaczej
przeksztatceniem wzajemnie jednoznacznym).
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Twierdzenie

Izometrie to odwzorowania bedace bijekcjami.

dowdd: Pokazemy, ze izometrie to przeksztatcenia jednoznaczne,
réznowartosciowe i "na”. Niech / : X — Y, X, Y C R? bedzie dowolna
izometria, czyli przeksztatceniem zachowujacym odlegtosci.
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dowdd: Pokazemy, ze izometrie to przeksztatcenia jednoznaczne,
réznowartosciowe i "na”. Niech / : X — Y, X, Y C R? bedzie dowolna
izometria, czyli przeksztatceniem zachowujacym odlegtosci.
jednoznaczne: Niech A € X oraz istnieja elementy B, B’ € Y takie, ze
I(A) =B i I(A) = B'. Pokazemy, ze B=B'.

(WMil UWM) |zometrie. O sktadaniu symetrii i obrotéw 21 kwietnia 2016 5/ 34



Twierdzenie
Izometrie to odwzorowania bedace bijekcjami.

dowdd: Pokazemy, ze izometrie to przeksztatcenia jednoznaczne,
réznowartosciowe i "na”. Niech / : X — Y, X, Y C R? bedzie dowolna
izometria, czyli przeksztatceniem zachowujacym odlegtosci.
jednoznaczne: Niech A € X oraz istnieja elementy B, B’ € Y takie, ze
I(A) = B i I(A) = B'. Pokazemy, ze B = B’. Mamy, ze

|[I(A)I(A)| = |BB’|. Natomiast z faktu, ze / jest izometria mamy
[I(A)I(A)| = |AA| = 0. Zatem |BB’| = 0, wiec B = B’, co dowodzi
jednoznacznosci izometrii.
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Twierdzenie
Izometrie to odwzorowania bedace bijekcjami.

dowdd: Pokazemy, ze izometrie to przeksztatcenia jednoznaczne,
réznowartosciowe i "na”. Niech / : X — Y, X, Y C R? bedzie dowolna
izometria, czyli przeksztatceniem zachowujacym odlegtosci.
jednoznaczne: Niech A € X oraz istnieja elementy B, B’ € Y takie, ze
I(A) = B i I(A) = B'. Pokazemy, ze B = B’. Mamy, ze

|[I(A)I(A)| = |BB’|. Natomiast z faktu, ze / jest izometria mamy
[I(A)I(A)| = |AA| = 0. Zatem |BB’| = 0, wiec B = B’, co dowodzi
jednoznacznosci izometrii.

réznowartosciowe: Niech A, B € X beda dwoma dowolnymi punktami
takimi, ze /(A) = I(B), wtedy |/(A)I(B)| = 0. Natomiast z definicji
izometrii mamy |/(A)/(B)| = |AB|, wiec |AB| = 0. Zatem A = B, co

dowodzi réznowartosciowosci izometrii.
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"na” (dowdd ad absurdum-nie wprost): Zatézmy, ze istnieje B € Y, takie
ze dla kazdego A € X zachodzi /(A) # B. Ponadto niech C, D € X beda
punktami przez, ktére przechodzi prosta k. Wéwczas istnieje prosta k'’
taka, ze I(k) = k" przechodzaca przez punkty /(C), /(D).

Rozwazmy dwa przypadki:
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"na” (dowdd ad absurdum-nie wprost): Zatézmy, ze istnieje B € Y, takie
ze dla kazdego A € X zachodzi /(A) # B. Ponadto niech C, D € X beda
punktami przez, ktére przechodzi prosta k. Wéwczas istnieje prosta k'’
taka, ze I(k) = k" przechodzaca przez punkty /(C), /(D).

Rozwazmy dwa przypadki:

e B € k', wtedy istniej E € k taki, ze I(E) = B, wiec otrzymujemy
sprzecznosé
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"na” (dowdd ad absurdum-nie wprost): Zatézmy, ze istnieje B € Y, takie
ze dla kazdego A € X zachodzi /(A) # B. Ponadto niech C, D € X beda
punktami przez, ktére przechodzi prosta k. Wéwczas istnieje prosta k'’
taka, ze I(k) = k" przechodzaca przez punkty /(C), /(D).

Rozwazmy dwa przypadki:
e B € k', wtedy istniej E € k taki, ze I(E) = B, wiec otrzymujemy
sprzecznosé
e B ¢ k'. Prowadzimy przez punkt B prosta m’ prostopadta do proste;j
k'. Wéwczas k' " m' = I(P), gdzie P € k. Prosta m’ jest obrazem
prostej m prostopadtej do k oraz k N 'm = {P}, wiec istnieje punkt
E € m, taki, ze I(E) = B.
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Definicja (punkty state izometrii)

Punkt A € m nazywamy punktem stafym izometrii |, jezeli

I(A) = A.
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Definicja (punkty state izometrii)

Punkt A € m nazywamy punktem stafym izometrii |, jezeli

I(A) = A.

Odpowiedzmy teraz na pytanie: Jakim przeksztatceniem jest izometria
posiadajaca:
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Definicja (punkty state izometrii)

Punkt A € m nazywamy punktem stafym izometrii |, jezeli

I(A) = A.

Odpowiedzmy teraz na pytanie: Jakim przeksztatceniem jest izometria
posiadajaca:

a) trzy niewspétliniowe punkty state;

b) dwa rézne punkty state;

c) punkt staty.
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Definicja (punkty state izometrii)

Punkt A € m nazywamy punktem stafym izometrii |, jezeli

I(A) = A.

Odpowiedzmy teraz na pytanie: Jakim przeksztatceniem jest izometria
posiadajaca:

a) trzy niewspétliniowe punkty state;

b) dwa rézne punkty state;

c) punkt staty.

Odpowiedz do a): Niech A, B, C € m beda trzema niewspétliniowymi
punktami statymi izometrii / tzn. I(A) = A, I(B) =B, I(C) = C.
Wybierzmy dowolny punkt P lezacy na prostej AB, a poniewaz obrazem
prostej w izometrii jest prosta oraz A i B to punkty state wiec punkt
I(P) = P. Zatem kazdy punkt prostej AB jest punktem statym.
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Rozwazmy teraz trzy punkty state A, B, C

° >

Oe
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Rozwazmy teraz trzy punkty state A, B, C i poprowadZzmy przez nie proste
AB, AC, BC.
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Rozwazmy teraz trzy punkty state A, B, C i poprowadZzmy przez nie proste
AB, AC, BC. Kazdy punkt tych prostych jest punktem statym izometrii /,
co wiecej przez kazdy punkt ptaszczyzny mozna przeprowadzi¢ prostg w

taki sposéb, aby przecinata co najmniej dwie proste sposréd AB, AC, BC.
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Rozwazmy teraz trzy punkty state A, B, C i poprowadZzmy przez nie proste
AB, AC, BC. Kazdy punkt tych prostych jest punktem statym izometrii /,
co wiecej przez kazdy punkt ptaszczyzny mozna przeprowadzi¢ prostg w
taki sposéb, aby przecinata co najmniej dwie proste sposréd AB, AC, BC.
Stad wnioskujemy, ze w tym przypadku kazdy punkt ptaszczyzny 7 bedzie
punktem statym izometrii /. Zatem izometria jest przeksztatceniem
tozsamosciowym(tozsamoscia): oznaczenie 1.
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Odpowiedz do b): Niech A, B € w beda dwoma réznymi punktami statymi
izometrii | tzn. /(A) = A, I(B) = B. Oczywiscie izometria | moze by¢
tozsamoscia. Odpowiedzmy na pytanie jakim innym przeksztatceniem moze
jeszcze by¢.

A=A

B=B'e
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Odpowiedz do b): Niech A, B € w beda dwoma réznymi punktami statymi
izometrii | tzn. /(A) = A, I(B) = B. Oczywiscie izometria | moze by¢
tozsamoscia. Odpowiedzmy na pytanie jakim innym przeksztatceniem moze
jeszcze by¢.

Zatézmy, ze | nie jest tozsamoscia, wéwczas istnieje punkt P taki, ze
I(P) = P’ oraz P' # P.

A=A

B=B'e
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Odpowiedz do b): Niech A, B € w beda dwoma réznymi punktami statymi
izometrii | tzn. /(A) = A, I(B) = B. Oczywiscie izometria | moze by¢
tozsamoscia. Odpowiedzmy na pytanie jakim innym przeksztatceniem moze
jeszcze by¢.

Zatézmy, ze | nie jest tozsamoscia, wéwczas istnieje punkt P taki, ze
I(P) = P’ oraz P’ # P. Izometria zachowuje odlegtosci miedzy punktami,
wiec:

IAP| = [I(A)I(P)| = |A'P'| oraz |BP| = |I(B)I(P)| = |B'P'|,
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Odpowiedz do b): Niech A, B € w beda dwoma réznymi punktami statymi
izometrii | tzn. /(A) = A, I(B) = B. Oczywiscie izometria | moze by¢
tozsamoscia. Odpowiedzmy na pytanie jakim innym przeksztatceniem moze
jeszcze by¢.

Zatézmy, ze | nie jest tozsamoscia, wéwczas istnieje punkt P taki, ze
I(P) = P’ oraz P’ # P. Izometria zachowuje odlegtosci miedzy punktami,
wiec:

|AP| = |I(A)I(P)| = |A’P'| oraz |BP| = |I(B)I(P)| = |B’'P’|, co oznacza,
ze prosta AB (nazwijmy ja prosta p) jest symetralng odcinka PP’.
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Niech S, oznacza symetrie osiowa o osi p. Ztozenie S, o | jest izometrig
oraz zachodza:
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Niech S, oznacza symetrie osiowa o osi p. Ztozenie S, o | jest izometrig
oraz zachodza:

(S50 1)(A) = S,(I(A)) = S,(4) = A
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Niech S, oznacza symetrie osiowa o osi p. Ztozenie S, o | jest izometrig
oraz zachodza:

(Sp o 1)(A) = Sp(I(
(Sp o )(B) = Sp(/(

)
)

A)) = S,(A) = A
B)) = S,(B) = B

(WMil UWM) |zometrie. O sktadaniu symetrii i obrotéw 21 kwietnia 2016 10 / 34



Niech S, oznacza symetrie osiowa o osi p. Ztozenie S, o | jest izometrig
oraz zachodza:

(S50 1)(A) = S,(I(A)) = S,(4) = A
(S50 1)(B) = Sp(1(B)) = S,(B) = B
(S50 1)(P) = Sp(I(P)) = Sy(P') = P.

Co oznacza, ze S, o | ma trzy niewspétliniowe punkty state, wigc na mocy
a) jest tozsamoscia: Spo | = 1. Zatem:

(WMil UWM) |zometrie. O sktadaniu symetrii i obrotéw 21 kwietnia 2016 10 / 34



Niech S, oznacza symetrie osiowa o osi p. Ztozenie S, o | jest izometrig
oraz zachodza:

(S50 1)(A) = S,(I(A)) = S,(4) = A
(S50 1)(B) = Sp(1(B)) = S,(B) = B
(S50 1)(P) = Sp(I(P)) = Sy(P') = P.

Co oznacza, ze S, o | ma trzy niewspétliniowe punkty state, wigc na mocy
a) jest tozsamoscia: Spo | = 1. Zatem:

Sp=Sp0lr=5,0(Sp0l)=(SpoSp)ol=1z01=1.
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Odpowiedz do ¢): Niech I # 1, A bedzie punktem statym, wéwczas
istnieje punkt B taki, ze /(B) = B’ oraz B’ # B.

A=Ae

o B
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Odpowiedz do ¢): Niech I # 1, A bedzie punktem statym, wéwczas
istnieje punkt B taki, ze /(B) = B’ oraz B’ # B.
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Odpowiedz do ¢): Niech I # 1, A bedzie punktem statym, wéwczas
istnieje punkt B taki, ze /(B) = B’ oraz B’ # B. Niech prosta b bedzie
symetralng BB’, wtedy punkt A lezy na symetralnej b. Niech S;, oznacza
izometrie osiowa o osi b. Ztozenie Sy, o I, jest izometria oraz zachodza:
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Odpowiedz do ¢): Niech I # 1, A bedzie punktem statym, wéwczas
istnieje punkt B taki, ze /(B) = B’ oraz B’ # B. Niech prosta b bedzie
symetralng BB’, wtedy punkt A lezy na symetralnej b. Niech S;, oznacza
izometrie osiowa o osi b. Ztozenie Sy, o I, jest izometria oraz zachodza:

(Sp o 1)(A) = Sp(I(A)) = Sp(A) = A
(Sp o 1)(B) = Sp(/(B)) = Sp(B') = B.
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Odpowiedz do ¢): Niech I # 1, A bedzie punktem statym, wéwczas
istnieje punkt B taki, ze /(B) = B’ oraz B’ # B. Niech prosta b bedzie
symetralng BB’, wtedy punkt A lezy na symetralnej b. Niech S;, oznacza
izometrie osiowa o osi b. Ztozenie Sy, o I, jest izometria oraz zachodza:

(Sp o 1)(A) = Sp(I(A)) = Sp(A) = A
(Sp o 1)(B) = Sp(/(B)) = Sp(B') = B.

Co oznacza, ze punkty A, B sa punktami statymi izometrii Sp o /. Zatem
na mocy b)Sp o/l =1, lub Spol =5p,
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Odpowiedz do ¢): Niech I # 1, A bedzie punktem statym, wéwczas
istnieje punkt B taki, ze /(B) = B’ oraz B’ # B. Niech prosta b bedzie
symetralng BB’, wtedy punkt A lezy na symetralnej b. Niech S;, oznacza
izometrie osiowa o osi b. Ztozenie Sy, o I, jest izometria oraz zachodza:

(Sp o 1)(A) = Sp(I(A)) = Sp(A) = A
(Sp o 1)(B) = Sp(/(B)) = Sp(B') = B.

Co oznacza, ze punkty A, B sa punktami statymi izometrii Sp o /. Zatem
na mocy b)Sp ol =1, lub Spol =5, wiec | = S, lub | =S50 Sp,.
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Twierdzenie (strukturalne o izometriach)

Kazda izometria jest tozsamoscig lub symetrig osiowa, lub zfozeniem
dwdch lub trzech symetrii osiowych

dowéd:
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Twierdzenie (strukturalne o izometriach)

Kazda izometria jest tozsamoscig lub symetrig osiowa, lub zfozeniem
dwdch lub trzech symetrii osiowych

dowéd: Niech | # 1., wéwczas istnieje punkt A taki, ze /(A) = A’ oraz
A" # A. Niech prosta a bedzie symetralng AA’ oraz S, oznacza izometrie
osiowa o osi a. Wéwczas

(a0 )(A) = Sa(I(A)) = S5(A) = A,
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Twierdzenie (strukturalne o izometriach)

Kazda izometria jest tozsamoscig lub symetrig osiowa, lub zfozeniem
dwdch lub trzech symetrii osiowych

dowéd: Niech | # 1., wéwczas istnieje punkt A taki, ze /(A) = A’ oraz
A" # A. Niech prosta a bedzie symetralng AA’ oraz S, oznacza izometrie
osiowa o osi a. Wéwczas

(a0 )(A) = Sa(I(A)) = S5(A) = A,

wiec z podpunktu ¢) (S, o/ jest izometrig o jednym punkcie statym)
mamy, ze:

S,ol=1; lub S0l =5, lubS;0/l=S5,05,.
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Twierdzenie (strukturalne o izometriach)

Kazda izometria jest tozsamoscig lub symetrig osiowa, lub zfozeniem
dwdch lub trzech symetrii osiowych

dowéd: Niech | # 1., wéwczas istnieje punkt A taki, ze /(A) = A’ oraz
A" # A. Niech prosta a bedzie symetralng AA’ oraz S, oznacza izometrie
osiowa o osi a. Wéwczas

(a0 )(A) = Sa(I(A)) = S5(A) = A,

wiec z podpunktu ¢) (S, o/ jest izometrig o jednym punkcie statym)
mamy, ze:

S,ol=1; lub S0l =5, lubS;0/l=S5,05,.
Stad dostajemy, ze:

=85, | =5,05, lub I = S5505,085,.
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Ztozenie symetrii osiowych
Rozwazmy na ptaszczyznie punkt A i dokonajmy dwukrotnej symtrii osiowe]

tego punktu. Najpierw wzgledem prostej k, (symetria Sk) a potem jego
obrazu wzgledem prostej | (symetria S))

k
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Ztozenie symetrii osiowych

Rozwazmy na ptaszczyznie punkt A i dokonajmy dwukrotnej symtrii osiowe]
tego punktu. Najpierw wzgledem prostej k, (symetria Sk) a potem jego
obrazu wzgledem prostej | (symetria S))

A/
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Ztozenie symetrii osiowych

Rozwazmy na ptaszczyznie punkt A i dokonajmy dwukrotnej symtrii osiowe]
tego punktu. Najpierw wzgledem prostej k, (symetria Sk) a potem jego
obrazu wzgledem prostej | (symetria S))

A/
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Ztozenie symetrii osiowych

Rozwazmy na ptaszczyznie punkt A i dokonajmy dwukrotnej symtrii osiowe]
tego punktu. Najpierw wzgledem prostej k, (symetria Sk) a potem jego
obrazu wzgledem prostej | (symetria S))

A/
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Ztozenie symetrii osiowych

Rozwazmy na ptaszczyznie punkt A i dokonajmy dwukrotnej symtrii osiowe]
tego punktu. Najpierw wzgledem prostej k, (symetria Sk) a potem jego
obrazu wzgledem prostej | (symetria S))
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Ztozenie symetrii osiowych

Rozwazmy na ptaszczyznie punkt A i dokonajmy dwukrotnej symtrii osiowe]

tego punktu. Najpierw wzgledem prostej k, (symetria Sk) a potem jego
obrazu wzgledem prostej | (symetria S))

A/

|
|
|
|
1
|
|
|
|
1
|
|
|
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Ztozenie symetrii osiowych

Rozwazmy na ptaszczyznie punkt A i dokonajmy dwukrotnej symtrii osiowe]

tego punktu. Najpierw wzgledem prostej k, (symetria Sk) a potem jego
obrazu wzgledem prostej | (symetria S))

A/

Whiosek: Ztozenie symetrii Sj 0 Sy jest obrotem Og wokét punktu O
(przeciecie prostych k z ) o kat «, gdzie kat pomiedzy prostymi k i /
wynosi a/2.
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Teraz rozwazmy sytuacje odwrotng tzn. wezmy obrét Og i wyrazimy go
przez symetrie osiowe. Wybieramy dowolng prostg k przechodzaca przez

punkt O, a nastepnie prosta / réwniez przechodzaca przez punkt O oraz
tworzaca z prosta k kat /2 :
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Teraz rozwazmy sytuacje odwrotng tzn. wezmy obrét Og i wyrazimy go
przez symetrie osiowe. Wybieramy dowolng prostg k przechodzaca przez

punkt O, a nastepnie prosta / réwniez przechodzaca przez punkt O oraz
tworzaca z prosta k kat /2 :
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Teraz rozwazmy sytuacje odwrotng tzn. wezmy obrét Og i wyrazimy go
przez symetrie osiowe. Wybieramy dowolng prostg k przechodzaca przez

punkt O, a nastepnie prosta / réwniez przechodzaca przez punkt O oraz
tworzaca z prosta k kat /2 :
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Teraz rozwazmy sytuacje odwrotng tzn. wezmy obrét Og i wyrazimy go
przez symetrie osiowe. Wybieramy dowolng prostg k przechodzaca przez

punkt O, a nastepnie prosta / réwniez przechodzaca przez punkt O oraz
tworzaca z prosta k kat /2 :

Whiosek: Obrét o kat o mozemy wyrazi¢ jako ztozenie symetrii Sy o0 Sy o
osiach przechodzacych przez srodek obrotu i przecinajacych sie pod katem
a/2.
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Ztozenie dwdch obrotéw Teraz rozwazmy dwa obroty Og, oraz ng. Co

otrzymamy sktadajac ng 0 0,7 Gdy O1 = O, odpowiedz oczywista.
Niech O; # O :

@
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Ztozenie dwdch obrotéw Teraz rozwazmy dwa obroty Og, oraz O&. Co

otrzymamy sktadajac ng 0 0,7 Gdy O1 = O, odpowiedz oczywista.
Niech O; # O :
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Ztozenie dwdch obrotéw Teraz rozwazmy dwa obroty Og, oraz O&. Co

otrzymamy sktadajac ng 0 0,7 Gdy O1 = O, odpowiedz oczywista.
Niech O; # O :
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Ztozenie dwdch obrotéw Teraz rozwazmy dwa obroty Og, oraz O&. Co

otrzymamy sktadajac ng 0 0,7 Gdy O1 = O, odpowiedz oczywista.
Niech O; # O :
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Mozemy to tez zapisa¢ algebraicznie. Niech 05, = Si10 S, oraz

05, = Ska © Si-
Woéwczas:
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Mozemy to tez zapisa¢ algebraicznie. Niech 05, = Si10 S, oraz

05, = Ska © Si-

Wéwczas:

05,008, = (Sk, © S1)0(S1 0 Sky) = Ska©(S1© S1)0Sky = Sia0 S, = O
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Mozemy to tez zapisa¢ algebraicznie. Niech 05, = Si10 S, oraz
05, = Ska © Si-

Wéwczas:

05,008, = (Sk, © S1)0(S1 0 Sky) = Ska©(S1© S1)0Sky = Sia0 S, = O

Whiosek: Ztozenie obrotu o kat o wzgledem punktu O; z obrotem o kat
wzgledem punktu O, w przypadku gdy:
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Mozemy to tez zapisa¢ algebraicznie. Niech 05, = Si10 S, oraz
05, = Ska © Si-
Wéwczas:

05,008, = (Sk, © S1)0(S1 0 Sky) = Ska©(S1© S1)0Sky = Sia0 S, = O

Whiosek: Ztozenie obrotu o kat o wzgledem punktu O; z obrotem o kat
wzgledem punktu O, w przypadku gdy:
a) a + [ nie s3 wielokrotnoscig 360°, to zfozenie jest obrotem wzgledem
punktu Oz o kat o + 3, gdzie punkt O3 jest wierzchotkiem
NO10,03, w ktérym 203010, = § oraz 200,03 = &;
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Mozemy to tez zapisa¢ algebraicznie. Niech 05, = Si10 S, oraz
05, = Ska © Si-
Wéwczas:

05,008, = (Sk, © S1)0(S1 0 Sky) = Ska©(S1© S1)0Sky = Sia0 S, = O

Whiosek: Ztozenie obrotu o kat o wzgledem punktu O; z obrotem o kat
wzgledem punktu O, w przypadku gdy:

a) a + [ nie s3 wielokrotnoscig 360°, to zfozenie jest obrotem wzgledem
punktu Oz o kat o + 3, gdzie punkt O3 jest wierzchotkiem
NO10,03, w ktérym 203010, = § oraz 200,03 = &;

b) a + 3 jest wielokrotnoscia 360°, to ztozenie jest przesunieciem (proste
ki i ky sa réwnolegte);
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Mozemy to tez zapisa¢ algebraicznie. Niech 05, = Si10 S, oraz
05, = Ska © Si-
Wéwczas:

05,008, = (Sk, © S1)0(S1 0 Sky) = Ska©(S1© S1)0Sky = Sia0 S, = O

Whiosek: Ztozenie obrotu o kat o wzgledem punktu O; z obrotem o kat
wzgledem punktu O, w przypadku gdy:

a) a + [ nie s3 wielokrotnoscig 360°, to zfozenie jest obrotem wzgledem
punktu Oz o kat o + 3, gdzie punkt O3 jest wierzchotkiem
NO10,03, w ktérym 203010, = § oraz 200,03 = &;

b) a + 3 jest wielokrotnoscia 360°, to ztozenie jest przesunieciem (proste
ki i ky sa réwnolegte);

c) a+ [ = 180°, to ztozenie jest symetria Srodkowa wzgledem punktu O3
(proste kq i ko sa prostopadte-mamy wzgledem ich punktu przeciecia).
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Zadanie 1.(Twierdzenie Napoleona) Udowodnij, ze ortocentra tréjkatow
réwnobocznych (Srodki ciezkosci) zbudowanych na bokach dowolnego
tréjkata sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.
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Zadanie 1.(Twierdzenie Napoleona) Udowodnij, ze ortocentra tréjkatow
réwnobocznych (Srodki ciezkosci) zbudowanych na bokach dowolnego
tréjkata sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.
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Zadanie 1.(Twierdzenie Napoleona) Udowodnij, ze ortocentra tréjkatow
réwnobocznych (Srodki ciezkosci) zbudowanych na bokach dowolnego
tréjkata sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.
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Zadanie 1.(Twierdzenie Napoleona) Udowodnij, ze ortocentra tréjkatow
réwnobocznych (Srodki ciezkosci) zbudowanych na bokach dowolnego
tréjkata sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego.
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Rozwiazanie:

Y
c

Zauwazmy, ze ZAYC = ZCXB = 120°. Rozwazmy obroty 0}2°° oraz
0}1,200 w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
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Rozwiazanie:

Y
c

Zauwazmy, ze ZAYC = ZCXB = 120°. Rozwazmy obroty 0}2°° oraz
0}1,200 w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Poniewaz
0;200(/4) = Ci O}?%°(C) = B, wiec ztozenie

012 o (01%°) (A) = 0P (0127 (4)) = 012°(C) = B.

(WMil UWM)

|zometrie. O sktadaniu symetrii i obrotéw

21 kwietnia 2016



Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze ZAYC = ZCXB = 120°. Rozwazmy obroty 0}2°° oraz
012%° w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Poniewaz
0;200(/4) = Ci O}?%°(C) = B, wiec ztozenie

012 o (01%°) (A) = 0P (0127 (4)) = 012°(C) = B.

Wiemy, ze ztozenie O}2%° o 0)1,200 jest obrotem o 240° o pewien punkt D,
gdzie /XYD = /YXD = 60°.
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Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze ZAYC = ZCXB = 120°. Rozwazmy obroty 0}2°° oraz
012%° w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara. Poniewaz
0;200(/4) = Ci O}?%°(C) = B, wiec ztozenie

012 o (01%°) (A) = 0P (0127 (4)) = 012°(C) = B.

Wiemy, ze ztozenie O}2%° o 0)1,200 jest obrotem o 240° o pewien punkt D,
gdzie ZXYD = £ZYXD = 60°. Stad ZXDY = 60°, co oznacza ze AXYD
jest réwnoboczny.
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Ponadto, z faktu, ze AAC’B jest réwnoboczny oraz punkt Z to jego
srodek cigzkosci mamy: 02%°(A) = B.
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Ponadto, z faktu, ze AAC’B jest réwnoboczny oraz punkt Z to jego
srodek ciezkosci mamy: 02*0°(A) = B. Ostatecznie, poniewaz

02%°(A) = B = 0%%°(A) oraz obroty maja ta sama orientacje(przeciwnie
do ruchu wskazowek zegara) wynika, ze D = Z. Co dowodzi, ze AXYZ

jest réwnoboczny.
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Ponadto, z faktu, ze AAC’B jest réwnoboczny oraz punkt Z to jego
srodek ciezkosci mamy: 02*0°(A) = B. Ostatecznie, poniewaz

02%°(A) = B = 0%%°(A) oraz obroty maja ta sama orientacje(przeciwnie
do ruchu wskazowek zegara) wynika, ze D = Z. Co dowodzi, ze AXYZ
jest réwnoboczny.

Uwaga: Punkt D mégtby by¢ jeszcze réwny punktowi Z’, (obrazowi

punktu Z wzgledem osi AB), ale wéwczas mielibysmy obrét (w kierunku
zgodnym z ruchem wskazéwek zegara) o 120° przeprowadzajacy A na B
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Zadanie 1*. Niech zatozenia beda takie jak w zadaniu 1. Wéwczas
réwniez zachodzi:
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Zadanie 1*. Niech zatozenia beda takie jak w zadaniu 1. Wéwczas
réwniez zachodzi:

a) |AA'| = |BB'| = |CC'|
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Zadanie 1*. Niech zatozenia beda takie jak w zadaniu 1. Wéwczas
réwniez zachodzi:

a) |AA| = |BB'| = |CC|

b) kazde dwa odcinki z AA’, BB’, CC’ przecinaja sie pod katem 60°;
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Zadanie 1*. Niech zatozenia beda takie jak w zadaniu 1. Wéwczas
réwniez zachodzi:
2) |AX| = |BB| = |CC;
b) kazde dwa odcinki z AA’, BB’, CC’ przecinaja sie pod katem 60°;
c) odcinki AA’, BB', CC’ przecinaja sie w jednym punkcie (F);
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Zadanie 1*. Niech zatozenia beda takie jak w zadaniu 1. Wéwczas
réwniez zachodzi:
2) |AX| = |BB| = |CC;
b) kazde dwa odcinki z AA’, BB’, CC’ przecinaja sie pod katem 60°;
c) odcinki AA’, BB', CC’ przecinaja sie w jednym punkcie (F);
d) okregi o1, 02, 03 przecinaja sie w punkcie F.
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Rozwiazanie: a) Najpierw wykazmy, ze |BB'| = |CC'|. W tym celu
zauwazmy, ze 08%°(C) = B’ oraz 0%°(C’) = B.
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Rozwiazanie: a) Najpierw wykazmy, ze |BB'| = |CC'|. W tym celu
zauwazmy, ze 08%°(C) = B’ oraz 08%°(C’) = B. Stad mamy, ze w wyniku
obrotu O8%° odcinek CC’ przejdzie nam na BB’. Obrét to izometria, wiec
|BB' = |CC7]]
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Rozwiazanie: a) Najpierw wykazmy, ze |BB'| = |CC'|. W tym celu
zauwazmy, ze 08%°(C) = B’ oraz 08%°(C’) = B. Stad mamy, ze w wyniku
obrotu O8%° odcinek CC’ przejdzie nam na BB’. Obrét to izometria, wiec
|BB' = |CC'|| W ten sam spos6b wykazujemy, ze |AA'| = |BB’|. Zatem
|AA| = |BB'| = |CC'|.
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Rozwiazanie: a) Najpierw wykazmy, ze |BB'| = |CC'|. W tym celu
zauwazmy, ze 08%°(C) = B’ oraz 08%°(C’) = B. Stad mamy, ze w wyniku
obrotu O8%° odcinek CC’ przejdzie nam na BB’. Obrét to izometria, wiec
|BB' = |CC'|| W ten sam spos6b wykazujemy, ze |AA'| = |BB’|. Zatem
|AA| = |BB'| = |CC'|.

b) Niech punkt F bedzie przecieciem odcinkéw BB’ z CC'. Mozna prosto
udowodnié, ze prosta oraz jej obraz, powstaty w wyniku rotacji, przecinaja
sie pod takim samym katem jak kat rotacji.
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c-d) Rozwazmy okregi 0y, 03. Udowodnimy, ze przecinaja sie w punkcie F.
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c-d) Rozwazmy okregi 0y, 03. Udowodnimy, ze przecinaja sie w punkcie F.
Z faktu, ze /C'AB =60° = Z/C'FB i ZACB' = 60° = ZAFB' = 60° oraz
na podstawie wtasnosci, ze katy wpisane oparte na tym samym tuku okregu
maja réwne miary wynika, ze F € oo i F € o3.
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c-d) Rozwazmy okregi 0y, 03. Udowodnimy, ze przecinaja sie w punkcie F.
Z faktu, ze /C'AB =60° = Z/C'FB i ZACB' = 60° = ZAFB' = 60° oraz
na podstawie wtasnosci, ze katy wpisane oparte na tym samym tuku okregu
maja réwne miary wynika, ze F € oo i F € 03. Zatem punkt F lezy na
przecieciu okregéw 0y z 0.
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Zauwazmy, ze /BFC = 120° (jako przylegty do Z/BFC’ = 60°.) Wéwczas
z faktu, ze ZBA'C = 60° na czworokacie BA'CF mozna opisa¢ okrag
(oznaczmy przez o03) co oznacza, ze punkt F lezy réwniez na o;.
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Zauwazmy, ze /BFC = 120° (jako przylegty do Z/BFC’ = 60°.) Wéwczas
z faktu, ze ZBA'C = 60° na czworokacie BA'CF mozna opisa¢ okrag
(oznaczmy przez o03) co oznacza, ze punkt F lezy réwniez na o;. Pozostato
wykazaé jeszcze, ze A € FA', co mozemy zrobi¢ przeprowadzajac dowéd
jeszcze raz zaczynajac np. od oznaczenia, ze punkt G jest przecieciem

odcinkéw AA’ i BB'.
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Zauwazmy, ze /BFC = 120° (jako przylegty do Z/BFC’ = 60°.) Wéwczas
z faktu, ze ZBA'C = 60° na czworokacie BA'CF mozna opisa¢ okrag
(oznaczmy przez o03) co oznacza, ze punkt F lezy réwniez na o;. Pozostato
wykazaé jeszcze, ze A € FA', co mozemy zrobi¢ przeprowadzajac dowéd
jeszcze raz zaczynajac np. od oznaczenia, ze punkt G jest przecieciem
odcinkéw AA" i BB'. Udowodnimy wéwczas, ze G nalezy do okregéw

01, 02, 03 co oznacza, ze G = Fi Ac FA.
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Zadanie 2. (patrz XIl Warminsko-Mazurskie Zawody Matematyczne )
Niech punkty A(0,0), B(1,0), C(1,1) i D(0,1) beda wierzchotkami
kwadratu @ o boku 1. Yy

A(0,0) B(1,0)

Obracamy kwadrat Q o 45 stopni wokét punktu B(1,0), przeciwko ruchowi
wskazéwek zegara, i otrzymujemy kwadrat Q’. Nastepnie obracamy
kwadrat Q" o 45 stopni wokét punktu D(0,1), tez przeciwko ruchowi
wskazéwek zegara, i otrzymujemy kwadrat Q”. (Tym razem s$rodek obrotu
D(0,1) nie jest wierzchotkiem kwadratu Q'.)

Poréwnujac kwadraty Q i Q”, stwierdzamy ze jeden z punktéw wnetrza
kwadratu @ powrécit na swoje miejsce. Podaj wspétrzedne tego punktu.
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Rozwigzanie: (I sposéb) Zgodnie z trescig zadania najpierw obracamy
kwadrat @ wokét wierzchotka B o kat 45 stopni przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara otrzymujac kwadrat Q’- niebieski (patrz rysunek 1a).

(0,1) C(1,1)
'
0”““
0‘ *,
2 AN
Qs . ¢
0 ’\
0' ‘Q
o S X
b .
D . A(0,0) L, B(1,0)=B
N %
x‘ >, l""
N %
Q‘ ‘O'
a) e

Rysunek: 1
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Rozwigzanie: (I sposéb) Zgodnie z trescig zadania najpierw obracamy
kwadrat @ wokét wierzchotka B o kat 45 stopni przeciwnie do ruchu
wskazéwek zegara otrzymujac kwadrat Q’- niebieski (patrz rysunek 1a).
Nastepnie kwadrat niebieski Q" obracamy o 45 stopni wokét punktu
D(0,1), tez przeciwko ruchowi wskazéwek zegara, i otrzymujemy kwadrat
Q" —czerwony (patrz rysunek 1b).

Y Y
D(0,1) o(1,1) D(0.1) ¢" c(L1) B
] 1
B ot a
g “ 1
AN g 19"
Q /¢ \\ Q Q . R E s\‘ Q E
o RS e [ . H
’ 4 [ 1
x Y i L
D Ta00 7 BLI-F DN 1A40,0) D 7 BLO - B
~, ., 4
"’5‘ 'O"’ ““Q ’0"'
’ ’
“5 0" “Q O"
Q‘ ‘O' Q‘ ’0'
a) A b) .
Rysunek: 1
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Zauwazmy ze punkt C’ lezy na przekatnej BD kwadratu Q oraz odlegtosé
|DC'| = /2 — 1. Zatem wspétrzedne punktu C”(v/2 — 1,1) (patrz rysunek
2). W celu wyznaczenia punktu, ktéry powrécit na swoje miejsce

rozwazamy kwadraty Q i Q”.

w Yy
D(0,1) C” C(1,1) B”
O G 'l
. L} 1
e i
/A\ ' :Q”
o"' \:‘\ E
Q AN Q 1
"' : “Q :
' "\ 1
"/ :‘ , ‘:‘4// T
D/‘\\ A(O‘ 0) D" /'¢ B(l_ 0) _p >
0
-‘~ " ’0
-, "
§‘~ "'
Q‘ "'
*
a) A’ b)
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Rysunek: 2
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D(0,1)

c” C(1,1) B
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Dokonamy przeksztatcenia kwadratu @ do Q” tym razem za pomoca
dwdch symetrii osiowych wzgledem pewnych prostych. Pierwsze z nich jest
to odbicie wzgledem prostej k bedacej przekatng AC (patrz rysunek 3a).
W rezultacie dostajemy czarny kwadrat taki jak na rysunku 3b). Zauwazmy
ponadto, ze prosta k ma réwnanie y = x.

A y A y
, ’
k-’ ko’
”
’
4
B B
L ] °
1 1
1 1
1 1
1 1
:QH :Q//
i i
1 1
1 1
A 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
:. iAN T ‘:A” T
/| A(0,0) D" B(1,0)

Rysunek: 3
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Drugim jest odbicie nowego kwadratu Q wzgledem prostej / (patrz rysunek
4a) bedacej symetralna odcinka CC” dzieki czemu odpowiednie wierzchotki
kwadratu @ pokryja sie z odpowiednimi wierzchotkami kwadratu Q" (patrz
rysunek 4b).

Ay

Rysunek: 4

(WMil UWM) |zometrie. O sktadaniu symetrii i obrotéw 21 kwietnia 2016 28 / 34



Ponadto widzimy, ze jedynym punktem, ktdry nie zmienit swojego potozenia
jest punkt P na przecieciu prostej k z prosta /. W celu wyznaczenia jego
wsp6trzednych znajdziemy najpierw wspétrzedne punktu E bedacego
przecieciem prostej k z odcinkiem CC”. Ze $redniej arytmetycznej dla
pierwszych wspétrzednych (lub dtugosci odpowiednich odcinkéw):

XC//+XC_\/§—1+1_\/§

2 2 2

XE —

Wéwczas E = (%, 1). Stad oraz z faktu, ze prosta k ma réwnanie y = x

wsp6trzedne punktu P to:
p_ (V2 V2
272 )

(WMil UWM) |zometrie. O sktadaniu symetrii i obrotéw 21 kwietnia 2016 20 / 34



Zadanie 2(spos6b 2) Na mocy wiedzy o ztozeniach obrotéw poszukujemy
wsp6trzednych punktu P. Tréjkat DBP jest réwnoramienny i kat przy
wierzchotku P wynosi 135°.

D(0,1) C(1,1)
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Zadanie 2(spos6b 2) Na mocy wiedzy o ztozeniach obrotéw poszukujemy
wsp6trzednych punktu P. Tréjkat DBP jest réwnoramienny i kat przy
wierzchotku P wynosi 135°. Wéwczas z tw. cosinuséw do trojkata DBP
otrzymujemy, ze a> = 2 — /2. Teraz z tw. Pitagorasa dla potowy tréjkata

DBP wyznaczamy, ze b = % — V2.

D(0,1) C(1,1)
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Zadanie 2(spos6b 2) Na mocy wiedzy o ztozeniach obrotéw poszukujemy
wsp6trzednych punktu P. Tréjkat DBP jest réwnoramienny i kat przy
wierzchotku P wynosi 135°. Wéwczas z tw. cosinuséw do trojkata DBP
otrzymujemy, ze a> = 2 — /2. Teraz z tw. Pitagorasa dla potowy tréjkata

DBP wyznaczamy, ze b = \/% — v/2.Nastepnie z tw. Pitagorasa dla
ANAPE dostajemy d= \/% — g + % co jest réwne % Zatem
= (2. %2).
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Zadanie 3. Niech beda dane dwa kwadraty ABCD i BEFG o wspdlnym
wierzchotku w punkcie B.
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Zadanie 3. Niech beda dane dwa kwadraty ABCD i BEFG o wspdlnym
wierzchotku w punkcie B. Ponadto, niech punkty P, @ bed3 odpowiednio
srodkami kwadratéw ABCD, BEFG, a punkty R, S odpowiednio srodkami
odcinkéw AE, CG.
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Zadanie 3. Niech beda dane dwa kwadraty ABCD i BEFG o wspdlnym
wierzchotku w punkcie B. Ponadto, niech punkty P, @ bed3 odpowiednio
srodkami kwadratéw ABCD, BEFG, a punkty R, S odpowiednio srodkami
odcinkéw AE, CG. Wykaza¢, ze czworokat PRQS jest kwadratem.
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Rozwigzanie: Rozwazmy obroty O,?,Oo, O%OO w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéwek zegara.
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Rozwigzanie: Rozwazmy obroty O,?,Oo, O%OO w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéwek zegara. Poniewaz O%OO(G) = B oraz 03" (B) = C, wiec
ztozenie (O3 0 OF°)(G) = O (0F’°(G)) = 0°(B) = C.
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Rozwigzanie: Rozwazmy obroty O,?,Oo, O%OO w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazéwek zegara. Poniewaz O%OO(G) = B oraz 03" (B) = C, wiec
ztozenie (O3 0 OF°)(G) = O (0F’°(G)) = 0°(B) = C.

Z drugiej strony wiemy, ze 03 o OZ,OO = 038 gdzie

/XQP = /QPX = 45°. Zatem ztozenie O,%Oo o O%Oo jest symetrig
srodkowa. Z faktu, ze S jest srodkiem odcinka CG wynika, ze X = S.
Ponadto APSQ jest réwnoramiennym tréjkatem prostokatnym.
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Rozwazmy teraz ztozenie O%Oo o 0,9300, mamy ze
(0% o OF")(4) = 0% (O (4)) = O (B) = E.
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Rozwazmy teraz ztozenie O%Oo o 0,9300, mamy ze
(0F° 0 OF°)(A) = OF° (0" (A)) = OF"(B) = E. Ponadto istnieje
punkt Y taki, ze O’ (A) = E.
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Rozwazmy teraz ztozenie O%Oo o 0,9300, mamy ze

(0F° 0 OF°)(A) = OF° (0" (A)) = OF"(B) = E. Ponadto istnieje
punkt Y taki, ze O%,sOO(A) = E. Analogicznie jak wczesniej dowodzimy, ze
Y = R oraz APQR jest tréjkatem réwnoramiennym prostokatnym. Zatem
czworokat PRQS jest kwadratem.
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