
O skªadaniu symetrii i obrotów. Punkty staªe izometrii.

dr Krzysztof �yjewski

Wydziaª Matematyki I Informatyki UWM

21 kwietnia 2016

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 1 / 34



Izometria

De�nicja (izometria)

Izometri¡ nazywamy odwzorowanie I : R2 → R2 przeksztaªcaj¡ce

pªaszczyzn¦ π na pªaszczyzn¦ π oraz zachowuj¡ce odlegªo±¢ tzn.:

∀A,B∈π |I (A)I (B)| = |AB|.

Twierdzenie ( podstawowe wªasno±ci izometrii)

a) izometria przeprowadza odcinek na odcinek;

b) izometria przeprowadza prost¡ na prost¡;

c) izometria przeprowadza proste prostopadªe na proste prostopadªe.

dowód: a) Niech A,B ∈ π. Rozwa»my odcinek AB. Poka»emy, »e
izometria I przeksztaªca go na odcinek przystaj¡cy I (A)I (B). Z de�nicji
izometrii mamy, »e |I (A)I (B)| = |AB|. Wybieramy dowolny punkt C ∈ AB.
Wówczas |I (A)I (B)| = |AB| = |AC |+ |CB| = |I (A)I (C )|+ |I (C )I (B)|. Co
oznacza, »e I (C ) ∈ I (A)I (B). Ponadto mamy, »e |AC |

|CB| =
|I (A)I (C)|
|I (C)I (B)| .
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b) wynika z dowodu wªasno±ci a).

c) Niech proste k ,m ∈ π b¦d¡ prostopadªe (k ⊥ m). Zatem (znajdujemy
si¦ na pªaszczy¹nie) istnieje punkt A ∈ π, speªniaj¡cy warunek
k ∩m = {A}. Niech ponadto I (k) = k ′ oraz I (m) = m′.

Wybierzmy punkty B,C takie, »e B ∈ k, C ∈ m. Wówczas 4ACB jest
prostok¡tny, wi¦c |BC |2 = |AC |2 + |AB|2.
St¡d i z faktu, »e I jest izometri¡, mamy natomiast
|I (B)I (C )|2 = |I (A)I (C )|2 + |I (A)I (B)|2, co oznacza, »e 4I (A)I (C )I (B)
jest prostok¡tny.

Zatem oraz na podstawie I (A) ∈ k ′ ∩m′ i I (B) ∈ k ′, I (C ) ∈ m′

otrzymujemy k ′ ⊥ m′.

Twierdzenie

Przeksztaªcenia to»samo±ciowe, przesuni¦cia, symetrie ±rodkowe i osiowe s¡

izometriami.
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De�nicja

Niech odwzorowanie I : X → Y , gdzie X ,Y ⊆ R2. B¦dziemy mówi¢, »e

przeksztaªcenie I jest:

jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy dla jednego elementu x ∈ X
istnieje tylko jeden element y ∈ Y , taki »e I (x) = y ;

ró»nowarto±ciowe wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x , x ′ ∈ X z

faktu, »e I (x) = I (x ′) wynika x = x ′;

�na� wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego elementu y ∈ Y istnieje

element x ∈ X , »e I (x) = y .

De�nicja

Odwzorowanie:

jednoznaczne i ró»nowarto±ciowe nazywamy iniekcj¡;

jednoznaczne i �na� nazywamy suriekcj¡;

b¦d¡ce jednocze±nie iniekcj¡ i suriekcj¡ nazywamy bijekcj¡ (inaczej

przeksztaªceniem wzajemnie jednoznacznym).
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Twierdzenie

Izometrie to odwzorowania b¦d¡ce bijekcjami.

dowód: Poka»emy, »e izometrie to przeksztaªcenia jednoznaczne,
ró»nowarto±ciowe i �na�. Niech I : X → Y , X ,Y ⊆ R2 b¦dzie dowoln¡
izometri¡, czyli przeksztaªceniem zachowuj¡cym odlegªo±ci.

jednoznaczne: Niech A ∈ X oraz istniej¡ elementy B,B ′ ∈ Y takie, »e
I (A) = B i I (A) = B ′. Poka»emy, »e B = B ′. Mamy, »e
|I (A)I (A)| = |BB ′|. Natomiast z faktu, »e I jest izometri¡ mamy
|I (A)I (A)| = |AA| = 0. Zatem |BB ′| = 0, wi¦c B = B ′, co dowodzi
jednoznaczno±ci izometrii.

ró»nowarto±ciowe: Niech A,B ∈ X b¦d¡ dwoma dowolnymi punktami
takimi, »e I (A) = I (B), wtedy |I (A)I (B)| = 0. Natomiast z de�nicji
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�na� (dowód ad absurdum-nie wprost): Zaªó»my, »e istnieje B ∈ Y , takie
»e dla ka»dego A ∈ X zachodzi I (A) 6= B. Ponadto niech C , D ∈ X b¦d¡
punktami przez, które przechodzi prosta k . Wówczas istnieje prosta k ′

taka, »e I (k) = k ′ przechodz¡ca przez punkty I (C ), I (D).

Rozwa»my dwa przypadki:

B ∈ k ′, wtedy istniej E ∈ k taki, »e I (E ) = B, wi¦c otrzymujemy
sprzeczno±¢

B 6∈ k ′. Prowadzimy przez punkt B prost¡ m′ prostopadª¡ do prostej
k ′. Wówczas k ′ ∩m′ = I (P), gdzie P ∈ k . Prosta m′ jest obrazem
prostej m prostopadªej do k oraz k ∩m = {P}, wi¦c istnieje punkt
E ∈ m, taki, »e I (E ) = B.
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De�nicja (punkty staªe izometrii)

Punkt A ∈ π nazywamy punktem staªym izometrii I , je»eli

I (A) = A.

Odpowiedzmy teraz na pytanie: Jakim przeksztaªceniem jest izometria
posiadaj¡ca:

a) trzy niewspóªliniowe punkty staªe;

b) dwa ró»ne punkty staªe;

c) punkt staªy.

Odpowied¹ do a): Niech A,B,C ∈ π b¦d¡ trzema niewspóªliniowymi
punktami staªymi izometrii I tzn. I (A) = A, I (B) = B, I (C ) = C .
Wybierzmy dowolny punkt P le»¡cy na prostej AB, a poniewa» obrazem
prostej w izometrii jest prosta oraz A i B to punkty staªe wi¦c punkt
I (P) = P. Zatem ka»dy punkt prostej AB jest punktem staªym.
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Rozwa»my teraz trzy punkty staªe A, B, C

i poprowad¹my przez nie proste
AB, AC , BC . Ka»dy punkt tych prostych jest punktem staªym izometrii I ,
co wi¦cej przez ka»dy punkt pªaszczyzny mo»na przeprowadzi¢ prost¡ w
taki sposób, aby przecinaªa co najmniej dwie proste spo±ród AB, AC , BC .
St¡d wnioskujemy, »e w tym przypadku ka»dy punkt pªaszczyzny π b¦dzie
punktem staªym izometrii I . Zatem izometria jest przeksztaªceniem
to»samo±ciowym(to»samo±ci¡): oznaczenie 1π.
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Odpowied¹ do b): Niech A,B ∈ π b¦d¡ dwoma ró»nymi punktami staªymi
izometrii I tzn. I (A) = A, I (B) = B. Oczywi±cie izometria I mo»e by¢
to»samo±ci¡. Odpowiedzmy na pytanie jakim innym przeksztaªceniem mo»e
jeszcze by¢.

Zaªó»my, »e I nie jest to»samo±ci¡, wówczas istnieje punkt P taki, »e
I (P) = P ′ oraz P ′ 6= P. Izometria zachowuje odlegªo±ci mi¦dzy punktami,
wi¦c:
|AP| = |I (A)I (P)| = |A′P ′| oraz |BP| = |I (B)I (P)| = |B ′P ′|, co oznacza,
»e prosta AB (nazwijmy j¡ prost¡ p) jest symetraln¡ odcinka PP ′.
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Niech Sp oznacza symetri¦ osiow¡ o osi p. Zªo»enie Sp ◦ I jest izometri¡
oraz zachodz¡:

(Sp ◦ I )(A) = Sp(I (A)) = Sp(A) = A

(Sp ◦ I )(B) = Sp(I (B)) = Sp(B) = B

(Sp ◦ I )(P) = Sp(I (P)) = Sp(P
′) = P.

Co oznacza, »e Sp ◦ I ma trzy niewspóªliniowe punkty staªe, wi¦c na mocy
a) jest to»samo±ci¡: Sp ◦ I = 1π. Zatem:

Sp = Sp ◦ 1π = Sp ◦ (Sp ◦ I ) = (Sp ◦ Sp) ◦ I = 1π ◦ I = I .
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Odpowied¹ do c): Niech I 6= 1π, A b¦dzie punktem staªym, wówczas
istnieje punkt B taki, »e I (B) = B ′ oraz B ′ 6= B.

Niech prosta b b¦dzie
symetraln¡ BB ′, wtedy punkt A le»y na symetralnej b. Niech Sb oznacza
izometri¦ osiow¡ o osi b. Zªo»enie Sb ◦ I , jest izometri¡ oraz zachodz¡:

(Sb ◦ I )(A) = Sb(I (A)) = Sb(A) = A

(Sb ◦ I )(B) = Sb(I (B)) = Sb(B
′) = B.

Co oznacza, »e punkty A,B s¡ punktami staªymi izometrii Sb ◦ I . Zatem
na mocy b)Sb ◦ I = 1π lub Sb ◦ I = Sp, wi¦c I = Sb lub I = Sb ◦ Sp.

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 11 / 34



Odpowied¹ do c): Niech I 6= 1π, A b¦dzie punktem staªym, wówczas
istnieje punkt B taki, »e I (B) = B ′ oraz B ′ 6= B.

Niech prosta b b¦dzie
symetraln¡ BB ′, wtedy punkt A le»y na symetralnej b. Niech Sb oznacza
izometri¦ osiow¡ o osi b. Zªo»enie Sb ◦ I , jest izometri¡ oraz zachodz¡:

(Sb ◦ I )(A) = Sb(I (A)) = Sb(A) = A

(Sb ◦ I )(B) = Sb(I (B)) = Sb(B
′) = B.

Co oznacza, »e punkty A,B s¡ punktami staªymi izometrii Sb ◦ I . Zatem
na mocy b)Sb ◦ I = 1π lub Sb ◦ I = Sp, wi¦c I = Sb lub I = Sb ◦ Sp.

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 11 / 34



Odpowied¹ do c): Niech I 6= 1π, A b¦dzie punktem staªym, wówczas
istnieje punkt B taki, »e I (B) = B ′ oraz B ′ 6= B. Niech prosta b b¦dzie
symetraln¡ BB ′, wtedy punkt A le»y na symetralnej b. Niech Sb oznacza
izometri¦ osiow¡ o osi b. Zªo»enie Sb ◦ I , jest izometri¡ oraz zachodz¡:

(Sb ◦ I )(A) = Sb(I (A)) = Sb(A) = A

(Sb ◦ I )(B) = Sb(I (B)) = Sb(B
′) = B.

Co oznacza, »e punkty A,B s¡ punktami staªymi izometrii Sb ◦ I . Zatem
na mocy b)Sb ◦ I = 1π lub Sb ◦ I = Sp, wi¦c I = Sb lub I = Sb ◦ Sp.

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 11 / 34



Odpowied¹ do c): Niech I 6= 1π, A b¦dzie punktem staªym, wówczas
istnieje punkt B taki, »e I (B) = B ′ oraz B ′ 6= B. Niech prosta b b¦dzie
symetraln¡ BB ′, wtedy punkt A le»y na symetralnej b. Niech Sb oznacza
izometri¦ osiow¡ o osi b. Zªo»enie Sb ◦ I , jest izometri¡ oraz zachodz¡:

(Sb ◦ I )(A) = Sb(I (A)) = Sb(A) = A

(Sb ◦ I )(B) = Sb(I (B)) = Sb(B
′) = B.

Co oznacza, »e punkty A,B s¡ punktami staªymi izometrii Sb ◦ I . Zatem
na mocy b)Sb ◦ I = 1π lub Sb ◦ I = Sp, wi¦c I = Sb lub I = Sb ◦ Sp.

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 11 / 34



Odpowied¹ do c): Niech I 6= 1π, A b¦dzie punktem staªym, wówczas
istnieje punkt B taki, »e I (B) = B ′ oraz B ′ 6= B. Niech prosta b b¦dzie
symetraln¡ BB ′, wtedy punkt A le»y na symetralnej b. Niech Sb oznacza
izometri¦ osiow¡ o osi b. Zªo»enie Sb ◦ I , jest izometri¡ oraz zachodz¡:

(Sb ◦ I )(A) = Sb(I (A)) = Sb(A) = A

(Sb ◦ I )(B) = Sb(I (B)) = Sb(B
′) = B.

Co oznacza, »e punkty A,B s¡ punktami staªymi izometrii Sb ◦ I . Zatem
na mocy b)Sb ◦ I = 1π lub Sb ◦ I = Sp,

wi¦c I = Sb lub I = Sb ◦ Sp.

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 11 / 34



Odpowied¹ do c): Niech I 6= 1π, A b¦dzie punktem staªym, wówczas
istnieje punkt B taki, »e I (B) = B ′ oraz B ′ 6= B. Niech prosta b b¦dzie
symetraln¡ BB ′, wtedy punkt A le»y na symetralnej b. Niech Sb oznacza
izometri¦ osiow¡ o osi b. Zªo»enie Sb ◦ I , jest izometri¡ oraz zachodz¡:

(Sb ◦ I )(A) = Sb(I (A)) = Sb(A) = A

(Sb ◦ I )(B) = Sb(I (B)) = Sb(B
′) = B.

Co oznacza, »e punkty A,B s¡ punktami staªymi izometrii Sb ◦ I . Zatem
na mocy b)Sb ◦ I = 1π lub Sb ◦ I = Sp, wi¦c I = Sb lub I = Sb ◦ Sp.

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 11 / 34



Twierdzenie (strukturalne o izometriach)

Ka»da izometria jest to»samo±ci¡ lub symetri¡ osiow¡, lub zªo»eniem

dwóch lub trzech symetrii osiowych

dowód:

Niech I 6= 1π, wówczas istnieje punkt A taki, »e I (A) = A′ oraz
A′ 6= A. Niech prosta a b¦dzie symetraln¡ AA′ oraz Sa oznacza izometri¦
osiow¡ o osi a. Wówczas

(Sa ◦ I )(A) = Sa(I (A)) = Sa(A
′) = A,

wi¦c z podpunktu c) (Sa ◦ I jest izometri¡ o jednym punkcie staªym)
mamy, »e:

Sa ◦ I = 1π lub Sa ◦ I = Sb lub Sa ◦ I = Sb ◦ Sp.

St¡d dostajemy, »e:

I = Sa I = Sa ◦ Sb lub I = Sa ◦ Sb ◦ Sp.
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Zªo»enie symetrii osiowych

Rozwa»my na pªaszczy¹nie punkt A i dokonajmy dwukrotnej symtrii osiowej
tego punktu. Najpierw wzgl¦dem prostej k , (symetria Sk) a potem jego
obrazu wzgl¦dem prostej l (symetria Sl)

Wniosek: Zªo»enie symetrii Sl ◦ Sk jest obrotem Oα
O wokóª punktu O

(przeci¦cie prostych k z l) o k¡t α, gdzie k¡t pomi¦dzy prostymi k i l
wynosi α/2.
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Teraz rozwa»my sytuacj¦ odwrotn¡ tzn. we¹my obrót Oα
O i wyrazimy go

przez symetrie osiowe. Wybieramy dowoln¡ prost¡ k przechodz¡c¡ przez
punkt O, a nast¦pnie prost¡ l równie» przechodz¡c¡ przez punkt O oraz
tworz¡c¡ z prost¡ k k¡t α/2 :

Wniosek: Obrót o k¡t α mo»emy wyrazi¢ jako zªo»enie symetrii Sl ◦ Sk o
osiach przechodz¡cych przez ±rodek obrotu i przecinaj¡cych si¦ pod k¡tem
α/2.
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Zªo»enie dwóch obrotów Teraz rozwa»my dwa obroty Oα
O1

oraz Oβ
O2
. Co

otrzymamy skªadaj¡c Oβ
O2
◦ Oα

O1
? Gdy O1 = O2 odpowied¹ oczywista.

Niech O1 6= O2 :
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Mo»emy to te» zapisa¢ algebraicznie. Niech Oα
O1

= Sl ◦ Sk1 oraz

Oβ
O2

= Sk2 ◦ Sl .
Wówczas:

Oβ
O2
◦Oα

O1
= (Sk2 ◦ Sl)◦(Sl ◦ Sk1) = Sk2 ◦(Sl ◦ Sl)◦Sk1 = Sk2 ◦Sk1 = Oα+β

O3

Wniosek: Zªo»enie obrotu o k¡t α wzgl¦dem punktu O1 z obrotem o k¡t β
wzgl¦dem punktu O2 w przypadku gdy:

a) α+ β nie s¡ wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest obrotem wzgl¦dem
punktu O3 o k¡t α+ β, gdzie punkt O3 jest wierzchoªkiem
4O1O2O3, w którym ∠O3O1O2 =

α
2
oraz ∠O1O2O3 =

β
2
;

b) α+ β jest wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest przesuni¦ciem (proste
k1 i k2 s¡ równolegªe);

c) α+β = 180o , to zªo»enie jest symetri¡ ±rodkow¡ wzgl¦dem punktu O3

(proste k1 i k2 s¡ prostopadªe-mamy wzgl¦dem ich punktu przeci¦cia).

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 16 / 34



Mo»emy to te» zapisa¢ algebraicznie. Niech Oα
O1

= Sl ◦ Sk1 oraz

Oβ
O2

= Sk2 ◦ Sl .
Wówczas:
Oβ

O2
◦Oα

O1
= (Sk2 ◦ Sl)◦(Sl ◦ Sk1) = Sk2 ◦(Sl ◦ Sl)◦Sk1 = Sk2 ◦Sk1 = Oα+β

O3

Wniosek: Zªo»enie obrotu o k¡t α wzgl¦dem punktu O1 z obrotem o k¡t β
wzgl¦dem punktu O2 w przypadku gdy:

a) α+ β nie s¡ wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest obrotem wzgl¦dem
punktu O3 o k¡t α+ β, gdzie punkt O3 jest wierzchoªkiem
4O1O2O3, w którym ∠O3O1O2 =

α
2
oraz ∠O1O2O3 =

β
2
;

b) α+ β jest wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest przesuni¦ciem (proste
k1 i k2 s¡ równolegªe);

c) α+β = 180o , to zªo»enie jest symetri¡ ±rodkow¡ wzgl¦dem punktu O3

(proste k1 i k2 s¡ prostopadªe-mamy wzgl¦dem ich punktu przeci¦cia).

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 16 / 34



Mo»emy to te» zapisa¢ algebraicznie. Niech Oα
O1

= Sl ◦ Sk1 oraz

Oβ
O2

= Sk2 ◦ Sl .
Wówczas:
Oβ

O2
◦Oα

O1
= (Sk2 ◦ Sl)◦(Sl ◦ Sk1) = Sk2 ◦(Sl ◦ Sl)◦Sk1 = Sk2 ◦Sk1 = Oα+β

O3

Wniosek: Zªo»enie obrotu o k¡t α wzgl¦dem punktu O1 z obrotem o k¡t β
wzgl¦dem punktu O2 w przypadku gdy:

a) α+ β nie s¡ wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest obrotem wzgl¦dem
punktu O3 o k¡t α+ β, gdzie punkt O3 jest wierzchoªkiem
4O1O2O3, w którym ∠O3O1O2 =

α
2
oraz ∠O1O2O3 =

β
2
;

b) α+ β jest wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest przesuni¦ciem (proste
k1 i k2 s¡ równolegªe);

c) α+β = 180o , to zªo»enie jest symetri¡ ±rodkow¡ wzgl¦dem punktu O3

(proste k1 i k2 s¡ prostopadªe-mamy wzgl¦dem ich punktu przeci¦cia).

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 16 / 34



Mo»emy to te» zapisa¢ algebraicznie. Niech Oα
O1

= Sl ◦ Sk1 oraz

Oβ
O2

= Sk2 ◦ Sl .
Wówczas:
Oβ

O2
◦Oα

O1
= (Sk2 ◦ Sl)◦(Sl ◦ Sk1) = Sk2 ◦(Sl ◦ Sl)◦Sk1 = Sk2 ◦Sk1 = Oα+β

O3

Wniosek: Zªo»enie obrotu o k¡t α wzgl¦dem punktu O1 z obrotem o k¡t β
wzgl¦dem punktu O2 w przypadku gdy:

a) α+ β nie s¡ wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest obrotem wzgl¦dem
punktu O3 o k¡t α+ β, gdzie punkt O3 jest wierzchoªkiem
4O1O2O3, w którym ∠O3O1O2 =

α
2
oraz ∠O1O2O3 =

β
2
;

b) α+ β jest wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest przesuni¦ciem (proste
k1 i k2 s¡ równolegªe);

c) α+β = 180o , to zªo»enie jest symetri¡ ±rodkow¡ wzgl¦dem punktu O3

(proste k1 i k2 s¡ prostopadªe-mamy wzgl¦dem ich punktu przeci¦cia).

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 16 / 34



Mo»emy to te» zapisa¢ algebraicznie. Niech Oα
O1

= Sl ◦ Sk1 oraz

Oβ
O2

= Sk2 ◦ Sl .
Wówczas:
Oβ

O2
◦Oα

O1
= (Sk2 ◦ Sl)◦(Sl ◦ Sk1) = Sk2 ◦(Sl ◦ Sl)◦Sk1 = Sk2 ◦Sk1 = Oα+β

O3

Wniosek: Zªo»enie obrotu o k¡t α wzgl¦dem punktu O1 z obrotem o k¡t β
wzgl¦dem punktu O2 w przypadku gdy:

a) α+ β nie s¡ wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest obrotem wzgl¦dem
punktu O3 o k¡t α+ β, gdzie punkt O3 jest wierzchoªkiem
4O1O2O3, w którym ∠O3O1O2 =

α
2
oraz ∠O1O2O3 =

β
2
;

b) α+ β jest wielokrotno±ci¡ 360o , to zªo»enie jest przesuni¦ciem (proste
k1 i k2 s¡ równolegªe);

c) α+β = 180o , to zªo»enie jest symetri¡ ±rodkow¡ wzgl¦dem punktu O3

(proste k1 i k2 s¡ prostopadªe-mamy wzgl¦dem ich punktu przeci¦cia).
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Zadanie 1.(Twierdzenie Napoleona) Udowodnij, »e ortocentra trójk¡tów
równobocznych (±rodki ci¦»ko±ci) zbudowanych na bokach dowolnego
trójk¡ta s¡ wierzchoªkami trójk¡ta równobocznego.
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Rozwi¡zanie:

Zauwa»my, »e ∠AYC = ∠CXB = 120o . Rozwa»my obroty O120o

x oraz
O120o

y w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara.

Poniewa»
O120o

y (A) = C i O120o

x (C ) = B, wi¦c zªo»enie
O120o

x ◦
(
O120o

y

)
(A) = O120o

x (O120o

x (A)) = O120o

x (C ) = B.

Wiemy, »e zªo»enie O120o

x ◦ O120o

y jest obrotem o 240o o pewien punkt D,
gdzie ∠XYD = ∠YXD = 60o . St¡d ∠XDY = 60o , co oznacza »e 4XYD
jest równoboczny.
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Ponadto, z faktu, »e 4AC ′B jest równoboczny oraz punkt Z to jego
±rodek ci¦»ko±ci mamy: O240o

Z (A) = B.

Ostatecznie, poniewa»
O240o

Z (A) = B = O240o

D (A) oraz obroty maj¡ ta sam¡ orientacj¦(przeciwnie
do ruchu wskazówek zegara) wynika, »e D = Z . Co dowodzi, »e 4XYZ
jest równoboczny.

Uwaga: Punkt D mógªby by¢ jeszcze równy punktowi Z ′, (obrazowi
punktu Z wzgl¦dem osi AB), ale wówczas mieliby±my obrót (w kierunku
zgodnym z ruchem wskazówek zegara) o 120o przeprowadzaj¡cy A na B
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Zadanie 1*. Niech zaªo»enia b¦d¡ takie jak w zadaniu 1. Wówczas
równie» zachodzi:

a) |AA′| = |BB ′| = |CC ′|;
b) ka»de dwa odcinki z AA′, BB ′, CC ′ przecinaj¡ si¦ pod k¡tem 60o ;
c) odcinki AA′, BB ′, CC ′ przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie (F );
d) okr¦gi o1, o2, o3 przecinaj¡ si¦ w punkcie F .
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Rozwi¡zanie: a) Najpierw wyka»my, »e |BB ′| = |CC ′|. W tym celu
zauwa»my, »e O60o

A (C ) = B ′ oraz O60o

A (C ′) = B.

St¡d mamy, »e w wyniku
obrotu O60o

A odcinek CC ′ przejdzie nam na BB ′. Obrót to izometria, wi¦c
|BB ′ = |CC ′|| W ten sam sposób wykazujemy, »e |AA′| = |BB ′|. Zatem
|AA′| = |BB ′| = |CC ′|.

b) Niech punkt F b¦dzie przeci¦ciem odcinków BB ′ z CC ′. Mo»na prosto
udowodni¢, »e prosta oraz jej obraz, powstaªy w wyniku rotacji, przecinaj¡
si¦ pod takim samym k¡tem jak k¡t rotacji.
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c-d) Rozwa»my okr¦gi o2, o3. Udowodnimy, »e przecinaj¡ si¦ w punkcie F .

Z faktu, »e ∠C ′AB = 60o = ∠C ′FB i ∠ACB ′ = 60o = ∠AFB ′ = 60o oraz
na podstawie wªasno±ci, »e k¡ty wpisane oparte na tym samym ªuku okr¦gu
maj¡ równe miary wynika, »e F ∈ o2 i F ∈ o3. Zatem punkt F le»y na
przeci¦ciu okr¦gów o2 z o3.
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Zauwa»my, »e ∠BFC = 120o (jako przylegªy do ∠BFC ′ = 60o .) Wówczas
z faktu, »e ∠BA′C = 60o na czworok¡cie BA′CF mo»na opisa¢ okr¡g
(oznaczmy przez o3) co oznacza, »e punkt F le»y równie» na o1.

Pozostaªo
wykaza¢ jeszcze, »e A ∈ FA′, co mo»emy zrobi¢ przeprowadzaj¡c dowód
jeszcze raz zaczynaj¡c np. od oznaczenia, »e punkt G jest przeci¦ciem
odcinków AA′ i BB ′. Udowodnimy wówczas, »e G nale»y do okr¦gów
o1, o2, o3 co oznacza, »e G = F i A ∈ FA′.
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Zadanie 2. (patrz XII Warmi«sko-Mazurskie Zawody Matematyczne )
Niech punkty A(0, 0), B(1, 0), C (1, 1) i D(0, 1) b¦d¡ wierzchoªkami
kwadratu Q o boku 1.

Obracamy kwadrat Q o 45 stopni wokóª punktu B(1, 0), przeciwko ruchowi
wskazówek zegara, i otrzymujemy kwadrat Q ′. Nast¦pnie obracamy
kwadrat Q ′ o 45 stopni wokóª punktu D(0, 1), te» przeciwko ruchowi
wskazówek zegara, i otrzymujemy kwadrat Q ′′. (Tym razem ±rodek obrotu
D(0, 1) nie jest wierzchoªkiem kwadratu Q ′.)
Porównuj¡c kwadraty Q i Q ′′, stwierdzamy »e jeden z punktów wn¦trza
kwadratu Q powróciª na swoje miejsce. Podaj wspóªrz¦dne tego punktu.

(WMiI UWM) Izometrie. O skªadaniu symetrii i obrotów. 21 kwietnia 2016 24 / 34



Rozwi¡zanie:(I sposób) Zgodnie z tre±ci¡ zadania najpierw obracamy
kwadrat Q wokóª wierzchoªka B o k¡t 45 stopni przeciwnie do ruchu
wskazówek zegara otrzymuj¡c kwadrat Q ′- niebieski (patrz rysunek 1a).

Nast¦pnie kwadrat niebieski Q ′ obracamy o 45 stopni wokóª punktu
D(0, 1), te» przeciwko ruchowi wskazówek zegara, i otrzymujemy kwadrat
Q ′′−czerwony (patrz rysunek 1b).

a)

b)

Rysunek: 1
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Zauwa»my »e punkt C ′ le»y na przek¡tnej BD kwadratu Q oraz odlegªo±¢
|DC ′| =

√
2− 1. Zatem wspóªrz¦dne punktu C ′′(

√
2− 1, 1) (patrz rysunek

2). W celu wyznaczenia punktu, który powróciª na swoje miejsce
rozwa»amy kwadraty Q i Q ′′.

a) b)

Rysunek: 2
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Dokonamy przeksztaªcenia kwadratu Q do Q ′′ tym razem za pomoc¡
dwóch symetrii osiowych wzgl¦dem pewnych prostych. Pierwsze z nich jest
to odbicie wzgl¦dem prostej k b¦d¡cej przek¡tn¡ AC (patrz rysunek 3a).
W rezultacie dostajemy czarny kwadrat taki jak na rysunku 3b). Zauwa»my
ponadto, »e prosta k ma równanie y = x .

a) b)

Rysunek: 3
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Drugim jest odbicie nowego kwadratu Q wzgl¦dem prostej l (patrz rysunek
4a) b¦d¡cej symetraln¡ odcinka CC ′′ dzi¦ki czemu odpowiednie wierzchoªki
kwadratu Q pokryj¡ si¦ z odpowiednimi wierzchoªkami kwadratu Q ′′ (patrz
rysunek 4b).

a) b)

Rysunek: 4
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Ponadto widzimy, »e jedynym punktem, który nie zmieniª swojego poªo»enia
jest punkt P na przeci¦ciu prostej k z prost¡ l . W celu wyznaczenia jego
wspóªrz¦dnych znajdziemy najpierw wspóªrz¦dne punktu E b¦d¡cego
przeci¦ciem prostej k z odcinkiem CC ′′. Ze ±redniej arytmetycznej dla
pierwszych wspóªrz¦dnych (lub dªugo±ci odpowiednich odcinków):

xE =
xC ′′ + xC

2
=

√
2− 1+ 1

2
=

√
2
2
.

Wówczas E = (
√
2
2
, 1). St¡d oraz z faktu, »e prosta k ma równanie y = x

wspóªrz¦dne punktu P to:

P =

(√
2
2
,

√
2
2

)
.
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Zadanie 2(sposób 2) Na mocy wiedzy o zªo»eniach obrotów poszukujemy
wspóªrz¦dnych punktu P. Trójk¡t DBP jest równoramienny i k¡t przy
wierzchoªku P wynosi 135o .

Wówczas z tw. cosinusów do trójk¡ta DBP
otrzymujemy, »e a2 = 2−

√
2. Teraz z tw. Pitagorasa dla poªowy trójk¡ta

DBP wyznaczamy, »e b =
√

3
2
−
√
2.Nast¦pnie z tw. Pitagorasa dla

4APE dostajemy d =

√
3
4
−

√
2
2

+ 1
2
co jest równe

√
2
2
. Zatem

P = (
√
2
2
,
√
2
2
).
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Zadanie 3. Niech b¦d¡ dane dwa kwadraty ABCD i BEFG o wspólnym
wierzchoªku w punkcie B.

Ponadto, niech punkty P, Q b¦d¡ odpowiednio
±rodkami kwadratów ABCD, BEFG , a punkty R, S odpowiednio ±rodkami
odcinków AE , CG . Wykaza¢, »e czworok¡t PRQS jest kwadratem.
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Rozwi¡zanie: Rozwa»my obroty O90o

P , O90o

Q w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazówek zegara.

Poniewa» O90o

Q (G ) = B oraz O90o

P (B) = C , wi¦c
zªo»enie (O90o

P ◦ O90o

Q )(G ) = O90o

P (O90o

Q (G )) = O90o

P (B) = C .

Z drugiej strony wiemy, »e O90o

P ◦ O90o

Q = O180o

X , gdzie
∠XQP = ∠QPX = 45o . Zatem zªo»enie O90o

P ◦ O90o

Q jest symetri¡
±rodkow¡. Z faktu, »e S jest ±rodkiem odcinka CG wynika, »e X = S .
Ponadto 4PSQ jest równoramiennym trójk¡tem prostok¡tnym.
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Rozwa»my teraz zªo»enie O90o

Q ◦ O90o

P , mamy »e
(O90o

Q ◦ O90o

P )(A) = O90o

Q (O90o

P (A)) = O90o

Q (B) = E .

Ponadto istnieje
punkt Y taki, »e O180o

Y (A) = E . Analogicznie jak wcze±niej dowodzimy, »e
Y = R oraz 4PQR jest trójk¡tem równoramiennym prostok¡tnym. Zatem
czworok¡t PRQS jest kwadratem.
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