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Oznaczenia: R - zbiér liczb rzeczywistych (jego elementy o € R
nazywamy skalarami)

R3=R xR xR = {(x1,x,x3) | xt,x,x3s € R} (jego elementy
X = (x1, %2, x3) € R3 nazywamy wektorami)



Dziatania na wektorach: x = (x1,x,x3), ¥ = (v1,¥2,¥3)
e Dodawanie wektoréw: X+ y = (x1 + y1,%2 + y2,x3 + y3)




Dziatania na wektorach: x = (x1,x,x3), ¥ = (v1,¥2,¥3)
e Dodawanie wektoréw: X+ y = (x1 + y1,%2 + y2,x3 + y3)

@ Mnozenie wektora przez skalar: ax = (axi, axa, ax3)



Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektoréw
X = (x1,%x2,%3), ¥ = (y1,¥2,3)
° Xy =xiy1 +xy2 + x3y3 € R (skalar)



Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektoréw
X = (x1,%2,%3), ¥ = (y1,¥2,3)

e X-y=x1y1 +xy + x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci iloczynu skalarnego:

- = - =

(1) X-y=y-X



Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektoréw
X = (x1,%2,%3), ¥ = (y1,¥2,3)

e X-y=x1y1 +xy + x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci iloczynu skalarnego:

(1) %:7=7 %
(2) (X+7)-Z=R-Z+y-Z



Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektoréw
X = (x1,x2,x3), ¥ = (y1,¥2,y3)
° Xy =xiy1 +xy2 + x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci iloczynu skalarnego:
(1) Xx-y=y-x
X-Z+y-Z
ax) -y =o(%-y)

=



Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektoréw
X = (x1,%2,%3), ¥ = (y1,¥2,3)

e X-y=x1y1 +xy + x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci iloczynu skalarnego:

(1) x-y=y-X

(2) (X+y) - Z=%-7+y -7
(3) (ax) -y = afX- )

(22) - (§+2)=X-Z4y 7



Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektoréw
X = (x1,%2,%3), ¥ = (y1,¥2,3)

e X-y=x1y1 +xy + x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci iloczynu skalarnego:

(1) x-y=y-X

(2) (X+y) - Z=%-7+y -7
(3) (ax) -y = afX- )

(22) - (§+2)=X-Z4y 7
(3a) X- (ay) = (X - )



Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektoréw
X = (x1,%2,%3), ¥ = (y1,¥2,3)

e X-y=x1y1 +xy + x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci iloczynu skalarnego:

(1) xX-y=y-x
(2) (X+y)-Z2=xX-Z+y-Z
(3) (ax) -y =a(x-y)
(22) X-(F+2)=R-247-2
(3a) X (ay) = a(X-y)
(4) VX X =/x? + x5 + x3 - dtugosé¢ (euklidesowa) wektora X
(oznaczana |X])



Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektoréw
X = (x1,%2,%3), ¥ = (y1,¥2,3)

e X-y=x1y1 +xy + x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci iloczynu skalarnego:

(1) Xx-y=y-x

(2) X+y) Z=x-Z+y-Z

(3) (ax) -y =a(x-y)

(22) R-(F+D) =R - 2472

(3a) X (ay) = a(X-y)

(4) VX X =/x? + x5 + x3 - dtugosé¢ (euklidesowa) wektora X

(oznaczana |X])
(5) X-y = I|X||y|cos¢ (m.in. Xi y prostopadte <= X -y = 0)



Witasnosci iloczynu skalarnego:
(6) |X-y] <|X||y] (nieréwnos¢ Cauchy’ego)



Witasnosci iloczynu skalarnego:
(6) |X-y] <|X||y] (nieréwnos¢ Cauchy’ego)
(7) |X+y| < |X|+ |¥] (nieréwnos¢ tréjkata)



Witasnosci iloczynu skalarnego:

(6) |X-y] <|X||y] (nieréwnos¢ Cauchy’ego)
(7) |X+y| < |X|+ |¥] (nieréwnos¢ tréjkata)
8) X-Xx>0(=0<=x=0)



Tréjwymiarowa przestrzen Minkowskiego

Jest to ta sama przestrzen R3, ale tym razem wyposazona w

niestandardowy (lorentzowski) iloczyn skalarny wektoréw X = (x1, X2, x3),
y= (Y1a)’27}/3)

@ Xoy =x1y1 — xoy2 — x3y3 € R (skalar)



Tréjwymiarowa przestrzen Minkowskiego

Jest to ta sama przestrzen R3, ale tym razem wyposazona w
niestandardowy (lorentzowski) iloczyn skalarny wektoréw X = (x1, X2, x3),

—

Y =(y2,y3)
@ Xoy =x1y1 — xoy2 — x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci tego iloczynu skalarnego:



Tréjwymiarowa przestrzen Minkowskiego

Jest to ta sama przestrzen R3, ale tym razem wyposazona w
niestandardowy (lorentzowski) iloczyn skalarny wektoréw X = (x1, X2, x3),
v =(,y2y3)

@ Xoy =x1y1 — xoy2 — x3y3 € R (skalar)

Wtasnosci tego iloczynu skalarnego:



Tréjwymiarowa przestrzen Minkowskiego

Jest to ta sama przestrzen R3, ale tym razem wyposazona w
niestandardowy (lorentzowski) iloczyn skalarny wektoréw X = (x1, X2, x3),
¥ =01y2,y3)

@ Xoy =x1y1 — xoy2 — x3y3 € R (skalar)
Wtasnosci tego iloczynu skalarnego:

(8) Xoy >0 - nie zachodzi

Przyktady: dla X =(1,1,0) mamy XoX=1—-1+0=0, a dla
%=(0,1,0),f0x=0-1+0= -1



Tréjwymiarowa przestrzen Minkowskiego

Wektor X nazywamy
@ czasowym, jesli Xo X > 0
o Swietlnym, jesli XoX =0
@ przestrzennym, jesli Xo X < 0

Wektory Swietlne tworza stozek nazywany stozkiem swiet/nym:
XoX=0<=x}—x3—x3 =02 =x3 +x3

Swietiny




Interpretacja fizyczna przestrzeni Minkowskiego

Czterowymiarowa p. Minkowskiego R* z iloczynem

Xoy =x1y1 — XoYo — X3y3 — Xays4 jest ,Czasoprzestrzenig” szczegélnej teorii
wzglednosci. W szczegdlnosci:



Interpretacja fizyczna przestrzeni Minkowskiego

Czterowymiarowa p. Minkowskiego R* z iloczynem
Xoy =x1y1 — XoYo — X3y3 — Xays4 jest ,Czasoprzestrzenig” szczegélnej teorii
wzglednosci. W szczegdlnosci:

@ Punkt X p. Minkowskiego odpowiada zlokalizowanemu w czasie i

przestrzeni zdarzeniu fizycznemu (np. zderzenie dwéch czastek
elementarnych).




Interpretacja fizyczna przestrzeni Minkowskiego

Czterowymiarowa p. Minkowskiego R* z iloczynem
Xoy =x1y1 — XoYo — X3y3 — Xays4 jest ,Czasoprzestrzenig” szczegélnej teorii
wzglednosci. W szczegdlnosci:

@ Punkt X p. Minkowskiego odpowiada zlokalizowanemu w czasie i
przestrzeni zdarzeniu fizycznemu (np. zderzenie dwéch czastek
elementarnych).

@ Proste L sktadajgce sie z wektoréw czasowych sa ,liniami Swiata
obserwatoréw inercjalnych” (odpowiadajg np. zbiorowi zdarzen na
statku kosmicznym, ktéry porusza sie swobodnie, czyli z wytgczonymi
silnikami z dala od ciat niebieskich).




Interpretacja fizyczna przestrzeni Minkowskiego

o Zbior wektoréw y ,prostopadtych” do L w punkcie X € L (czyli
wektoréw postaci y = X + yp, gdzie yp o X = 0) odpowiada przestrzeni
fizycznej obserwatora inercjalnego.

VW] - czas wasny




Interpretacja fizyczna przestrzeni Minkowskiego

o Zbior wektoréw y ,prostopadtych” do L w punkcie X € L (czyli
wektoréw postaci y = X + yp, gdzie yp o X = 0) odpowiada przestrzeni
fizycznej obserwatora inercjalnego.

VW] - czas wasny

o (Czas wtasny obserwatora inercjalnego pomiedzy zdarzeniami v € L i
w € L jest réwny

W — V| = /(W — V) o (W — V) (przypomnijmy w — V' czasowy)



Odwrécona nieréwnos$¢ Cauchy’ego: Niech X i y beda wektorami
czasowymi. Wtedy
%o 7] 2 |77

przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla wspétliniowych X i y.

linie $wiata
brata B



Odwrécona nieréwnos$¢ Cauchy’ego: Niech X i y beda wektorami
czasowymi. Wtedy
%071 > 417

przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla wspétliniowych X i y.
Odwrécona nieréwnos¢ tréjkata: Niech x i y beda wektorami
czasowymi. Wtedy

%4712 |71+ 17
przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla wspétliniowych X i y.

linie $wiata
brata B



Odwrécona nieréwnos$¢ Cauchy’ego: Niech X i y beda wektorami
czasowymi. Wtedy
%071 > 417

przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla wspétliniowych X i y.
Odwrécona nieréwnos¢ tréjkata: Niech x i y beda wektorami
czasowymi. Wtedy

%4712 |71+ 17
przy czym réwnos¢ zachodzi tylko dla wspétliniowych X i y.
»Paradoks bliznigt”: Czas wtasny brata A pomiedzy zdarzeniami vV i w
jest wiekszy niz czas wiasny brata B.

linia swaiaj
brata A
AN

linie $wiata
brata B



stozek
Swietlny



