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Trójwymiarowa przestrze« euklidesowa

Oznaczenia: R - zbiór liczb rzeczywistych (jego elementy α ∈ R
nazywamy skalarami)

R3 = R× R× R = {(x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ R} (jego elementy
~x = (x1, x2, x3) ∈ R3 nazywamy wektorami)



Trójwymiarowa przestrze« euklidesowa

Dziaªania na wektorach: ~x = (x1, x2, x3), ~y = (y1, y2, y3)

Dodawanie wektorów: ~x + ~y = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3)

Mnozenie wektora przez skalar: α~x = (αx1, αx2, αx3)
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Trójwymiarowa przestrze« euklidesowa

Standardowy (euklidesowy) iloczyn skalarny wektorów
~x = (x1, x2, x3), ~y = (y1, y2, y3)

~x · ~y = x1y1 + x2y2 + x3y3 ∈ R (skalar)

Wªasno±ci iloczynu skalarnego:

(1) ~x · ~y = ~y · ~x
(2) (~x + ~y) · ~z = ~x · ~z + ~y · ~z
(3) (α~x) · ~y = α(~x · ~y)
(2a) ~x · (~y + ~z) = ~x · ~z + ~y · ~z
(3a) ~x · (α~y) = α(~x · ~y)
(4)
√
~x · ~x =

√
x21 + x22 + x23 - dªugo±¢ (euklidesowa) wektora ~x

(oznaczana |~x |)
(5) ~x · ~y = |~x ||~y | cosφ (m.in. ~x i ~y prostopadªe ⇐⇒ ~x · ~y = 0)
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Wªasno±ci iloczynu skalarnego:

(6) |~x · ~y | ≤ |~x ||~y | (nierówno±¢ Cauchy'ego)

(7) |~x + ~y | ≤ |~x |+ |~y | (nierówno±¢ trójk¡ta)

(8) ~x · ~x ≥ 0 (= 0⇐⇒ ~x = 0)
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Trójwymiarowa przestrze« Minkowskiego

Jest to ta sama przestrze« R3, ale tym razem wyposa»ona w

niestandardowy (lorentzowski) iloczyn skalarny wektorów ~x = (x1, x2, x3),
~y = (y1, y2, y3)

~x ◦ ~y = x1y1 − x2y2 − x3y3 ∈ R (skalar)

Wªasno±ci tego iloczynu skalarnego:

(1) ~x ◦ ~y = ~y ◦ ~x
(2) (~x + ~y) ◦ ~z = ~x ◦ ~z + ~y ◦ ~z
(3) (α~x) ◦ ~y = α(~x ◦ ~y)
(2a) ~x ◦ (~y + ~z) = ~x ◦ ~z + ~y ◦ ~z
(3a) ~x ◦ (α~y) = α(~x ◦ ~y)
(4-7) ???

(8) ~x ◦ ~y ≥ 0 - nie zachodzi

Przykªady: dla ~x = (1, 1, 0) mamy ~x ◦ ~x = 1− 1+ 0 = 0, a dla
~x = (0, 1, 0), ~x ◦ ~x = 0− 1+ 0 = −1



Trójwymiarowa przestrze« Minkowskiego

Jest to ta sama przestrze« R3, ale tym razem wyposa»ona w

niestandardowy (lorentzowski) iloczyn skalarny wektorów ~x = (x1, x2, x3),
~y = (y1, y2, y3)

~x ◦ ~y = x1y1 − x2y2 − x3y3 ∈ R (skalar)

Wªasno±ci tego iloczynu skalarnego:

(1) ~x ◦ ~y = ~y ◦ ~x
(2) (~x + ~y) ◦ ~z = ~x ◦ ~z + ~y ◦ ~z
(3) (α~x) ◦ ~y = α(~x ◦ ~y)
(2a) ~x ◦ (~y + ~z) = ~x ◦ ~z + ~y ◦ ~z
(3a) ~x ◦ (α~y) = α(~x ◦ ~y)
(4-7) ???

(8) ~x ◦ ~y ≥ 0 - nie zachodzi

Przykªady: dla ~x = (1, 1, 0) mamy ~x ◦ ~x = 1− 1+ 0 = 0, a dla
~x = (0, 1, 0), ~x ◦ ~x = 0− 1+ 0 = −1



Trójwymiarowa przestrze« Minkowskiego

Jest to ta sama przestrze« R3, ale tym razem wyposa»ona w

niestandardowy (lorentzowski) iloczyn skalarny wektorów ~x = (x1, x2, x3),
~y = (y1, y2, y3)

~x ◦ ~y = x1y1 − x2y2 − x3y3 ∈ R (skalar)

Wªasno±ci tego iloczynu skalarnego:

(1) ~x ◦ ~y = ~y ◦ ~x
(2) (~x + ~y) ◦ ~z = ~x ◦ ~z + ~y ◦ ~z
(3) (α~x) ◦ ~y = α(~x ◦ ~y)
(2a) ~x ◦ (~y + ~z) = ~x ◦ ~z + ~y ◦ ~z
(3a) ~x ◦ (α~y) = α(~x ◦ ~y)
(4-7) ???

(8) ~x ◦ ~y ≥ 0 - nie zachodzi

Przykªady: dla ~x = (1, 1, 0) mamy ~x ◦ ~x = 1− 1+ 0 = 0, a dla
~x = (0, 1, 0), ~x ◦ ~x = 0− 1+ 0 = −1



Trójwymiarowa przestrze« Minkowskiego

Jest to ta sama przestrze« R3, ale tym razem wyposa»ona w

niestandardowy (lorentzowski) iloczyn skalarny wektorów ~x = (x1, x2, x3),
~y = (y1, y2, y3)

~x ◦ ~y = x1y1 − x2y2 − x3y3 ∈ R (skalar)

Wªasno±ci tego iloczynu skalarnego:

(1) ~x ◦ ~y = ~y ◦ ~x
(2) (~x + ~y) ◦ ~z = ~x ◦ ~z + ~y ◦ ~z
(3) (α~x) ◦ ~y = α(~x ◦ ~y)
(2a) ~x ◦ (~y + ~z) = ~x ◦ ~z + ~y ◦ ~z
(3a) ~x ◦ (α~y) = α(~x ◦ ~y)
(4-7) ???

(8) ~x ◦ ~y ≥ 0 - nie zachodzi

Przykªady: dla ~x = (1, 1, 0) mamy ~x ◦ ~x = 1− 1+ 0 = 0, a dla
~x = (0, 1, 0), ~x ◦ ~x = 0− 1+ 0 = −1



Trójwymiarowa przestrze« Minkowskiego

Wektor ~x nazywamy

czasowym, je±li ~x ◦ ~x > 0

±wietlnym, je±li ~x ◦ ~x = 0

przestrzennym, je±li ~x ◦ ~x < 0

Wektory ±wietlne tworz¡ sto»ek nazywany sto»kiem ±wietlnym:
~x ◦ ~x = 0⇐⇒ x21 − x22 − x23 = 0⇐⇒ x21 = x22 + x23



Interpretacja �zyczna przestrzeni Minkowskiego

Czterowymiarowa p. Minkowskiego R4 z iloczynem
~x ◦ ~y = x1y1 − x2y2 − x3y3 − x4y4 jest �czasoprzestrzeni¡� szczególnej teorii

wzgl¦dno±ci. W szczególno±ci:

Punkt ~x p. Minkowskiego odpowiada zlokalizowanemu w czasie i

przestrzeni zdarzeniu �zycznemu (np. zderzenie dwóch cz¡stek

elementarnych).

Proste L skªadaj¡ce sie z wektorów czasowych s¡ �liniami ±wiata

obserwatorów inercjalnych� (odpowiadaj¡ np. zbiorowi zdarze« na

statku kosmicznym, który porusza si¦ swobodnie, czyli z wyª¡czonymi

silnikami z dala od ciaª niebieskich).
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Interpretacja �zyczna przestrzeni Minkowskiego

Zbiór wektorów ~y �prostopadªych� do L w punkcie ~x ∈ L (czyli

wektorów postaci ~y = ~x + ~y0, gdzie ~y0 ◦ ~x = 0) odpowiada przestrzeni

�zycznej obserwatora inercjalnego.

Czas wªasny obserwatora inercjalnego pomi¦dzy zdarzeniami ~v ∈ L i
~w ∈ L jest równy

|~w − ~v | =
√
(~w − ~v) ◦ (~w − ~v) (przypomnijmy ~w − ~v czasowy)
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�Paradoks bli¹ni¡t�

Odwrócona nierówno±¢ Cauchy'ego: Niech ~x i ~y b¦d¡ wektorami

czasowymi. Wtedy

|~x ◦ ~y | ≥ |~x ||~y |
przy czym równo±¢ zachodzi tylko dla wspóªliniowych ~x i ~y .
Odwrócona nierówno±¢ trójk¡ta: Niech ~x i ~y b¦d¡ wektorami

czasowymi. Wtedy

|~x + ~y | ≥ |~x |+ |~y |
przy czym równo±¢ zachodzi tylko dla wspóªliniowych ~x i ~y .
�Paradoks bli¹ni¡t�: Czas wªasny brata A pomi¦dzy zdarzeniami ~v i ~w
jest wi¦kszy ni» czas wªasny brata B.
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Dowód odwróconej nierówno±ci Cauchy'ego


