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Leonhard Euler (1707 - 1783)
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Problem

Czy mozna przejs¢ wszystkie mosty przechodzgc przez kazdy
tylko raz??
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CIAG FIBONACCIEGO
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,.....

apn+1 = @n + an—1

Ciag ilorazéw afﬁ :
11235 8 13
1203 58 13 207
1; 0,5000; ~ 0,6666; 0,6000; 0,6250; 0,6153; 0,6190;
0,6176; 0,6181; 0,6179; 0,6180; 0,6180; 0,6180; ...
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. . . . . . 51
Twierdzenie. Granicg tego ciggu jest liczba \fT

Oznaczamy g = lim a" . Dzielgc rownos¢ a1 = an + an_1
przez ap otrzymamy =2 a"“ =1+ a" ! i po przejéciu do granic
5:1+g,wiecg +g—-1=0.

Poniewaz g > 0, z rownania powyzszego otrzymamy
g= "5 0,618
2 ’ :

Hajduk O tym, jak Leonhard Euler spacerowa"l po mostach w Kr"olewcu



Mosty na Pregole i spacer po grafach, czyli modele matematyczne

/ '

~0,6180
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ZLOTY PODZIAL ODCINKA
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WYDZIAL MATEMATYKI | INFORMATYKI UWM

KIERUNEK:

MATEMATYKA W UBEZPIECZENIACH | FINANSACH
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

2-4=-2
3-4=-2

6-8=-2
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2-4=-2
3-4=-1

6-8=-2
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Powierzchnig wieloscienng w R® nazywa sie podzbiér R3, ktéry
jest suma skoriczonej liczby tréjkatow i spetnia nastepujgce
warunki:
@ czesc wspdina dowolnych dwdch réznych tréjkatow jest
albo pusta, albo wspdlnym wierzchotkiem albo wspdlng
krawedzig;

© kazda krawedz nalezy do doktadnie dwdch tréjkgtow;

© jesli dwie krawedzie majg wspdiny wierzchofek, to od
jednej do drugiej mozna przejs¢ ciggiem tréjkgtow takim,
zZe dwa kolejne majg wspdlng krawed?z.
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Dla naszych celow mozemy zamiast trojkgtéw dopusci¢
wielokaty, bo i tak kazdy wielokat mozna podzieli¢ na trojkaty!
ALE! ALE! CO TO JEST WIELOKAT?

Jest to podzbidr (ograniczony) ptaszczyzny ograniczony
tamang zwyczajng (bez samoprzecie€) zamknieta.
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Charakterystykg Eulera powierzchni wielosciennej ¥ nazywa
sie liczbe

e(X)=W-K+S§,
gdzie W = liczba wierzchotkdw, K = liczba krawedzi, S = liczba
Scian dwuwymiarowych (wielokgtoéw) dowolnie wybranej
triangulacji powierzchni .

Fakt. Definicja ta jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru
triangulacji (dopuszczone sg tez sciany wielokatne).
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Powierzchnie platonskie

| S [W | K |e=W-K+S |

4 | 416 2
6 | 8 |12 2
8 | 6 |12 2
12 |1 20 | 30 2
20 112 | 30 2
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Powierzchnie nazywa sie wypukia, jesli dla kazdej Sciany lezy
po jednej stronie ptaszczyzny wyznaczonej przez $ciane.

Fakt. Charakterystyka Eulera dowolnej powierzchni wypukiej
jest réwna 2.

Dowdd ’latarkowy’ czyli 1 + 1 = 2. Charakterystyka Eulera
wielokata jest réwna 1. Powierzchnie wypuktg mozna
zrzutowaé¢ na dowolnie wybrang $ciane tak, ze pozostate Sciany
daja podziat wybranej éciany na wielokaty. Zeby to zobaczyé
wystarczy umiescic¢ zrédto Swiatta w punkcie zewnetrznym
wzgledem powierzchni ale dostatecznie blisko pewnego punktu
wewnetrznego wybranej éciany. Swiatto padnie na wszystkie
wierzchotki! Wynika z tego, ze charakterystyka takiej
powierzchni jest dwukrotnie wieksza od charakterystyki
wielokata, a wiec wynosi 1 +1 = 2.
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Powierzchnie inne niz wypukte: torus (‘precel’ rodzaju 1)

i
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Torus ('precel’) rodzaju 2
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Oznaczmy przez Ty torus rodzaju k.
Fakt.

Q ¢Ty)=0.

Q e(Tx) =2-2k.

1 wylicza sie bezposrednio. Wychodzac z tego, indukcyjnie
sprawdza sig, ze

e(Ty) =e(Tk—1) +e(Ty) —2=1e(Tk_1) — 2.
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Zakrzywienie w wierzchotku

dodatnie ujemne

suma katéw < 360° suma katéw > 360°
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Defektem wierzchotka nazywa sie liczbe 27— suma miar (w
radianach) katow w tym wierzchotku.

Twierdzenie

Wzdor Gaussa - Bonneta. Suma defektow w wierzchotkach
powierzchni ¥ jest rowna 2re(Xx).

Dowdd. Mozemy zatozyé, ze smany sg tréjkatne. Wtedy suma
wszystkich kaJow réwna jest Sw. Mamy tez réwnoséé 3S = 2K,
wiec S -K = -f S. Suma defektéw rowna jest

2Wr - S = 27T(W S) 27 e(X).
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Przyktady.
Suma defektow torusa rodzaju 1 = 8(%) - 8(5) = 0.

2 )
Suma defektow torusa rodzaju 2 = 8(3) - 16(5) = -4.
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

Whiosek. Jesli e(X)<0, to przynajmniej w jednym wierzchotku
jest ujemne zakrzywienie (czyli ujiemny defekt).
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

ZADANIE: Jakie sg: suma defektéw oraz charakterystyka
Eulera powierzchni
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Charakterystyka Eulera i powierzchnie

ZADANIE: W przestrzeni (tr6jwymiarowej) mamy N punktow i
kazdy z tych punktow jest potgczony odcinkiem z kazdym
innym tak, ze odcinki te nie przecinajg sie (poza ich koncami).
Kazdy z odcinkéw jest pomalowany na czarno lub na czerwono.
Dla jakich N mozna wybra¢ kolory tak, by zaden tr6jkat
utworzony przez odcinki NIE BYL pomalowany jednym
kolorem?
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