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Co to sg kongruencje?

TWIERDZENIE (O dzieleniu z reszta)
Dla dowolnej liczby catkowitej a i dowolnej liczby naturalnej m > 1
istnieje doktadnie jedna para liczb catkowitych k i r taka, ze:

Q@ a=k-m+r,
Qo<r<m

Liczbe r z powyzszego twierdzenia nazywamy reszta z dzielenia
liczby a przez m.
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Co to sg kongruencje?

Przyktady:

Q@ 10=2-4+2
Q 18=4.4+2
Q@ 27=3.-8+3
Q@ 63=7-9
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Co to sg kongruencje?

Definicja. Niech m bedzie liczba naturalna wigksza od 1. Méwimy,
ze liczba catkowita a przystaje do liczby catkowitej b modulo m, jezeli
liczby a i b daja rowne reszty z dzielenia przez m. Piszemy wtedy

a=b (modm).

Relacj¢ przystawania nazywamy tez kongruencja.
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Co to sg kongruencje?

Zauwazmy, ze jezelia= b (mod m), to istniejg liczby k, hir
takie,zea=k-m+rorazb=h-m+r.
Zatem

a—b=m(k — h).

Whniosek.

a=b (modm)sa—-b=0 (modm).
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Co to sg kongruencje?

Przyktad:
Q@ 10=2.-4+2
Q 18=4.4+2
Zatem
10=18 (mod m).

Inaczej 10 — 18 = —8 jest podzielne przez 2.
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Ktérej karty brakuje?

Ktérej karty brakuje?

Nasze zadanie jest nastepujace:

Z talii usuwamy jedng karte, nie ogladajac jej. Pozostate karty
tasujemy i pokazujemy po jednej. Zadaniem bedzie odgadnigcie,
jakiej karty brakuje.

Uwaga. Dla uproszczenia bedziemy rozwazaé dwa kolory: kiery i
trefle.
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Ktérej karty brakuje?

Jak to policzy¢?

Przyporzadkowujemy kartom liczby:

As =1 10-ka=10
2-ka =2 walet = 11
3-ka=3 dama =12
4-ka=4 krol =13
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Ktérej karty brakuje?

Dodajmy do siebie liczby odpowiadajace kompletnej talii:
1+2+3+4+5+6+74+8+9+10+11+12+13.

Zauwazmy, ze mozemy je potgczyc w pary sumujgce sie do 13:
14+12, 2411, 3+10, 4+9, 5+8, 6+7, 138.

Zatem suma wszystkich liczb jest podzielna przez 13. Co

wiecej, jezeli jakiej$ karty zabraknie, to jej para bedzie resztg z
dzielenia sumy pozostatych kart przez 13.
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Ktérej karty brakuje?

Uwaga. Interesuje nas tylko reszta z dzielenia przez 13, nie cata
suma. Dlatego za kazdym razem obliczamy reszt¢ i dopiero do niej

dodajemy kolejna liczbg.

Przyktad...
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Ktérej karty brakuje?

Jak mozna sobie utatwic¢ liczenie?

@ Liczby 13 nie musimy w ogédle liczy¢, bo nic ona nie
zmienia.

@ Zamiast dodawac 12 mozemy odjac 1.
@ Zamiast dodawac¢ 11 mozemy odjac 2.
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Ktérej karty brakuje?

A jak obliczy¢, jaki kolor ma brakujgca karta?

To bedziemy liczy¢ osobno.
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Ktérej karty brakuje?

W przypadku dwoch koloréw, jak w moim przyktadzie, mozna
przypisac kierom 0, treflom 1.

Jaka powinna by¢ wtedy suma dla kompletne;j talii?

A jaka, gdy brakuje jednego kiera? Jaka, gdy brakuje jednego
trefla?

Widag, ze tak naprawde istotne jest tylko to, czy wynik jest
parzysty, czy nieparzysty — czyli jakg daje reszte z dzielenia
przez 2.
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Ktérej karty brakuje?

Jezeli mamy petng talie, mozemy na przyktad liczy¢, ze kier to
0, trefl to 1, karo to 2, pik to 3.

Mozna robic tak:

Gdy dana karta to kier, zmien potozenie lewej reki,
Gdy kartg jest karo, zmien potozenie prawej reki,
Gdy kartg jest pik, zmien potozenie obu rgk,

Gdy kartg jest trefl, nic nie zmieniaj.

Przez ,zmiane potozenia rgk” rozumiem co$, co ma tylko dwie
mozliwosci (np. reka do gory, reka w dét).
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Ktérej karty brakuje?

Prezentacja przyktadu z uzyciem Kart...
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Jak sprawdzi¢ w ktérym dniu tygodnia wypadng moje urodziny?

Jak sprawdzi¢ w ktérym dniu tygodnia wypadng moje
urodziny?

Nastepne nasze zadanie polega na obliczaniu dnia tygodnia,
gdy znamy konkretng date.
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Jak sprawdzi¢ w ktérym dniu tygodnia wypadng moje urodziny?

Poniedziatek to pierwszy dzien tygodnia, wtorek — drugi, itd.
Zatem liczac dzien tygodnia, mozemy przyjac, ze:

@ poniedziatki dajg reszte 1 z dzielenia przez 7,

@ wtorki dajg reszte 2 z dzielenia przez 7

° ..
@ niedziele dajg reszte 0 z dzielenia przez 7.

Author, Another Short Paper Title



Jak sprawdzi¢ w ktérym dniu tygodnia wypadng moje urodziny?

Przyktad. Jakim dniem tygodnia bedzie w tym roku 1 wrzesnia?
Do 1 maja ,,brakuje” nam 16 dni.

Czyli: czwartek daje reszte 4 z dzielenia przez 7, dodajac 16
otrzymujemy liczbe 20, ktéra daje reszte 6 z dzielenia przez 7.

Teraz liczymy dni maja. Maj ma 31 dni. Zamiast dodawa¢ te dni,
zauwazmy, ze 31 daje reszte 3 z dzielenia przez 7, wigc wystarczy
dodac 3.
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Jak sprawdzi¢ w ktérym dniu tygodnia wypadng moje urodziny?

Nastepnie liczymy dni czerwca. Jest ich 30. 30 daje reszte 2 z
dzielenia przez 3, czyli wystarczy dodac 2.

Lipiec i sierpien majg po 31 dni, wiec dodajemy jeszcze 2 razy
po 3 dni. Interesuje nas 1 dzieh wrzesnia, wiec musimy dodac¢
jeszcze 1.

Razem mamy: 6 +3+2+3+3 + 1=18.

Liczba 18 daje reszte 4 z dzielenia przez 7. 1 wrzesien bedzie
wiec czwartym dniem tygodnia — czyli czwartkiem.
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Jak sprawdzi¢ w ktérym dniu tygodnia wypadng moje urodziny?

W podobny spos6b mozna policzy¢, w jaki dzieh tygodnia
przypadta dowolna data — w przysztosci i przesztoSci.

,Powiedz mi jakiego dnia sie urodzites, a ja powiem, jaki to
dzien tygodnia”.
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Ktéra godzina bedzie za 67 godzin?

Ktéra godzina bedzie za 67 godzin?

Zadanie. Jest godzina 18:00. Ktdra godzina bedzie za 67 godzin?

18 +67=18+19 (mod?24)=37=13 (mod?24)
Zatem za 67 godzin bedzie godzina 13:00.
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Jak tworzona jest liczba kontrolna w kodach towaréw w sklepie?

Kod towarow w sklepie jest zazwyczaj 13-cyfrowy:

dwie lub trzy pierwsze cyfry to zazwyczaj kod kraju, w ktérym
zostat zarejestrowany dany produkt (w przypadku Polski jest to
590)

nastepne 4,5 lub 6 cyfr to kod przyznany producentowi
nastepne 5,4 lub 3 cyfry to kod nadany przez producenta

ostatnia 13 cyfra jest cyfrg kontrolng.
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Jak tworzona jest liczba kontrolna w kodach towaréw w sklepie?

Jak tworzona jest cyfra kontrolna?

Dodajemy wszystkie cyfry stojace na miejscach
nieparzystych oraz trzykrotnosci cyfr stojgcych na miejscach

parzystych. Suma ta przystaje do -cyfry kontrolnej modulo 7!
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Jak tworzona jest liczba kontrolna w kodach towaréw w sklepie?

Przyktad:

5001688057477

5+0+5+8+5+4+3-(9+14+8+0+7+7)=123

1283= -7 (mod10) < 1283+7=0 (mod10).
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Zadania na kongruencje

ZADANIA NA KONGRUENCJE

Zanim przejdziemy do rozwiazywania zadan, podamy kilka
wtasnosci kongruencji.
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Zadania na kongruencje

Wiasnosci kongruenciji

(1)a=a (modm) (2)a=b (modm) = b=a (modm)

a=b (modm)nb=c (modm)=a=c (modm)
(4) a=a; (modm)Ab=bi(modm) = a+b=a;+by (modm)
a=aq

(modm)Ab=bi(modm) = ab=as;-by (modm)
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Zadania na kongruencje

Wiasnosci kongruenciji

WNIOSEK

a=b(modm) =a" = b"(modm)

UWAGA Nie mozna dzieli¢ obu stron kongruencji przez
wspolny dzielnik!

PRZYKLAD 1 48 =18 (mod 10 )oraz12=2 (mod 10), ale
49 (mod10)

PRZYKLAD 2 16 =6 (mod 10), ale 8 3 (mod 10)
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Zadania na kongruencje

Zadanie 1. Znalez¢ trzy ostatnie cyfry liczby 1999999,

Rozwiazanie:
1999 =999 = —1 (mod 1000 )

19991999 = (—1)19%%  (mod 1000 )
(=1)19% = _1 =999 (mod 1000)
Zatem trzy ostatnie cyfry liczby 19997999 to0 999.
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Zadania na kongruencje

Zadanie 2. Znalez¢ ostatnig cyfre liczby 21090,

Rozwiazanie:

2*=6 (mod10) = 2190 =620 (mod 10)
Korzystajac z zasady indukcji matematycznej pokazemy, ze
6“=6 (mod10), k> 1

Dlak =2: 62 =6(mod 10 ). Zaktadamy, ze 6% = 6(mod 10 ).
Pokazemy, ze 671 =6 (mod 10) :

6" =65.6=6-6=6 (mod10).
Ostatecznie 21000 =6 (mod 10).

Zatem ostatnia cyfra liczby 21990 o 6.
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Zadania na kongruencje

2100

Zadanie 3. Obliczyc reszte z dzielenia przez 3.

Rozwiazanie:

22=1 (mod3)=2'"=1 (mod3).

Zatem cyra 1 jest reszta z dzielenia liczby 2% przez 3.
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Zadania na kongruencje

Zadanie 4. Znalez¢ najmniejszy dzielnik pierwszy liczby
282 4 1.

Rozwigzanie:

Cyfra 2 na pewno nie jest szukanym dzielnikiem, poniewaz cyfra
282 1 1 jest nieparzysta.

Sprawdzamy cyfre 3:

22=1 (mod3)=2%2=14"=1 (mod3)=2%41=2 (mod3).
Zatem cyfra 3 nie jest szukanym dzielnikiem. Sprawdzamy cyfre 5:

22=—1 (mod5)=2%=(-1)"=—-1 (mod5)

=2%241=0 (mod5).
Zatem szukanym dzielnikiem piewrszym liczby 282 + 1 jest cyfra 5.
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Zadania na kongruencje

Zadanie 5. Udowodni¢, ze 10/43* — 1717,

Rozwigzanie:
Mamy udowodnié, ze 43*3 — 177 =0 (mod 10).
Rozwazamy przystawanie mod 10. Zauwazmy, ze

43%3 = 3% (gdyz 43 =3) =3.3%2 =3.(3%)*

=3-(3%)?'=3.(-1)?" (gdyz 3% = —1) = —83.
Zatem: 43 = 3 (mod 10).
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Zadania na kongruencje

Z drugiej strony:
—17" = 7" (gdyz —17=-7)=—(-3)" (gdyz 7= -3) =

=37 =38.83=3.(3%)% =3 (-1)¥=3.
Zatem: —17'7 =3 (mod 10).

Ostatecznie:  43*3 — 177 =_-34+3=0 (mod 10).
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Zadania na kongruencje

Zadanie 6. Wykaz, ze dla zadnej warto$ci naturalnej n liczba
2" + 1 nie jest podzielna przez 7.

Rozwiazanie:

Zauwazmy,ze 23 =1 (mod 7). Wynika stad, ze:
@ 23k =1 (mod 7)) dlakazdego k € N
@ 23kt1 =2 (mod 7)) dla kazdego k € N
@ 23kt2 =4 (mod 7 ) dla kazdego k € N
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Zadania na kongruencje

DZIEKUJE ZA UWAGE
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