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Jak Arabowie rozwiagzywali réwnania?

Co to jest rownanie? Kilka dygresji z logiki.

Formg zdaniowg zmiennej x nazywamy takie wyrazenie, w ktérym
wystepuje zmienna x i ktére staje sie zdaniem logicznym, gdy
w miejsce x podstawimy dowolny element zbioru D, zwanego

dziedzing. Forme zdaniows bedziemy oznaczaé symbolem p(x).

Przyktad Zdanie:
x jest liczba parzysta

jest forma zdaniowa jednej zmiennej x, ktorej dziedzing moze by¢ na

przyktad zbior liczb naturalnych.
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m Réwnanie to forma zdaniowa postaci
tl = t2;

gdzie t1,ts sa termami i przynajmniej jeden z nich zawiera pewna
zmienng.

m Term po lewej stronie znaku réwnoéci nazywa si¢ lewa strona
réwnania, a term po prawej — prawa strong réwnania.
Szczegblnym przypadkiem réwnania jest forma, w ktérej jeden
z terméw jest stalg np. 0, czyli gdy jest postaci t; = 0.

m Zmienne réwnania oznacza si¢ zwykle symbolami literowymi

i nazywa niewiadomymi.

Zrédlo: Atlas matematyki
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Wybrane rodzaje ré6wnan

m Réwnanie algebraiczne — kazde réwnanie postaci P(x) = 0, gdzie
P jest wielomianem. W szczegdlnosci, gdy P jest stopnia drugiego
jest to réwnanie kwadratowe, a gdy P jest stopnia pierwszego jest

to rownanie liniowe.

Przyklad

r+3=2x—13
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Wybrane rodzaje ré6wnan

m Rownanie diofantyczne — rownanie, ktérego rozwiazania szuka sie

w zbiorze liczb catkowitych lub naturalnych.

Przyktad

22 =y? 4+ 2y + 12
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Wybrane rodzaje ré6wnan

m Rownanie funkeyjne, np. réwnanie rézniczkowe lub réwnanie

calkowe.

Przyktad

d
7y+2x.y2:8
dx
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Szkolne réwnania

Dwa wyrazenia algebraiczne lub algebraiczne z arytmetycznym

potaczone znakiem réwnoéci.

Przyktady
5z —V2=2x+V3

22 4+5:—-8=0

22— 22 =z

Zrédlo: podrecznik matematyki do gimnazjum
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Roéwnanie kwadratowe

Najstarsze réwnania kwadratowe (okolo 4000 lat temu) znalezione
zostaly na glinianych tabliczkach pochodzacych od Sumeréw, ludu
zamieszkujacego tereny dzisiejszego Iraku (poprzednio nazywanego

Babilonia, Asyria, Mezopotamia, itd.)

Do tej pory nie umiemy zrozumie¢ metody, jaka stosowali Sumerowie

do rozwiazywania réwnan kwadratowych.
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych

az? +br+c¢=0, a,b,c- wspélezynniki

Wyréznik
A =b% — dac
-b—VA ~b+ VA
A>0, 1= , Ty =
2a 2a
—b
A=0 = —
, Lo 2%

A < 0, brak rozwiazan
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych

z ksiegi Metrica Herona z Aleksandrii

Zadanie

Znalezé bok kwadratu, ktorego suma pola i obwodu
wynosi 896.
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych

Sposéb grecki - uzupeklianie do kwadratu

2?4 4o = 896

2% + 4z + 4 = 900
(z +2)% = 30°

r =28

Otrzymano tylko rozwigzanie dodatnie, gdyz w owym czasie liczb ujemnych nie
uznawano!
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb grecki

Zamiast rOwnania
2 4+sr+t=0

piszemy réwnanie

O (ORR
7+ sx + (2 ( 5
O ile zawartosc drugiego nawiasu jest dodatnia, a wiec jest

kwadratem jakiejs liczby, stosuje sie wzdr na roéznice kwadratow.

Ostatecznie otrzymujemy

ORI . I (R Y S
2 2 2 2 o



Jak Arabowie rozwiagzywali réwnania?

Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Wynalazcy algebry, Arabowie, do rozwigzywania réwnan

kwadratowych uzywali metody geometrycznej.

W rogu kwadratu o boku A wycinamy kwadrat o boku B.
Jednoczednie w przeciwleglym rogu wycinamy kwadrat stykajacy sie
rogiem z wycigtym kwadratem; oznaczmy jego bok przez x.

Co zostalo?
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Co zostalo?
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Rachunek pdl wyglada nastepujaco:
A? = B? 4+ 2Bz + 22,

czyli
z? +2Bx = A% — B?.

Ponadto z = A — B.



Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Dowolne réwnanie postaci
2! +az =b, gdzic a > 01 b>0,

mozna zatem potraktowaé jako odnoszace sie do przedstawionej wyzej sytuacji
geometrycznej. Wowczas a = 2B i b = A* - B, Stad, za pomoca a i b, mozemy
obliczy¢ A1 B, a wiec i . Mamy

(5]
[¥}

B=2, Bi=Z, A=b+2,
2 1 1

a2 a
r=A-B=VA-B= b+Z—5
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Konsekwencje !

m nie wszystkie réwnania da sie ,,zmiesci¢” w metodzie

geometrycznej, wymagane jest a > 0, b > 0.

B mamy zapewnione istnienie rozwigzania.
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Gdzie si¢ ukryt drugi pierwiastek?
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Gdzie si¢ ukryt drugi pierwiastek?

Jedyne miejsce, gdy, przechodzac do geometrycznej interpretacji, co$
pomineliémy to fakt, ze sa dwie liczby, ktérych kwadrat jest réwny A2
- my uzylidmy tylko dodatniej, bo miala to byé¢ dlugos¢.

Jak narysowa¢ taki rysunek, na ktorym bytby
widoczne obie mozliwosci?
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Poruszanie si¢ w gore i w prawo odpowiada liczbom dodatnim,

a w lewo i w dét - ujemnym.

22 4+2:-8=0
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Przyktad 2 — 62z +8 = 0.

. /mr

2 —6x+8=0;, A2=1, B=—3.
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Przyktad 2 — 22 — 3 = 0.

S .
N\

Y

2 — 2 —3=0; A2=4, B= —1.
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Przyktad 22 + 62z +5 = 0.
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Rozwiazywanie réwnan kwadratowych - sposéb Arabéw

Czy nie udalo sie nam zbyt wiele? - przecies nie kazde

réwnanie kwadratowe ma pierwiastki.

Nie ! Pokazane zostalo jedynie, jak rozwiazywa¢ rownania, dla
ktérych obliczone A? jest nieujemne. W przeciwnym razie nie mozna

narysowa¢ A ani w dodatnig, ani w ujemng strone.
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Wzory na rozwigzania r6wnania stopnia 3

Jesli w rogu szescianu o krawedzi A wytniemy szescian o
krawedzi B, to mozemy wycia¢ w przeciwlegtym rogu,
stykajacy sie rogiem z pierwszym wycietym, szescian,
ktorego krawedz oznaczamy x.
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Wzory na rozwigzania r6wnania stopnia 3

(\ A
L
1 ] ) X
I f I
1 ; |
[
L Y
/ 1 \ | /+_-
' e 3
Ee) BT R i EEE
1’*— 1 -1 |
- ! ”
7 | | -, |
S I ! s 1 |
— :
I | [
A ! | |
| | |
jSEREN S g |
, ;
S O P
-
e
l”
4 -
3




rabowie rozwiazywali réwna

Wzory na rozwigzania r6wnania stopnia 3

Rachunek objetosci:

A3 = B? + 2% + 3ABz,

czyli
z2 + 3ABx = A® — B?,

przy czym z = A — B.
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Wzory na rozwigzania r6wnania stopnia 3

Mozemy wiec dowolne réwnanie postaci
O B
2P 4pr=gq,

gdzie p > 01 q > 0, uwazaé za zwigzane z narysowanymi szecianami. Daje
to zaleznos¢

p=3AB i q=A"-B%
Stoimy wiec przed problemem wyznaczenia 7 tych zaleinodei A i B, gdy dane sg
pig.
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Wzory Nicolo Fontana, 1535 rok

Nie kazdy to widzi od razu, ale jest to réwnanie stopnia 2. Istotnie, oznaczmy
u:= A3 iv:= B Mamy wowczas

3
uy = 57 1 u—v=gq,
skad
3 » ;
u(u*q):ﬁ, czyli 7(17'”_5?:0
co daje nam rozwigzania
q2 p1 q " ﬁ _p'3 q
u= 4+27-f-2 e 4+27 5

a stad otrzymujemy rozwigzanie rGwnania

. 2 n3 B 2 3
ol ame B L B o8 Ol el .
B N \IV4+27+2 J 1T
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Jaki ma pierwiastek réwnanie 22 + 92 = 267?
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Wzory Nicolo Fontana

Ograniczenia, !

m brak wyrazu zawierajacego druga potege - ograniczenie pozorne,
bo podstawienie z = y — 7 sprowadza réwnanie
2% 4+ rz? + sz +t = 0 do réwnania stopnia 3 wzgledem y nie
zawierajacego juz drugiej potegi y.

m wspolczynniki réwnania: p > 0, ¢ > 0 777
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Wzory Nicolo Fontana

Rozwiagzmy

22 —6x—-9=0, 25—-6x4+9=0, 2>+6x+7=0.
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Wzory Nicolo Fontana

Okazuje sie, ze wzory Fontana dzialaja dobrze, wszedzie tam, gdzie

daje si¢ wyciagnaé¢ pierwiastek kwadratowy.
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Literatura
m H. S. M. Coxter, Wstep do geometrii dawnej i nowej
m S. Kulczycki, Z dziejow matematyki greckiej

m M. Kordos, Zobaczyé to czego nie widaé
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Dzickuje za uwage



