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Czego ekolog moze si¢ dowiedzie¢
od matematyka,
czyli stow kilka o modelu drapieznik-ofiara

( Urszula Forys$ )

Instytut Matematyki Stosowanej i Mechaniki
Zaktad Biomatematyki i Teorii Gier
WMIM UW
Banacha 2, 02-097 Warszawa

urszula@mimuw.edu.pl
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( Model Lotki-Volterry )

Jest to najstarszy znany nam model matematyczny opisujacy interakcje miedzy dwie-
ma populacjami.

Zostal on uzyty do opisu dynamiki populacji ryb w Adriatyku.

Rybacy towiacy ryby w Adriatyku zauwazyli, ze niedlugo po zakoriczeniu pierw-
szej wojny $§wiatowej populacja ryb drapieznych'w Morzu Srédziemnym znacznie
wzrosta.

Ekolodzy nie potrafili wyjasni¢ tego, zdawato im si¢ paradoksalnego, zjawiska.

Wioski matematyk, Vito Volterra, w 1926 roku zaproponowat model, za pomoca
ktérego wyjasnit, dlaczego wstrzymanie potowéw spowodowato ten nagty wzrost.

Nieco wczesniej (1920) Alfred Lotka, niezaleznie od Volterry, zaproponowat ten sam
model do opisu zmian stgzenn dwdch reagujacych ze sobg substancji chemicznych.
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Obecnie najbardziej znanym przyktadem zastosowania tego modelu jest analiza zmian
populacji kanadyjskich rysi i zajecy, wykonana na podstawie danych dotyczacych
skupu skér przez Kompanig Zatoki Hudsona (dane gromadzone w latach 1847-1903).
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Niech V oznacza populacje¢ ofiar, za$ P populacj¢ drapieznikéw.

W modelu bedziemy opisywali zmiany liczebnosci obu populacji w czasie.

Od czego zalezy zmiana liczebnosci ofiar w czasie?

e (I) Ofiary zyja w Srodowisku sprzyjajacym, moga si¢ bez problemu rozmnazac,
o ile nie ma drapieznikéw.

Jak najprosciej opisa¢ proces rozmnazania?
Zaktadamy, ze osobniki w naszej populacji sa jednakowe.

Wobec tego takze rozmnazaja si¢ w jednakowy sposéb, przy czym w przedziale
czasu o jednostkowej dtugosci kazdy osobnik ma A potomkéw.
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Jesli V(f) oznacza liczebno$¢ populacji w chwili ¢, to
ile bedzie osobnikéw w chwili £ + At? (Ar > 0!)

(" liczba osobnikéw w chwili 7 + At = liczba rodzicow + liczba dzieci )

Mamy wigc

Vt+AD)=V(@)+1-V(@)- At

Dodatkowo mozemy uwzgledni¢ proces $miertelnosci, ktéry bedziemy opisywac
w spos6b analogiczny.

Zaktadamy zatem, ze w jednostce czasu umiera odsetek s wszystkich osobnikéw.
Ostatecznie dostajemy

Vit+A)-V(@©)=(1-1s) V() - At
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AV

— =1V
At g

gdzie r = A — s > 0 nazywamy wspétczynnikiem wzrostu populacji ofiar.

e (II) Drapiezniki poluja na ofiary:
* im wigcej ofiar, tym wigcej jeden drapieznik moze upolowac,
* im wigcej drapieznikéw, tym tatwiej jedna ofiara moze zostaé upolowana.

Jak najprosciej opisa¢ wplyw polowania na populacje ofiar?
Niech P(t) oznacza liczebno$¢ populacji drapieznikéw.

Im wigcej ofiar, tym wigcej jeden drapieznik moze upolowac.
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Oznacza to, ze zysk z polowania dla pojedynczego drapieznika jest proporcjo-
nalny do V(#), a tym samym tyle ubywa z populacji ofiar na jednego drapieznika.

Jesli wigc uwzglednimy wszystkie drapiezniki, to ubytek w populacji ofiar jest
proporcjonalny do liczebnosci obu populacji.

AV
— = —aVP,
At “

gdzie a > 0 oznacza skuteczno$¢ polowari.
Od czego zalezy zmiana liczebnosSci drapieznikow w czasie?

e (I) Jesli nie ma ofiar, to drapiezniki nie majg co je$¢, wigc umieraja.
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Wiemy juz, jak opisa¢ Smiertelnosc:

AP

— = —sP,
At S

gdzie s > 0 oznacza wspétczynnik Smiertelnosci populacji drapieznikéw.

e (II) Drapiezniki poluja na ofiary i dzigki temu moga si¢ rozmnazac:

AP— bV P,
AT

gdzie b > 0 oznacza konwersj¢ biomasy upolowanych ofiar.
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Biorac pod uwagg wszystkie procesy dostajemy:

A

—V =rV —-aVP,

At (1
AP

— = —sP +abVP.

At

Analiza tego modelu pozwala uzyskaé portret fazowy:

czyli zobrazowanie przebiegu rozwiazafi w zmiennych (V, P),
gdzie rozwiazania sa krzywymi opisanymi jako funkcje P(V) lub V(P);

a przebieg w czasie zaznaczamy strzatkami, ktérych kierunek wyznaczony jest przez
wektor
AV AP
At At )
&)
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( Jak narysowac portret fazowy? )

Interesuje nas, kiedy kazda ze zmiennych rosnie, a kiedy maleje:

e Vro$nie, czyli V(¢ + Ar) > V(1), gdy > 0,
e V maleje, czyll V(t + Ar) < V(1), gdy <0,
e P rosnie, gdy > 0,
e P maleje, gdy < 0.

Wobec tego badamy znak wyrazen:
V(r—aP) oraz P(abV —s).

Zauwazmy, Ze nie interesuje nas, co si¢ dziejedla V <0 lub P < 0,

gdyz opisujemy liczebnos¢ populacji; ktéra nie moze by¢ ujemnal!
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Stad

e Vrosnie, gdy V>0iP <L,
e Vmaleje, gdy V>0iP>Z,
e Prosnie,gdy P>0iV > =,
[ ]

P maleje, gdy P> 01V < 2.

Dodatkowa informacj¢ uzyskujemy, badajac zaleznosci

AV
At
oraz
AP
= -0
At
Krzywe te nazywamy izoklinami zerowymi |
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2.0

Portret fazowy

1.5
uktadu (1)
I Wyrdzniono cykl
1.0
I dla warunku
s poczatkowego
. V(0)=1,
0 P(0)=172
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Wykresy liczebnosci populacji drapieznikéw i ofiar.
Warunek poczatkowy: V(0) = 1, P(0) = 1.

Seia" N BIOMATY
: U W . oL

» N : b

:’w Two centuries O

g O Good beginning

>x<H

) &
Psovie™



7FMP, 14.09.2016 14/32

Widzimy, ze rozwiazania sa okresowe, o okresach przesunigtych w czasie wzgle-
dem siebie, co dobrze oddaje cykliczno$¢ zjawisk zachodzacych w przyrodzie.

Co wigcej, rozwiazania oscyluja wokot dodatniego stanu stacjonarnego, czyli takie-
go rozwiazania, ktére nie zalezy od czasu.

Rozwigzanie to lezy na przecigciu izoklin zerowych, czyli

(V,P):(i r).

ab’ a

Wartosci Srednie rozwiazan sa rowne wspolrzednym tego punktu
niezaleznie od trajektorii, czyli takze od warunku poczatkowego.

Wlasno$é te nazywamy prawem zachowania Srednich w uktadzie drapieznik-ofia-

ra i jest ona przyczyng zmian zaobserwowanych przez rybakéw po pierwszej wojnie
Swiatowe;j.
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Faktycznie, jesli w uktadzie (1) uwzglednimy odfawianie, to dostaniemy:

AV

E = rV—aVP—le,
AP

E = —sP+abVP — d,P,

gdzie dy, d, sa wspotczynnikami odtawiania odpowiednio ofiar i drapieznikéw.

Przy zalozeniu, ze r > d|, czyli odlowy nie prowadza do zagtady gatunku ofiar, do-
stajemy uktad Lotki-Volterry ze zmienionymi wspétczynnikami:

+d _ —d _
TRy, pa=TU p

ab N a

roer—d, s st+d, — st’r‘ﬂ:

czyli odtawianie dziala zawsze na niekorzyS¢ drapieznikow, a na korzys¢ ofiar.
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Zauwazmy, ze z tej prostej zasady wynika tez, ze

nie warto trwale ingerowa¢ w uklady ekologiczne,
w ktorych ofiara jest jakims szkodnikiem
(np. populacja dokuczliwych owadow),
bo poskutkuje to gtéwnie zmniejszeniem populacji drapieznikow,
ktore z naszego punktu widzenia sa pozyteczne.

Oczywiscie, jesli wytgpimy gatunek ofiar, to zginie takze gatunek drapieznikow.

Prosty model matematyczny wyjasnit zjawisko biologiczne!

Co wigcej,
znana zasada ekologiczna zachowania Srednich

w uktadzie drapieznik—ofiara jest prosta konsekwencja tego modelu.
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Model Lotki-Volterry
Z ograniczong pojemnoscia siedliska

dla gatunku ofiar

Zaproponowany model ma pewna wade — gdy nie ma drapieznikéw, liczebno$é
ofiar ro$nie nieograniczenie:

Vi+ D) =r-DV() = V@) =VO)r-1).

Dla wielu populacji pojemnosc siedliska| odgrywa zasadnicza role i prowadzi do
konkurencji o jego zasoby.

Jak najprosciej opisa¢ konkurencje migdzy osobnikami?
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Otrzymamy w ten sposéb nastgpujacy zmodyfikowany model drapieznik-ofiara:

AV

— = rV(l = X)—aVP,

At k )
AP (2)
— = —sP+abVP,

At

gdzie zmienne i parametry (oprécz k) maja taka samg interpretacje jak dla (1), za$
parametr k oznacza pojemnoS¢ siedliska dla gatunku ofiar.

Zachowanie rozwiazan uktadu (2) zalezy od wielko$ci wspétczynnika k:

e jesli pojemnos¢ siedliska dla gatunku ofiar jest mata, k < 2,
to nie ma dodatniego stanu stacjonarnego,
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Widzimy, ze:

o jesli k < 2, to populacja drapieznikéw ginie, a ofiary stabilizuja
si¢ na poziomie pojemnosci siedliska,

o jesli k > =, to przezywaja obie populacje, stabilizujac swoje
wielkosci na poziomie dodatniego stanu stacjonarnego.

Sprébujemy na tej podstawie wyjasni¢ nietypowa dysproporcje gatunkowa
na kontynencie australijskim.

Chodzi o niespotykany nigdzie indziej

brak statocieplnych drapieznikow,

przy jednoczesnym rozkwicie zimnokrwistych migsozercéw.
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Zwrécit na to uwage w swoim artykule

The Case of Missing Meat Eaters (1993, Natural History) Tim Flannery

Tim Flannery

* Timothy Fridtjof "Tim" Flannery
(ur. 28 stycznia 1956) —
australijski teriolog, paleontolog,
ckolog i badacz zmian klimatu

Napisatl wiele ksiazek i artykulow
z zakresu biologii, paleontologii
1 wplywu czlowieka na srodowisko

= Wielokrotnie nagradzany, m.in.
laureat nagrody:
Australijezyk Roku 2007
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Na kontynencie australijskim mamy ciekawych przedstawicieli fauny.

Koala — Phascolarctos cireneus

* —~ 70 cm dhugosei

¢ — 12 kg wagi

* Roslinozerca — przede
wszystkim liscie eukaliptusa

* Leniwiec, ale dobrze sig
wspina 1 skacze

* Praktycznie nie schodzi
z drzew

« Niepijacy

* Niezagrozony
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Diabel Tasmanski — Sarcophilus harrisii

e ~ 60+ 20 cm dlugosci
* 7,5 kg wagi
» Padlinozerca 1 drapiezni
* Wyjatkowo agresywny
* Przetrwal wylgcznie
na Tasmanii
* Liczebnos¢ szybko
maleje ze wzgledu na
zakazny rak pyska diabla
e Zagrozony wyginieciem
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Niektére gatunki wygingty.

Lew workowaty — Thylacoleo carnifex

¢ ~150+75cm
dhugosel

¢ Ponad 100 kg wagi

¢ Najwiekszy znany
drapiezny torbacz

¢ Szczytowy
drapieznik
Meganezji

¢ Wymarl w Plejstocenie,
ok. 45 000 lat temu

e Najblizsi zyjacy krewni to wombaty 1 koala
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Wilk workowaty — Thylacinus cynocephalus

~ 100 + 50 cm dhugosci
~ 25 kg wagi
Najwiekszy drapiezny
torbacz w czasach
wspolczesnych

W Australii wyginal

po przybyciu czlowieka,
przetrwal na Tasmanii
Wymarly — ostatni znany
wilk padl w 1936 w ZOO
w Hobart, stolicy Tasmanii
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Na wigkszosci terenéw Australia jest wyjatkowo nieurodzajna — panuje tam suchy
klimat kontynentalny. Bywa, ze pora deszczowa nie nadchodzi przez kilka lat z rz¢-
du, a szata ro§linna tworzy przede wszystkim stepy, potpustynie i pustynie.

Ten ciagly nieurodzaj powoduje, ze australijscy ro§linozercy sa zmuszeni zy¢ w duzo
wigkszym rozproszeniu, niz roslinozercy zyjacy na innych kontynentach.

Jak pisze Flannery,

zmniejszona liczebno$¢ potencjalnych ofiar sprawia,
ze tylko populacje migsozercéw, ktére maja odpowiednio
male zapotrzebowanie na pozywienie, sa w stanie przetrwac.

Wobec tego wsréd drapieznikéw faworyzowane sa te o mniejszych rozmiarach ciata

albo o wolniejszym metabolizmie' — w obu przypadkach do przezycia potrzeba
mniejszych ilosci pozywienia.
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Kregowce zmiennocieplne 'maja ponad szeS¢ razy mniejsze zapotrzebowanie na ener-
gie niz torbacze; a dziesiec razy niz tozyskowce,

Oznacza to, ze najwigkszy znany drapiezny torbacz, lew workowaty, potrzebowat
sze$¢ razy wigcej upolowanych ofiar niz konkurujacy z nim:

e QUINKANA (krokodyl wazacy ponad 200 kg),
WONAMBI (waz wazacy 50 kg),
czy MEGALANIA (spokrewniona z waranem jaszczurka, dwa razy wigksza niz
wspotczesne, mierzace 2,5 do 3 metréw warany z Komodo).

Ponadto, krokodyle, weze i jaszczurki, poniewaz nie musza utrzymywac stalej tem-
peratury ciala, potrafig przetrwaé bez pokarmu znacznie dluzej niz zwierzeta stato-
cieplne, co przy trudnym australijskim klimacie jest dodatkowa zaleta.

Gady, takie jak quinkana, wonambi czy megalania, wygingty w plejstocenie, podob-
nie jak lew workowaty i wiele innych zwierzat megafauny.

VERS;,
SR

” BIOMAT

2’ ) gor

N - Y @
B Two centuries Qe

Good beginning

>X<H4>ZM



7FMP, 14.09.2016 28/32

Jednak potomkowie gadzich olbrzymoéw, jak waran z Komodo, nadal zyja, natomiast
wigkszos¢ torbaczy wowczas bezpowrotnie znikneta.

Wyginety wszystkie drapiezniki osiagajace wigcej niz 5 kg, wytaczajac diabla ta-
smariskiego i wilka workowatego — w obu przypadkach wymarcie/wymieranie wy-
nika z przybycia cztowieka.

W konteks$cie naszego modelu — chcemy poréwnaé dynamike populacji drapieznika
statocieplnego ze zmiennocieplnym w tym samym siedlisku.

Skoro tak, to mozemy przyjaé, ze wspotczynniki r oraz k, jako opisujace populacje
ofiar, sa zadane z gory.

Natomiast dla drapieznikéw — skoro chcemy poréwnywaé dwa rézne gatunki, to be-
dziemy poréwnywaé model z dwoma zestawami parametrow:
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e (aj, by, s;) dla pierwszego drapieznika,
e (ay, by, s;) dla drugiego drapieznika.

Zauwazmy, ze wystarczy manipulacja wspétczynnikiem b, aby wybrac, czy k < -,
czy k > 2, — im wigksze b, tym mniejszy ulamek po prawej stronie.

Parametr b w modelu (2) opisuje czgs$¢ energii
pozyskanej z upolowanej ofiary
przeznaczong na rozréd drapieznika.

Pamigtamy, ze zwierzeta zmiennocieplne' maja kilkakrotnie mniejsze |zapotrzebo-
wanie na energi¢ niz statocieplne, gdyz nie musza utrzymywaé statej temperatury
ciata i szybkiego tempa metabolizmu, co oznacza, ze relatywnie wigcej energii mo-
ga przeznaczy¢ na reprodukcje.
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W kontekscie omawianego modelu (2) oznacza to Wigksza wartoS¢ wspéiczynnika b.

Mozna t¢ sytuacje interpretowac w ten sposob, ze dwa rézne przypadki portretow fa-
zowych, a wigc i r6zne mozliwe zachowania rozwiazan, odpowiadaja dwém réznym
gatunkom drapieznikéw:

e przypadek pierwszy, gdy rozwiazania uktadaja si¢ jak na rysunku z lewej, ozna-
cza, ze mamy do czynienia z drapieznikiem statocieplnym,

e przypadek drugi, gdy wygladaja jak na rysunku z prawej, oznacza, ze mamy do
czynienia z drapieznikiem zmiennocieplnym.
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s

To kaze wnioskowac,
jak przypuszczal Flannery,
o nieuchronnosci zaglady
australijskich drapieznych torbaczy,
przy jednoczesnym przetrwaniu

stabilnej populacji

migsozernych gadow.

Wigcej na ten temat i na temat innych ciekawych zastosowan matematyki mozna
przeczyta¢ w miesigczniku ,,Delta”.
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Dzickuje!
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