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Piotr B�ASZCZYK

Institute of Mathematics, Pedagogical University of Krakow (Kraków)

Euclid's Theory of Equal Figures and Methodology of Mathematics

In teachers' training, elementary geometry is a way of introducing the methodology of math-
ematics to students, speci�cally theorem proving. While the mathematics used in the course is
simple, a lecturer, i.e. a teacher of prospective teachers, can focus on the relationship between
the premises and conclusions; he can point out references to the axioms and previously proved
theorems; he can also highlight the use of unde�ned terms, and explain the di�erence between
direct and indirect proof. By and large, Euclidean geometry is presented from the perspective
of the 20th century philosophy of mathematics as a set of sentences that follow from axioms.

We o�er an alternative view on mathematical theory, namely: Theory is a hierarchical struc-
ture of theorems designed to solve a speci�c problem and characterized by having the same
methodology. We accept the general idea of the deductive nature of mathematics, however, in
this context, by methodology we mean a set of so-called mathematical tricks irreducible to logical
consequence. To illustrate this new perspective, we present two theories identi�ed in Euclid's
Elements: Theory of Area and Theory of Similar Figures. We present them as hierarchical sys-
tems crowned by proposition II.14 in the case of the former theory, and VI.31 in the case of the
later. We also reveal a technique of triangulation, and show that it enables to reduce problems
concerning polygons to triangles; this technique is covered neither by modern axiomatic analyses
of elementary geometry nor by the mathematics curriculum.

We o�er diagrams representing the triangulation method as it relates to the Pythagorean
theorem. We show that depending on whether the triangulation is applied within the Theory of
Area or the Theory of Similar it gives di�erent proofs of the Pythagorean theorem, namely I.47
and VI.31 respectively.

References

[1] P. Bªaszczyk, From Euclid's Elements to the Methodology of Mathematics, Annales Universitatis Paedagogicae
Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia X (2018), 5�15.

Piotr B�ASZCZYK

Institute of Mathematics, Pedagogical University of Krakow (Kraków)

Where Mathematical Proof Comes From?

1. Modern logic emerged from the reform of Aristotle's syllogisms through algebra and other
techniques of symbolic manipulation. It was also shaped by the 19th century developments of
mathematics, speci�cally the foundations of geometry, the search for rigor in the calculus, and
the axiomatization of set theory. By mathematical logic (ML) we mean the branch of logic that
has arisen from foundational studies in mathematics.

ML developed two models of mathematical proof (MP):

(1) sequence of formulae F1,. . . , Fn, where Fk is either an axiom or is obtained from the
previous formulae Fi, Fj by the modus ponens rule, see [1],
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(2) twofold composition that includes, on the one hand, a sequence of formulae, and on the
other, a sequence of signs explaining the status of each formula in the �rst sequence in
terms of axioms, de�nitions, and references to other theorems or formulae, see [2],[3].

While the �rst model is rather speculative, it gave rise to a branch of ML called proof theory;
the second model seems to emulate mathematical practice.

In this talk, we focus on the historical roots of MP and show their Euclid origins. More
precisely, we show how editions and commentaries on The Elements, starting with the Late
Renaissance and Early Modern ones, via the Peano Formulario Mathematico program, have
paved the way to the second model of MP.

2. There are two components of Euclid's proposition: the text and the lettered diagram. Latin
tradition, beside extensive commentaries, has introduced a third part into Euclid's proposition,
namely marginalia, containing references to de�nitions, axioms and other propositions. Next to
marginalia, the tradition of commentaries introduced yet another part into Euclid's proposition:
symbols representing some notions and relations; these symbols were included in the linear
structure of the text simply in the place of words.

Peano has introduced a technique of purely symbolic representation of Euclid's propositions.He
has followed the same technique of symbolic representation in the foundations of calculus and
geometry. Still, his symbolic propositions, next to a sequence of formulae, have included a system
of references. Peano's technique of symbolic representation of mathematical sentences has been
adopted in [3], and due to the great in�uence of Prinicipa Mathematica on logic, it has become
a standard model of MP

References

[1] D. Hilbert, Neubegründung der Mathematik. Erste Mitteillung, Abhandlungen aus dem Mathematischen Sem-
inar der Hamburgischen Universität 1 (1922), 157�177.
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Piotr B�ASZCZYK

Institute of Mathematics, The Pedagogical University of Krakow (Kraków)

On Numerosities

Benci and Di Nasso [1] introduced a new kind of in�nite numbers, called by them numerosities,
designed to measure countable sets in such a way that numnerosity(A) < numerosity(B),
whenever A ⊂ B. We present a simpli�ed version of the theory that applies to subsets of N. To
this end, we extend the system of natural numbers (N,+, ·, 0, 1, <) to the system of nonstandard
natural numbers (N∗,+, ·, 0, 1, <) and represent numerosities as elements of N∗. To demonstrate
how numerosities di�er from the Cantorian cardinal numbers, we show that numerosity of N is
twice as big as the numerosity of the set of even numbers.

References
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Agnieszka BOJARSKA-SOKO�OWSKA

Uniwersytet Warmi«sko-Mazurski w Olsztynie (Olsztyn)

Interaktywne matematyczne nauczanie dzieci i mªodzie»y

�Interaktywno±¢� (z ªaci«skiego �interactus� -czyn wzajemny) jest to �zdolno±¢ do wzajem-
nego oddziaªywania na siebie przez komunikuj¡ce si¦ strony�. W sªowie tym zawarte s¡ dwa
elementy: aktywno±¢ i wspóªpraca/komunikacja. Ma to zwi¡zek z dwoma aspektami. Pierwszy
z nich dotyczy aktywnej koncepcji uczenia (H. Aeblie), czyli aktywno±ci badawczej ucz¡cego si¦
i konstruuj¡cego wiedz¦ ucznia. Drugi aspekt dotyczy komunikowania si¦ �ucz¡cy si¦, wchodz¡c
we wzajemne interakcje, intensy�kuj¡ procesy poznawcze, a wiek w tym przypadku nie gra roli�.
Jolanta Kruk zwraca uwag¦, na fakt, »e nie nale»y ogranicza¢ interaktywno±ci jedynie do relacji z
drugim czªowiekiem, ale nale»y równie» uwzgl¦dnia¢ relacj¦ czªowieka z przedmiotem. Badaczka
de�niuje interaktywno±¢ w edukacji � jako tak¡ relacj¦ z przedmiotem uwagi, w trakcie której
dochodzi do uksztaªtowania go jako przedmiotu percepcji o rozszerzonym znaczeniu - w mi-
ar¦ post¦powania procesu interakcji�. Koncepcja interaktywnego sposobu nauczania-uczenia si¦
narodziªa si¦ w muzeach, centrach nauki; które dostosowuj¡c si¦ do dzisiejszego odbiorcy musiaªy
przeksztaªci¢ si¦ z placówek peªni¡cych wyª¡cznie funkcje kolekcjonersk¡ w instytucje edukacyjne
i umo»liwiaj¡ce eksperymentowanie- �Nie przygl¡daj si¦, ingeruj!�- sªowa I. Hackinga.

W swoim wyst¡pieniu omówi¦ koncepcj¦ interaktywnego nauczania-uczenia si¦ matematyki
zaproponowan¡ przez Jolant¦ Kruk. Przedstawi¦ wyniki prowadzonych przeze mnie bada«,
prowadzonych w latach 2008-2018. Ich celem byªo z jednej strony opisanie obiektów matem-
atycznych znajduj¡cych si¦ w muzeach, centrach nauki oraz na wystawach interaktywnych, z
drugiej strony za± analiza zachowania dzieci i mªodzie» podczas pozaszkolnych interaktywnych
zaj¦¢ matematycznych.
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Yaroslav CHABANYUK1, Uliana KHIMKA2

1,2Lublin University of Technology (Lublin)
2Ivan Franko National University of Lviv (Lviv, Ukraine)

Application of the stochastic approximation procedure

We will present the properties of a continuous and discrete stochastic approximation procedure with Markov
and semi-Markov switches [1, 2]. Next we will show the application of such a procedure in the model of bacterial
development, the solution of the Markowitz problem, as well as in modeling the process of testing a software
product. We emphasize the possibility of applications in control theory [3] and large deviation theory [4].
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Jacek CHUDZIAK

University of Rzeszów (Rzeszów)

Convexity and quasi-convexity of the zero utility principle

Assume that X+ is a family of all non-negative bounded random variables on a given probability space.
The elements of X+ represent the risks to be insured by an insurance company. According to each insurance
contract, the insured pays a premium for a protection from an insurance company against an insurable risk. An
insurance premium principle is a way of assigning to every risk a non-negative real number, interpreted as a
premium for insuring the risk. There are several methods of determining the premium. One of them is is the zero
utility principle. belonging to the economic methods of insurance contracts pricing. The principle, proposed by
Bühlmann [2], involves the notion of a utility function and postulates a fairness in terms of utility. This means
that the premium is de�ned in such a way that the insurance company is indi�erent between rejecting the contract
and entering into it.

In this setting a premium for a risk X ∈ X+ is de�ned as a real number Hu(X) satisfying equation

E[u(w +H(X)−X)] = 0 (1)

where u : R→ R is a strictly increasing continuous function with u(0) = 0. It turns out that, for every X ∈ X+,
such a number Hu(X) exists and it is unique. Therefore equation (1) determines in an implicit way a functional
Hu : X+ → R.

Several results concerning properties of the functional Hu can be found e.g., in [1, 2, 3] and [6]. It is known that,
for every strictly increasing continuous function u : R→ R satisfying u(0) = 0, Hu is monotone and conditionally
translation invariant. However, in general, it is not convex. In this talk we present a characterization of convexity
and quasi-convexity of Hu. A fundamental role in our investigations is played by quasideviation means (cf. [4, 5]).

References

[1] N. L. Bowers, H. U. Gerber, J. C. Hickman, D. A. Jones, C. J. Nesbitt, Actuarial Mathematics, The Society
of Actuaries, Itasca, Illinois, 1986.

[2] H. Bühlmann, Mathematical Models in Risk Theory, Springer, Berlin, 1970.
[3] H. U. Gerber, An Introduction to Mathematical Risk Theory, S. S. Huebner Foundation, R. D. Irwin Inc.,

Homewood Illinois, 1979.
[4] Zs. Páles, Characterization of quasideviation means, Acta. Math. Sci. Hungar. 40 (1982), 243�260.
[5] Zs. Páles, General inequalities for quasideviation means, Aequationes Math. 36 (1988), 32�56.
[6] T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt, J. Teugels, Stochastic Processes for Insurance and Finance, John Wiley

& Sons, New York, 1999.

Maªgorzata CHUDZIAK

University of Rzeszów (Rzeszów)

On a disparity between willingness to pay and willingness to accept
under the Rank-Dependent Utility model

Let X be a family of lotteries, that is �nitely-supported probability distributions on R. The lottery pricing
problem is an important issue in many models of decision making under risk. It consists on assigning to each
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lottery a real number, interpreted as a price for the lottery. In experimental settings, it has been observed that
the price of a given lottery depends on whether a decision maker intends to buy or sell it. Therefore in many
models a buying price and a selling price for a given lottery are de�ned in di�erent ways. A buying price of X ∈ X
is the highest amount an individual is willing to pay for X. A selling price of X ∈ X is the smallest amount for
which an individual would accept the sell of X. There are several ways of de�ning the buying and selling prices.

Recently, Lewandowski [1] introduced and investigated a model of buying and selling prices, called willingness
to pay and willingness to accept, respectively, based on the assumption that the decision maker derives preference
over lotteries from changes in the initial wealth implied by accepting the given lottery. We deal with these
notions under Rank-Dependent Utility, one of the behavioral models of decision making under risk. Applying
some results concerning a comparison of quasideviation means, we characterize the properties of willingness to
pay and willingness to accept related to the experimentally observed disparity between them.
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Jack Lemma, starlikeness and k-symmetry in Cn

Let Bn and 〈·, ·〉 be the open unit ball and the Euclidean inner product in Cn, respectively. Many authors
considered the family St of biholomorphic mappings f : Bn → Cn, f(0) = 0, Df(0) = I, (the identity) with
starlike domain f(Bn). Su�ridge [Su] proved that a locally biholomorphic normalized map f : Bn → Cn belongs
to St, i�

Re
〈
[Df (z)]−1 f (z) , z

〉
> 0, z ∈ Bn \ {0}.

The subject of the lecture is a similar su�cient condition for a family S(k), k ≥ 2, of locally biholomorphic
maps. To de�nition of S(k) we use a unique partition [LP] f =

∑k−1
j=0 fj,k with components fj,k such that

fj,k(εz) = εjfj,k(z), z ∈ Bn, where ε = exp( 2πi
k

). Let S(k), k ≥ 2, be a family of locally biholomorphic and
normalized mappings f : Bn → Cn, such that

Re
〈
[Df (z)]−1 f1k (z) , z

〉
> 0, z ∈ Bn \ {0}.

A good motivation for the family S(k) is a problem from [Lic1], [HK]. To prove the main result we use a Cn−
generalization of Jack Lemma [Lic2].
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Majorization of the Temljakov operators for some Bavrin families in Cn

The paper concerns holomorphic functions in complete bounded n-circular domains G ⊂Cn. The object of the
present investigation is to solve majorization problem of Temljakov operator Lf .

This type of problem has been studied earlier in [1] and [2]. In this paper we considered the family MG ∩
F(0,k)(G), i.e., the function of the Bavrin familyMG , which are (0, k)-symmetrical.
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Matematyka we Lwowie w okresie mi¦dzywojennym i jej ró»ne oblicza

Matematyka we Lwowie w okresie mi¦dzywojennym znana jest przede wszystkim z analizy funkcjonalnej i
szkoªy stworzonej przez S. Banacha i H. Steinhausa. W referacie opowiemy o innych dyscyplinach rozwijanych we
Lwowie, oalgebrze, topologii, algebrze topologicznej (teorii topologicznych grupi semi-grup), logice, równaniach
ró»niczkowych, teorii gier, teorii iteracji i innych.

Mathematics in Lwów in the interwar period and its di�erent faces

Mathematics in Lwów between two world wars is known �rst of all by functional analysis and the school
created by S. Banach and H. Steinhaus. We are going to emphasize that some other directions of mathematics
were also developed in Lwów in that period: topology, algebra, topological algebra (theory of topological groups
and semigroups), logics, game theory, di�erential equations, iteration theory etc.

Paweª DRYGA�

University of Rzeszów (Rzeszów)

On some generalization of ordinal sum of fuzzy implications

In this presentation we discuss some generalization of ordinal sum of fuzzy implications. The generalizations
allow consider summands on intervals of di�erent type: open, closed, or half-open, as well as other types of sets.
Su�cient properties of fuzzy implications as summands for obtaining a fuzzy implication as a result are presented.
As a result new ways of constructing of ordinal sum of fuzzy implications are obtained. The methods allow adapt
the value of fuzzy implication to requirements.
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Harmonic functions with correlated coe�cients

Harmonic functions are famous for their use in the study of minimal surfaces and also play important roles in
a variety of problems in applied mathematics. Recent interest in harmonic complex functions has been triggered
by geometric function theorists Clunie and Sheil-Small [1].

A complex-valued continuous function f : D → C is said to be harmonic in D ⊂ C if both functions u := Re f
and v := Im f are real-valued harmonic functions in D. In any simply connected domain, we can write f = h+ g,
where h and g are analytic in D.

The object of the present talk is to introduce the concept of harmonic functions with correlated coe�cients.
It generalizes the idea of harmonic functions with negative coe�cients introduced by Silverman [3] and the idea
harmonic functions with varying coe�cients de�ned by Jahangiri and Silverman [2].
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Bª¦dne koªo w Rein analytischer Beweis Bernarda Bolzano

Gªównym celem rozprawy Bernarda Bolzano Rein analytischer Beweis [Bolzano, 1817] byªo udowodnienie, »e
wielomian, który w pewnym odcinku zmienia znak, ma w tym odcinku pierwiastek. W literaturze natomiast
zwraca si¦ uwag¦ raczej na to, »e praca ta byªa pierwsz¡, w której zapisana zostaªa zasada supremum, warunek
zupeªno±ci w sensie Cauchy'ego oraz de�nicja ci¡gªo±ci funkcji [Grabiner, 1984]. Zwraca si¦ tak»e uwag¦ na dowód
twierdzenia o przyjmowaniu warto±ci po±rednich przez funkcj¦ ci¡gª¡, który przedstawiª Bolzano. Mo»na tak»e
pokaza¢, »e w rozprawie tej Bolzano posªu»yª si¦ wi¦cej ni» jednym sformuªowaniem aksjomatu ci¡gªo±ci [Fila,
2017]. Co wi¦cej, w tej pracy po raz pierwszy dokonaªo si¦ rozró»nienie dwóch rodzajów ci¡gªo±ci: ci¡gªo±ci
funkcji czyli wªasno±ci odwzorowania oraz aksjomatu ci¡gªo±ci czyli wªasno±ci struktury b¦d¡cej tu dziedzin¡
rozwa»anych funkcji [Bªaszczyk & Fila & Mrówka, 2017].

Niektórzy spo±ród komentuj¡cych t¦ rozpraw¦ zarzucaj¡ jednak autorowi popeªnienie bª¦du; jedni pisz¡ o
braku podstaw udowadnianych twierdze« [Dadaczy«ski, 2008], inni o bª¦dnym kole pojawiaj¡cym si¦ w rozprawie
[Bottazzini, 1986]. W referacie odniesiemy si¦ do tych zarzutów. Poka»emy, na czym faktycznie polega bª¦dne
koªo w omawianej rozprawie. Skomentujemy tak»e stanowisko samego Bolzano, który pisaª o bª¦dnym kole w
geometrycznych dowodach twierdzenia o przyjmowaniu warto±ci po±redniej.
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De�nitions of continuous function from Bolzano to Russell

We study various de�nitions of continuous function given in mathematics throughout the 19th century: starting
with (Bolzano, 1817) and (Cauchy, 1821), through (Peano, 1901), (Stolz, 1885), (Dini, 1892), to (Russell, 1903).
We focus on how requirements given �rst in natural languages have �nally reached a symbolic form presented in
Principia Mathematica, � 234. To this end, we employ a formalization method that consists of rewriting sentences
speci�ed in natural languages into formulas (symbolic characters). The main concern during the formalization is
to assure equivalence of the �nal translation and the original. Explicit de�nitions of continuity are but a starting
point in our search for an adequate formula for continuous function. We also examine proofs which employ
de�nitions of continuity, as well as examples of continuous and discontinuous functions provided by the discussed
authors. We show that a notion of discontinuous function is by no means a negation of continuous function.
We show that the �nal de�nition of continuous function as written in symbols captures the notion of continuity
exploited in proofs, rather than a linguistic form of the discussed de�nitions.
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CAS - Computer Algebra System. How do computers help
in scienti�c research in mathematics?

I will review some known examples of CAS: GAP, SymPy (Python), Matlab (Symbolic Math), etc. I will also
give application to the Cli�ord-Klein form problem. The recent result is the non-existence of Cli�ord-Klein forms
in exceptional case.

Sylwia KANIA

Uniwersytet �l¡ski (Katowice)

Metody aktywizuj¡ce z wykorzystaniem TIK

Skuteczne nauczanie obliguje nauczyciela na ka»dym etapie edukacyjnym do stosowania zró»nicowanych metod
i form pracy. Oprócz metod tradycyjnych, od których nie mo»na caªkowicie odej±¢ w procesie nauczania mate-
matyki, nale»y podejmowa¢ dziaªania uaktywniaj¡ce uczniów. Dokonuj¡c wyboru metody nauczyciel powinien
bra¢ pod uwag¦ nowe techniki informacyjne i dostosowa¢ wªasny sposób komunikacji do naturalnego sposobu
komunikacji odbiorców procesu dydaktycznego.

Wyst¡pienie ma na celu zaprezentowanie przykªadowych metod aktywizuj¡cych, które wykorzystuj¡ narz¦dzia
informatyczne w postaci quizów interaktywnych (Quizizz), kodów QR, plansz interaktywnych (Flipquiz), gami-
�kacji (WordWall) czy dydaktycznemu wykorzystaniu memów.
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Coe�cient problem for functions with positive real part and applications

For p(z) = 1+p1z+p2z
2+. . . in the class P of functions with positive real part we de�ne Pn = p1+p2+· · ·+pn.

Applying two known results obtained by Lecko and Brown, we �nd the bounds of Pn with a �xed p1. We also
show possible applications of this result. We derive the bounds of Sn = 1+a2 +a3 + · · ·+an and |an+1−an| with
a second coe�cient a2 �xed, where an are coe�cients of functions in one of the following classes: T of typically
real functions, K of convex functions, S∗(1/2) of functions which are starlike of order 1/2, KR(i) of functions
convex in the direction of the imaginary axis with real coe�cients and T (1/2) of typically real functions of order
1/2.
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On the application of mathematical and computational approaches
in medicine

Over the past decades mathematical and computational technics have been widely used for analysis of various
processes in biology and medicine, in particular the interactions between the immune system and foreign pathogens
(viruses, bacteria, etc.), cancer cells etc., the e�cacy of various therapeutic approaches and in particular issues
related to bacterial resistance to antibiotic treatment. Nowadays the problem of increasing resistance of microbes
to numerous kinds of antibiotics is very challenging due to the di�culties in the treatment of infectious diseases
following from the developed ability of many pathogens not to be a�ected by certain antibiotics.

The talk is devoted to a new mathematical model describing the interactions between bacterial infection and
immune system as well as the problem of bacteria resistance to treatment with antibiotics. Some quantitative
properties of the model are studied. Numerical algorithm for obtaining an approximate solution is developed and
implemented by the use of Matlab package. Results of numerical experiments are presented and commented from
medical point of view.

Bogumiªa KOWALCZYK1, Adam LECKO2
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O wspóªczynnikach w klasie Carathéodory'ego

Przedstawiona zostanie metoda i wzory na wspóªczynniki cn, n ∈ N, wraz z funkcjami ektremalnymi w klasie
Carathéodory'ego funkcji analitycznych p okre±lonych w kole jednostkowym D := {z ∈ C : |z| < 1} o rozwini¦ciu

p(z) = 1 +

∞∑
n=1

cnz
n, z ∈ D,

wyra»one za pomoc¡ parametru le»¡cego w domkni¦tym polidysku D
n
([1], [2]).
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O pewnych wªasno±ciach funkcji typu Higsona kontrolowanych
logarytmicznie

Funkcje typu Higsona, czyli ci¡gªe i ograniczone funkcje okre±lone na wªa±ciwych i nieograniczonych przestrzeni-
ach metrycznych, dla których ±rednica obrazu kul o staªych promieniach znika w niesko«czono±ci stanowi¡ intere-
suj¡c¡ klas¦ odwzorowa«. Tu rozpatrywane s¡ podlogarytmiczne funkcje Higsona, to znaczy funkcje dla których

lim
|x|→∞

diam(f(Bl(|x|)(x))) = 0

dla dowolnej asymptotycznej funkcji podlogarytmicznej l (czyli rosn¡cej wolniej ni» jakakolwiek rosn¡ca funkcja
logarytmiczna). Okazuje si¦, »e tego typu klasa funkcji tworzy domkni¦ty podpier±cie« R funkcji ci¡gªych i



27

ograniczonych, oddzielajacy punkty od zbiorów domkni¦tych i zawieraj¡cy funkcje staªe. Towarzyszy im zatem
([K]) uzwarcenie e(X), gdzie

e : X →
∏
f∈R

[inf{f(x) | x ∈ X}, sup{f(x) | x ∈ X}]; e(x)f = f(x).

Skonstruowane przykªady ±wiadcz¡, »e uzwarcenie owo wpisuje si¦ ±ci±le pomi¦dzy uzwarcenie Higsona, a uzwarce-
nie podpot¦gowe ([KZ]). Intresuj¡cy wydaje si¦ te» zwi¡zek pomi¦dzy wymiarem pokryciowym tego uzwarcenia,
a wymiarem asymptotycznym typu logarytmicznego wyj±ciowej przestrzeni.
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Pewne uogólnienie podporz¡dkowania ró»niczkowego
typu Briota-Bouqueta

Przedstawione zostanie uogólnienie podporz¡dkowania ró»niczkowego typu Briota-Bouqueta i jego zastosowania
do bada« podporz¡dkowa« ró»niczkowych opartych na ±rednich ([1]).
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The role of binary and ternary systems in protein studies.

Introduction

Rola struktur binarnych i ternarnych w badaniu protein.

Wprowadzenie

Rozwa»amy rozmaite aspekty struktur binarnych, ternanych, kwaternarnych i senarnych dla stopów, polimerów
i protein. W szczególno±ci odnosimy si¦ do struktur kwinarnych i senarnych w niektórych polimerach wskazuj¡c
na rol¦ maksimów energii w spektroskopiach podczerwieni i Ramana. Rozwa»amy rozkªad struktur kwinarnych
do ternarnych. Proponujemy zespolon¡ metod¦ analityczn¡ dla binarnych i ternarnych rozszerze« Galois, jak
równie» ich realizacj¦ na powierzchniach Riemanna. Omawiamy lekko faluj¡ce zachowanie ukªadu sze±ciok¡tów w
li±ciu polimeru.

Literatura

[1] F. Ducastelle, F. Gauthier, Generalized perturbation theory in disordered transitional alloys: Applications to
the calculation of ordering energies, J. Phys. F 6 (1976), 2039; doi: 10:1088/0305-4608/6/11/065.

[2] P. G. de Gennes, Scaling Concepts in Polymer Physics, Cornel University Press, 1979.
[3] H. F. Gilbert, Basic Concepts in Biochemistry (A Student Survival Guide), McGraw-Hill, Inc., 1992.
[4] O. Suzuki, Binary and ternary structure in the evolutions of the universe (2 × 3 × 2 × 2 × · · · world). From

space-time to molecular biology, Bull. Soc. Sci. Lettres �ód¹ Sér. Rech. Déform. 69 (2019), no. 1, 13�26.



28

[5] O. Suzuki, Binary and ternary structure in the evolutions of the universe (2× 3× 2× 2× · · · world) II. The
description of further stages of the evolutions (Polymers, molecular biology, and natural language), Bull. Soc.
Sci. Lettres �ód¹ Sér. Rech. Déform. 69 (2019), no. 1, 27�34.

[6] C. Tsallis, Introduction to nonextensive statistical mechanics (Approaching a complex world), Springer Verlag,
New York, Inc., 2009.

[7] H. Umezawa, Advanced �eld theory (Micro, Macro and Thermal Physics), American Institute of Physics, 1993.
[8] B. L. van der Waerden, Moderne algebra 2, Berlin Verlag von Julius Springer, 1937.
[9] J. J. Sylvester, A word on nonions, John Hopkins Univ. Circulars 1 (1882), 241�242 (1883), 46; in: The

Collected Mathematical Papers of James Joseph Sylvester, vol. III, Cambridge Univ. Press, Cambridge,
1909, pp. 647�650.

[10] J. �awrynowicz, M. Nowak-K¦pczyk, M. Rausch de Traubenberg, M. Zubert, Mathematics behind two related
nobel prizes 2016: in physics - topology governing physics of phase transitions, in chemistry � geometry of
molecular nanoengines, Bull. Soc. Sci. Lettres �ód¹ Sér. Rech. Déform. 69 (2019), no. 1.

[11] C. S. Peirce, On Nonions, in: Collected Papers of Charles Sanders Peirce, 3rd ed., vol. III, Harvard University
Press, Cambridge Mass, 1967, pp. 411�416.

[12] J. �awrynowicz, O. Suzuki, A. Niemczynowicz, M. Nowak-K¦pczyk, Fractals and chaos related to Ising-
Onsager-Zhang lattices. Ternary approach vs. binary approach, Int. J. of Geom. Meth. in Modern Physics
15 (2018), no. 11 (01 Nov 2018) 1850187; https://doi.org/10.1142/S0219887818501876.

[13] J. �awrynowicz, M. Nowak-K¦pczyk, A. Valianti, M. Zubert, Physics of complex alloys � one dimensional
relaxation problem, Bull. Soc. Sci. Lettres �ód¹ Sér. Rech. Déform. 65 (2015), 27�48.

Oªeh �OPUSZA�SKI

University of Rzeszów (Rzeszów)

Weyl-Schrödinger representations of matrix Heisenberg groups
in in�nite dimensions

A complexi�ed analog HC of Heisenberg's group which consists of matrices X(a, b, t) with entries from an
in�nite-dimensional Hilbert space {H, 〈· | ·〉} with identical operator 1 and an orthonormal basis (ei) such that

X(a, b, t) =

1 a t
0 1 b
0 0 1

 , X(a, b, t)X(a′, b′, t) =

1 a+ a′ t+ t′ + 〈a | b′〉
0 1 b+ b′

0 0 1

 , a, b ∈ H, t ∈ C,

with the unit X(0, 0, 0) and the inverse X(a, b, t)−1 = X (−a,−b,−t+ 〈a | b〉) is investigated. The following
Weyl-Schrödinger irreducible representation on the space of scalar functions L2

χ is analysed,

X(a, b, t) 7−→ exp(t)W †(a, b), W †(a, b) := exp {〈a | b〉/2}T †bM
†
a∗ , a∗(·) := 〈· | a〉 ,

where T †b and M†a∗ are representations of the additive group (H,+) over L2
χ via shift and multiplicative groups

generated by ∂†b and φ̄a, respectively, using the appropriate Fourier transform F over L2
χ. Then the Weyl system

W †(a, b) has the densely-de�ned generator p†a,b = ∂†b + φ̄a which satis�es the commutation relation

W †(a, b)W †(a′, b′) = exp
{
−
[
p†a,b, p

†
a′,b′

]}
W †(a′, b′)W †(a, b).

In above by assumption the probability measure χ = lim←−χi has the structure of projective limit of pro-
bability Haar's measures χi on unitary groups i × i-matrices U(i) under Kolmogorov's consistency conditions
χi = πi+1

i (χi+1) which is determined over the associated projective limit U = lim←−U(i) under the Liv²ic transform

πi+1
i : U(i+ 1) 3

[
ui x
y t

]
7−→

{
ui − [x(1 + t)−1y] ∈ U(i) : t 6= −1

ui ∈ U(i) : t = −1
, x, y ∈ C.

To every h ∈ H it is assigned the Paley-Wiener map φ : H 3 h 7→ φh ∈ L2
χ with φh(u) =

∑
φi(u) e∗i (h) where

φi(u) = 〈ui(ei) | ei〉 and ui = (πi+1
i ◦ πi+1)(u) = πi(u) are functions in variable u ∈ U and

∫
exp{Reφh}dχ =

exp{‖h‖2/4}. L2
χ have two bases of orthogonal polynomials φλı = φλ1

ı1 . . . φ
λη
ıη in variables φı =

(
φı1 , . . . , φıη

)
such that ‖φλı ‖2χ =

∫
|φλı |2dχ = βλλ! with βλ =

(η − 1)!

(η − 1 + n)!
and λ! = λ1! . . . λη!, as well as, of orthonormal
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Schur polynomials sλı (φı) =
∑

[ıλ]φ
λ
ı with summation over all semistandard Young tabloids [ıλ] in which λ =

(λ1, . . . , λη) ∈ Nη is a partition of n ∈ N of a length η and ı = (ı1, . . . , ıη) ∈ Nη.
Fourier's transform f̂(h) =

∫
exp

(
2 Reφh − ‖h‖2

)
f dχ provides the isometry F : L2

χ 3 f 7−→ f̂ ∈ H2
β onto the

Hardy space H2
β of entire analytic functions f̂(h) in variable h ∈ H, generated by Hilbert-Schmidt polynomials

e∗λı = e∗λ1
ı1 . . . e

∗λη
ıη normalized as ‖e∗λı ‖H2

β
=
(
βλλ!

)1/2
. Thus, F acts as entire analytic extensions of φh onto H

and can be understood as an in�nite-dimensional generalization of the Paley-Wiener theorem.
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O istnieniu splotu ultradystrybucji typu Roumieu

Rozwa»amy ró»ne ogólne warunki funkcjonaªowe i ci¡gowe splatalno±ci ultradystrybucji typu Roumieu w
przestrzeni D′{Mp}(Rd). Dowodzimy równowa»no±ci rozwa»anych warunków. Wskazujemy zwi¡zek warunków

ci¡gowych, wyra»onych w terminach klas U{Mp} oraz U{Mp} aproksymatywnych jedynek, z caªkowalno±ci¡ ultra-
dystrybucji typu Roumieu.

Podajemy warunki dostateczne istnienia splotu dwóch ultradystrybucji typu Roumieu w j¦zyku ich no±ników.
Dowodzimy, »e warunki te s¡ optymalne w terminach no±ników. Przy u»yciu tych warunków wykazujemy ci¡gow¡
ci¡gªo±¢ splotu ultradystrybucji typu Roumieu.
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Metodyka cyfrowej rekonstrukcji uszkodzonych naczy«
z wykopalisk archeologicznych

Wspóªczesny rozwój komputerowych technologii w obszarze gra�ki komputerowej pozwala na efektywne prze-
noszenie artefaktów archeologicznych i muzealnych ze ±wiata realnego do rzeczywisto±ci cyfrowej. Dzi¦ki temu
mo»liwe staªo si¦ nie tylko szybkie i masowe udost¦pnienie dóbr kultury, ale tak»e tworzenie cyfrowych rekon-
strukcji obiektów uszkodzonych przywracaj¡c ich pierwotny ksztaªt i wygl¡d [2], [3].

W pracy przedstawiono metodyk¦, która pozwala na efektywn¡ realizacj¦ celów postawionych komputerowym
gra�kom przez archeologów. Opisano zarówno dobór wªa±ciwych urz¡dze« i programów, które pozwalaj¡ na
efektywne przeprowadzenie procesu digitalizacji 3D obiektów archeologicznych, przetworzenie uzyskanej chmury
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punktów na obiekty powierzchniowe oraz ich optymalizacj¦ ze wzgl¦du na rozmiar. Ponadto przedstawiono sposób
odtworzenia brakuj¡cych fragmentów naczy« posiadaj¡cych o± symetrii oraz metod¦ generowania tekstur na od-
tworzonych cyfrowych fragmentach [4].

W cz¦±ci praktycznej wykonano fotorealistyczn¡ rekonstrukcj¦ powierzchni zewn¦trznej i wewn¦trznej ±cianek
bocznych oraz dna dzbana z XII wieku pochodz¡cego z wykopalisk Afrasiab w Samarkandzie (Uzbekistanie). Do
tego celu wykorzystano skaner Artec Spider sªu»¡cy do akwizycji danych o powierzchni i teksturze digitalizowanego
obiektu, a tak»e programy Artec Studio 12 Profesional, 3ds Max, Blender oraz Gimp.
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Priorytety informatyzacji ksztaªcenia matematycznego - a praktyka,
wyzwania i zagraniczne tendencje

Motywacje wyboru tematu referatu maj¡ zwi¡zek z fenomenami XXI wieku, które okre±lane s¡ jako:

1) Big Data i Data Science we wspóªczesnym ±wiecie;
2) IKT w badaniach naukowych, ich wykorzystanie w edukacji i modernizacji procesu edukacyjnego, b¡d¹

we wspóªczesnym rozwoju ekonomicznym i spoªecznym pa«stw ±wiata.

W referacie nawi¡zuje si¦ do jednego z kluczowych kierunków bada« wspóªczesnej dydaktyki matematyki: Teo-
retyczne i praktyczne aspekty ksztaªcenia i doskonalenia nauczycieli matematyki i informatyki w ró»nych krajach
- do±wiadczenia i najlepsze praktyki dla potrzeb przyszªo±ci. Problematyka i w¡tki referatu dotycz¡ m.in. próby
analizy praktyki polskiej i zagranicznej oraz innowacji w zakresie nauczania i uczenia si¦ matematyki, ksztaªce-
nia i doskonalenia kadry nauczycieli matematyki. To opracowanie ma tu charakter case study. Jego celem jest
syntetyczne wskazanie wyników bada« z wybranej literatury, przykªadów i zagranicznych do±wiadcze« z prak-
tyki ksztaªcenia i doskonalenia nauczycieli matematyki. Obserwacja polskiej praktyki potwierdza, »e z naborem
studentów do zawodu nauczyciela matematyki s¡ trudno±ci w uczelniach. A dotychczasowe programy studiów
matematycznych na specjalno±ci nauczanie matematyki i ich realizacja, nabywana przez studentów wiedza teo-
retyczna z przedmiotów matematycznych, b¡d¹ dotycz¡ca metod nauczania i prowadzenia lekcji matematyki,
b¡d¹ metody egzaminowania i wery�kowania ich przydatno±ci do zawodu nauczycielskiego czasami trac¡ ju» na
znaczeniu. I nie s¡ skorelowane z ich potrzebami i ksztaªtowaniem oczekiwanych wspóªczesnych nawyków typu
soft skills, które tak»e powinni nabywa¢ ich uczniowie, studenci, oraz hard skills. Autor referatu podkre±la tak»e,
»e nie mo»na zapomina¢ o innych priorytetach i problemach badawczych, wyzwaniach XXI wieku. I zach¦ca
bada¢ ten open problem: informatyzacja ksztaªcenia ogólnego i przedmiotowego, w szczególno±ci edukacji matem-
atycznej dzieci, uczniów i studentów dla potrzeb przyszªo±ci, a tak»e informatyzacja ksztaªcenia i doskonalenia
kadr nauczycieli matematyki dla wyzwa« i potrzeb przyszªo±ci, vide: www.linkedin.com/in/alexkrol
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Jednolistno±¢ pewnego operatora caªkowego

Prezentowane wyniki dotycz¡ funkcji postaci:

D 3 z 7→ F (z; f, g; ν) :=

z∫
0

(f ′(u))|ν|eνg(u)du ,

gdzie f i g s¡ pewnymi znormalizowanymi funkcjami holomor�cznymi oraz ν ∈ C. O funkcji f zakªada si¦
dodatkowo, »e jest wypukªa lub prawie wypukªa, natomiast o funkcji g, »e jest ograniczona. W szczególno±ci
omawiane s¡ jednolistno±¢ i prawie wypukªo±¢ funkcji F (·; f, g; ν) w zale»no±ci od parametru ν.

Prezentacja jest oparta na wynikach uzyskanych wspólnie z Szymonem Ignaciukiem.
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Brzegowe charakteryzacje zespolonych funkcji quasiregularnych
w kole jednostkowym

W 1987 r. J. Krzy» scharakteryzowaª brzegowe warto±ci odwzorowa« quasikonforemnych koªa jednostkowego
D := {z ∈ C : |z| < 1} na siebie. Wykazaª on w pracy [1], »e dla dowolnego odwzorowania quasikonforemnego
koªa D na siebie jego brzegowy homeomor�zm f speªnia dla pewnego M ≥ 1 warunek M -quasisymetrii

1

M
≤ |f(I2)|1
|f(I1)|1

≤M (1)

dla ka»dej pary ªuków domkni¦tych I1 i I2 okr¦gu jednostkowego T := {z ∈ C : |z| = 1} o dªugo±ci |I1|1 =
|I2|1 > 0, których przeci¦cie I1 ∩ I2 jest zbiorem jedno lub dwupunktowym. Na odwrót, dla dowolnych M ≥ 1
i zachowuj¡cego orientacj¦ homeomor�zmu f okr¦gu T na siebie, je±li f speªnia warunek quasisymetrii (1), to
istnieje odwzorowanie quasikonforemne koªa D na siebie takie, »e f jest jego brzegowym homeomor�zmem.

Referat dotyczy uogólnienia wyników Krzy»a na quasiregularne odwzorowania koªa D na siebie i jest oparty
na wynikach uzyskanych wspólnie z Magdalen¡ Figiel.
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Metoda Pola, jako nowa metoda nauczania geometrii

Celem referatu jest zaprezentowanie metody pola, jako nowej metody dowodzenia twierdze« z geometrii ele-
mentarnej. Gªównym twierdzeniem metody pola jest twierdzenie co-side, które jest uogólnieniem dobrze znanego
twierdzenia: stosunek póª trójk¡tów o tej samej podstawie jest równy stosunkowi wysoko±ci opuszczonych na t¦
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podstaw¦. Przy u»yciu tej metody mo»na otrzyma¢ alternatywne dowody wielu twierdze« matematycznych jak
w sposób zwykªy tak i w zautomatyzowany. Taki dowód pokazuje inny tryb przeprowadzania rozumowania mate-
matycznego. Najpierw eliminowanie wprowadzonych punktów, w odwrotnej kolejno±ci, z wykorzystaniem do tego
celu lematów eliminacji. Po eliminacji wszystkich punktów zostaje trywialna równo±¢, której mo»na w prosty
sposób przyporz¡dkowa¢ warto±¢ logiczn¡. Przy odpowiednim opracowaniu i interpretacji teoria metody pola
i jej implementacja za pomoc¡ WinGCLC pozwala sformuªowa¢ nowe podej±cie do nauczania geometrii przez
wykorzystanie automatycznego dowodu. Pokazujemy przykªady wybranych dowodów w celu zaprezentowania
mo»liwo±ci i ograniczenia metody pola.

Metoda pola zostaªa opisana i przeanalizowana po raz pierwszy w [3] na pocz¡tku lat dziewi¦¢dziesi¡tych. W
[4] okre±lono teori¦ aksjomatyczn¡ metody pola. W referacie, równie», przedstawiamy model aksjomatycznej teorii
metody pola [4]: geometria analityczna na pªaszczy¹nie kartezja«skiej R×R z porz¡dkiem leksykogra�cznym.
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Atanassov intuitionistic fuzzy setting and quivalence measures
used to algorithm of image processing

In this presentation, the new aspect in the issue of measuring the degree of inclusion and equivalence measure
for Atanassov intuitionistic fuzzy setting is considered. We propose an application of the inclusion and equivalence
measures created by using the partial or linear order on Atanassov intuitionistic fuzzy setting. Moreover, some
properties of inclusion and equivalence measures and some correlation between them and aggregation operators
are examined and their possible application in image processing is indicated.

Krzysztof PIEJKO1, Edyta TRYBUCKA2
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2University of Rzeszów (Rzeszów)

Some coe�cients problems for the subclass of close-to-convex functions

In this presentation we study some coe�cients problems for a subclass of closse-to-convex functions de�ned in
[1]. Exactly we solve the Fekete-Szegö problem and determine the sharp bound of the second Hankel determinant.
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Zagadnienia osobliwe nieliniowej optymalizacji

W komunikacie przedstawiamy metod¦ rozwi¡za« pewnego typu problemów nieliniowej optymalizacji z ogra-
niczeniami wyra»onymi za pomoc¡ odwzorowa« osobliwych, wykorzystuj¡c¡ teori¦ p-regularno±ci. W szczegól-
no±ci, przedstawione zostan¡ takie zagadnienia, jak uogólnienie sto»ka stycznego do zbioru rozwi¡za« równania
operatorowego i warunki optymalno±ci wy»szych rz¦dów.
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Modeling electricity prices with di�usion-type process
with semi-Markov switchings

We will present applications of stochastic approximation procedure in semi-Markov environment [2]. Next we
will show and consider an overview of the electricity price models [1]. Then we will present, simulate and test a
model with semi-Markov switchings.
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O kilku wªasno±ciach pewnych klas typu Bavrinowskiego
funkcji holomor�cznych wielu zmiennych zespolonych

Niech G ⊂ Cn b¦dzie ograniczonym peªnym obszarem n-koªowym. Przez NS
G i N k

G , k = 2, 3, . . . , oznaczmy
klasy funkcji holomor�cznych f : G → C, f(0) = 1, zde�niowane odpowiednio przy pomocy warunków anality-
cznych

Re
LLf(z)

LfE (z)
> 0, z ∈ G (dla klasy NS

G ),

Re
LLf(z)

Lf0,k (z)
> 0, z ∈ G (dla klasy N k

G ),

gdzie L jest operatorem Temljakova postaci

Lf(z) = f(z) +Df(z)(z), z ∈ G,
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przy czym fE stanowi parzyst¡ cz¦±¢ funkcji f, za± f0,k, k = 2, 3 . . . , jest (0, k)-symetryczn¡ cz¦±ci¡ funkcji f
(zob. [2]).

Podczas komunikatu przedstawione zostan¡ pewne wªasno±ci klas N k
G , k = 2, 3, . . . , (w szczególno±ci klasy

NS
G ) - m.in. zwi¡zki tych»e rodzin z rozwa»anymi w [1] klasamiMk

G , k = 2, 3 . . .
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Projektowanie i optymalizacja interaktywnej wizualizacji
wirtualnej rzeczywisto±ci

Systemy wirtualnej rzeczywisto±ci (VR - Virtual Reality) s¡ coraz bardziej popularne w ró»nych aspektach
� pocz¡wszy od edukacji kompetencji mi¦dzykulturowych [1], przez tworzenie wirtualnych muzeów dla celów
promocji dziedzictwa kulturowego [2], jednak znacznie mniej miejsca po±wi¦ca si¦ celom poprawnego wytwarzania
do±wiadcze« VR [3], które dla swoich u»ytkowników b¦d¡ odpowiednio u»yteczne i wydajne, bez powodowania
negatywnych aspektów przebywania w przestrzeni VR [4].

Artykuª przedstawia proces wytwarzania i optymalizacji wydajno±ci mobilnej aplikacji wirtualnej rzeczywisto±ci
dla platformy mobilnej Google VR w postaci multimedialnej prezentacji przestrzeni muzealnej, sªu»¡c¡ prowad-
zonym obecnie przez autorów pracom nad interfejsami u»ytkownika w systemach rzeczywisto±ci wirtualnej, jak
równie» nad kompetencjami mi¦dzykulturowymi studentów programu Erasmus.

Proces wytwarzania aplikacji wymaga uwzgl¦dnienia ogranicze« sprz¦tu i oprogramowania, jak równie» specy-
�ki dziaªania urz¡dze« mobilnych. Obejmuje: planowanie dziaªa« i aktywno±ci w przestrzeni wirtualnej, przy-
gotowanie zasobów aplikacji, takich jak modele obiektów muzealnych, implementacj¦ obsªugi projekcji wirtualnej
rzeczywisto±ci, oraz wytworzenie mechanizmów interakcji. W artykule opisano poszczególne kroki rozwoju ap-
likacji i w szczególno±ci rozwi¡zania problemów, które wynikªy na poszczególnych etapach.

Wytworzona aplikacja zostaªa przetestowania pod k¡tem wydajno±ci, w celu analizy skuteczno±ci zastosowanych
metod optymalizacji i zwi¦kszenia stabilno±ci dziaªania prezentowanego rozwi¡zania.

Uwzgl¦dniaj¡c wszystkie zaprezentowane elementy, autorzy uwa»aj¡, »e zaprezentowany proces mo»e by¢ przy-
datny w projektowaniu innych, podobnych, aplikacji wykorzystuj¡cych technologi¦ wirtualnej rzeczywisto±ci na
urz¡dzeniach mobilnych.
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On some extension of Noshiro-Warschawski's theorem

Let H denote the class of functions analytic in the unit disk D = {z ∈ C : |z| < 1}. Let A be the class of
functions being in H and having the form

f(z) = z +

∞∑
n=2

anz
n (z ∈ D).

Let S denote the subclass of A consisting of all univalent functions in D. Let Ap ⊂ H be the class of analytic
functions of the form

f(z) = zp +

∞∑
n=1

ap+nz
p+n (z ∈ D). (1)

So we have A = A1. A function f(z) which is analytic in a domain D ⊂ C is called p-valent in D if for every
complex number w, the equation f(z) = w have at most p roots in D and there will be a complex number w0

such that the equation f(z) = w0, has exactly p roots in D.
The well known Noshiro-Warschawski univalence condition (see [1] and [3]) indicates that if f(z) is analytic in

a convex domain D ⊂ C and
Re{eiθf ′(z)} > 0 (z ∈ D)

for some real θ, then f(z) is univalent in D. In [2] S. Ozaki extended the above result by showing that if f(z) of
the form (1) is analytic in a convex domain D and for some real θ we have

Re{eiθf (p)(z)} > 0 (z ∈ D),

then f(z) is at most p-valent in D. We prove

Twierdzenie 1. If f(z) ∈ H with f ′(0) = 1 and if∣∣Re{zf ′′(z)}
∣∣ ≤ α|z|α (z ∈ D)

for some α > 0, then f(z) is univalent in D.
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On Pawlak's Numbers and Collaboration Graph

In the era of rapidly growing internet technology, one can observe the existence of many software systems
for various purposes. Some of the systems are used to collect data. One of them is the Rough Set Database
System (the RSDS system for short) [3]. This system was designed and made in the basic version in 2002 by
a research group from the University of Rzeszów. It is systematically expanded with new functionalities and
enriched with new data. So far, 42 003 authors and 37 423 descriptions of publications have been gathered in
the system. These numbers are increasing every year. The RSDS system is also treated as a kind of �visiting
card� of the International Rough Set Society (abbreviated IRSS) [1]. IRSS brings together scientists from several
dozen countries involved in the development of theories and applications of rough sets. The rough set theory was
proposed in 1982 by Zdzisªaw Pawlak (1926-2006), a Polish mathematician and computer scientist, a real member
of the Polish Academy of Sciences [2].

Since the beginning of the RSDS system, it has collected data on publication descriptions, their authors and
software supporting the application of rough set theory and related approaches in practice. This system, in



36

addition to its basic purpose, allows to examine the links between authors of publications, the strength of such
links and extract other information hidden in the data, including the scienti�c activity and publication fertility of
the authors [5]. One of the determinants characterizing such connections is the so-called Pawlak number [4],[6].
It is essentially an index that determines the strength of a given author's relationship with Z. Pawlak. The basis
for determining this index is the so-called collaboration graph, i.e., a graph in which two authors existing in the
RSDS system connect the edge when they are co-authors of a joint publication (possibly with other co-authors
also present in this system).
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Hierarchical Fuzzy Petri Nets for Solving Passenger Transport
Logistics Problem

In the paper [1] was a proposal of using fuzzy Petri net for making a decision of what type of transport is the
best for the given user's input features. What is more, there appeared a question of what transport company is
the best based on the decision of the best type of transport. In the paper [2] was a proposal of dividing a full
model into sub-models and this approach was tested in the PNeS software [3]. In conclusion, it was decided that
this method can be applied with the use of hierarchical fuzzy Petri nets.

The idea is the following: there is the main model that results with three main types of transport that are the
beginning for three new models which are sub-models of the main one. According to this structure, when there
is a decision on what type of transport is the best, it is possible to choose only one following model out of three.
Therefore, we got a reduction of two unused models and therefore saved the time. In the same manner, there
can be additional sub-models for the current sub-models that will include knowledge and options about classes
of comfort for each transport company (e.g. Economy, Premium, Business class) if it is applicable. Again, there
will be applied only one model that was activated by the highest result of the output place on the �nal stage
of the last model. By the request, in the same manner, new models can be added in accordance to the input
information.

This methodology allows creating an enormous fuzzy Petri net model that will only use (consider) data which
can be applied on the next step. In this way, at each level of calculations, PNeS with its models uses less computer
resources and time. All unused data, because of low results after calculations, is not taken into consideration.
The bene�t of this methodology is that it has no limit on the input information and the model rapidly reduces
itself resulting in the time-saving.
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O pewnych podklasach funkcji prawie wypukªych

Przedmiotem prezentacji b¦dzie porównanie wªasno±ci zachodz¡cych dla dwóch podklas klasy funkcji prawie
wypukªych. Rozwa»ana b¦dzie klasa KmS funkcji analitycznych f ∈ A, gdzie A oznacza klas¦ wszystkich funkcji
analitycznych w kole jednostkowym U = {z ∈ C : |z| < 1} standardowo unormowanych, dla których istnieje
funkcja g ∈ A taka, »e

Re

{
zg′(z)

g(z)

}
>
m− 1

m
, z ∈ U,

speªniaj¡cych warunek

Re

{
zmf ′(z)

(−1)m−1
∏m−1
k=0 g(εjz)

}
> 0, z ∈ U,

przy czym ε = exp 2πi
m
. Funkcje z tej klasy s¡ wi¦c powi¡zane z funkcjami gwia¹dzistymi m-symetrycznymi.

Niechm b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡. Przez S∗(m) oznaczamy nast¦puj¡c¡ podklas¦ funkcji gwia¹dzistych:

S∗(m) =

{
f ∈ A :

zf ′(z)

f(z)
≺ 1 + zm

1− zm , z ∈ U

}
.

Drug¡ rozwa»an¡ podklas¡ funkcji prawie wypukªych b¦dzie rodzina K(m), m ∈ N, zde�niowana w nast¦pujacy
sposób

K(m) =

f ∈ A :
∨

G∈S∗(m)

Re
zf ′(z)

G(z)
> 0, z ∈ U

 .

Pomimo niektórych zbie»nych wªasno±ci dla przedstawionych klas, K(m) 6= KmS .
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O funkcjonaªach typu Fekete-Szegö dla funkcji prawie wypukªych

Niech A oznacza klas¦ funkcji analitycznych i unormowanych klasycznie w kole jednostkowym ∆ = {z ∈ C :
|z| < 1}, za± S∗ - klas¦ funkcji gwia¹dzistych w A.
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Dla ustalonego β ∈ (−π/2, π/2) i g ∈ S∗, funkcj¦ f ∈ A nazywamy prawie wypukª¡ wzgl¦dem g z argumentem
β (close-to-convex with argument β with respect to g), je±li

Re

{
eiβzf ′(z)

g(z)

}
> 0, z ∈ ∆. (1)

Niech Cβ(g) b¦dzie klas¡ takich funkcji.
Rozwa»my klas¦ C0(k), gdzie k jest funkcj¡ Koebego

k(z) =
z

(1− z)2 , z ∈ ∆.

Wtedy nierówno±¢ (1) przyjmuje posta¢

Re
{

(1− z)2f ′(z)
}
> 0, z ∈ ∆.

Dla funkcji f ∈ A de�niujemy dwa funkcjonaªy dla ustalonego µ rzeczywistego:

Θf (µ) = a4 − µa2a3 oraz Φf (µ) = a2a4 − µa32.

Funkcjonaªy Θf (µ) i Φf (µ) s¡ uogólnieniami dwóch dobrze znanych wyra»e«: a4−a2a3 i a2a4−a32. Funkcjonaªy
te nazywamy funkcjonaªami typu Fekete-Szegö ze wzgl¦du na konstrukcj¦ podobn¡ do znanego funkcjonaªu Fekete-
Szegö postaci a3 − µa22, µ ∈ R.

Uzyskane zostaªy oszacowania funkcjonaªów typu Fekete-Szegö Θf (µ) i Φf (µ) w klasie funkcji C0(k). Rezultaty
te s¡ dokªadne dla pewnych warto±ci µ. W szczególnym przypadku otrzymujemy:

|a4 − a2a3| ≤ 2 oraz |a2a4 − a32| ≤ 1.

Bronisªaw WAJNRYB

Politechnika Rzeszowska (Rzeszów)

Problemy aproksymacji i wielomiany ze znikaj¡cym Hessianem

Przestrze« wielomianów jest g¦sta w przestrzeni C(Rd) wszystkich funkcji ci¡gªych wRd w topologii zbie»no±ci
jednostajnej na zbiorach zwartych.

Dla ustalonego wielomianu f(x1, x2, . . . , xd) rozwa»my mniejsz¡ przestrze« indukowan¡ przez ten wielomian
P (f) = span({f(x1 − a1, x2 − a2, . . . , xd − ad)k : ai ∈ R, k ∈ Z+}).

Czy P (f) jest g¦ste w C(Rd)?
Warunkiem koniecznym jest aby pochodne cz¡stkowe ∂f

∂xi
byªy liniowo niezale»ne. Czy to jest warunek dostate-

czny?
Okazuje si¦, »e wystarczy rozwa»a¢ przypadek gdy f jest wielomianem quasi-jednorodnym. W tym wypadku

warunkiem dostatecznym jest aby pochodne cz¡stkowe wielomianu f byªy algebraicznie niezale»ne a to oznacza,

»e wyznacznik Hessianu det
(

∂2f
∂xi∂xj

)
wielomianu f nie znika tozsamo±ciowo.

Czy to jest te» warunek konieczny?
To zale»y od wymiaru d rozwa»anej przestrzeni.
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Kamienie milowe w przebiegu karier »yciowych wybitnych matematyków
i uzdolnionej matematycznie mªodzie»y

W swojej prezentacji przedstawi¦ wyniki bada« dotycz¡ce kamieni milowych (wydarze« znacz¡cych, punk-
tów krytycznych, do±wiadcze« krystalizuj¡cych) w biegu »ycia wybitnych matematyków i uzdolnionej matematy-
cznie mªodzie»y. Moim zamiarem jest wskazanie osób, rzeczy, sytuacji wraz z caªym kontekstem, które miaªy
bezpo±redni zwi¡zek z ukierunkowaniem ich umysªu w stron¦ matematyki. Ciekaw¡, a zarazem wa»n¡ informacj¡
z punktu widzenia edukacji matematycznej oraz rozwoju zdolno±ci matematycznych jest stwierdzenie, czy owe
kamienie milowe s¡ staªe czy zmieniaj¡ si¦ w zale»no±ci od danego okresu. Swoje rozwa»ania opieram o holisty-
czne, humanistyczne podej±cie oraz metod¦ biogra�czn¡ w uj¦ciu Charlotte Bühler. Badania zostaªy zrealizowane
w ramach rozprawy doktorskiej, obronionej w 2018 roku na Akademii Pedagogiki Specjalnej.

Agnieszka WI�NIOWSKA-WAJNRYB

Rzeszow University of Technology (Rzeszów)

Uniformly starlike functions and subclasses of convex functions

Let S denote the class of all functions f that are analytic and univalent in the open unit disk U = {z ∈ C :
|z| < 1} and normalized by f(0) = f ′(0)− 1 = 0.

In 1991 Goodman ([1]) introduced geometrically de�ned class UST of uniformly starlike functions. Recall that
a function f ∈ S is in the class UST if for every circular arc γ ⊂ U with center ζ ∈ U, the arc f(γ) is starlike
with respect to f(ζ). The class UST can be characterized as follows

f ∈ UST ⇔ Re
f(z)− f(ζ)

(z − ζ)f ′(z) ≥ 0 for all z, ζ ∈ U.

It is di�cult to investigate the class UST because of its characterization in terms of two complex variables. In
particular checking whether a function belongs to the class UST leads to very complicated computations. Hence
only simple examples of uniformly starlike functions are known.

We prove the theorem which generates many examples of uniformly starlike functions and we establish its
connections with some subclasses of convex functions. For instance, we get that all functions convex of order 3/4
are uniformly starlike.
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Programy badawcze Hugona Steinhausa i ich realizacja

Hugo Steinhaus (1887�1972) byª wspóªtwórc¡ lwowskiej szkoªy matematycznej oraz wrocªawskiej szkoªy za-
stosowa« matematyki. Czerpaª w du»ej mierzy ze szkoªy gety«skiej (F. Klein, D. Hilbert) oraz francuskiej (H.
Lebesgue). Stworzyª wiele programów badawczych w ramach matematyki, badania jej podstaw oraz zastosowa«,
do realizacji których wª¡czyª wielu polskich matematyków. Kluczowy jest program badania podstaw ró»nych teorii
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(nie tylko matematycznych) poprzez poszukiwanie najbardziej optymalnej aksjomatyzacji i formalizacji i sytemu
uogólnionych poj¦¢. To daªo impuls i mo»liwo±ci powstania i rozwoju kilku nowych teorii matematycznych. Kole-
jnym byª program pokazywania zastosowa« matematyki oraz jej obecno±ci w rzeczywisto±ci (zawarty byª tutaj
program wizualizacji matematyki, w tym edukacyjny program Archimedesa oraz idea uniwersalno±ci matematyki).
Zaproponowaª i rozpocz¡ª badania nad szeregami trygonometrycznymi (Aleksander Rajchman, Stefan Kaczmarz)
oraz analiz¡ funkcjonaln¡ (Stefan Banach), kluczowe dla lwowskiej szkoªy. Nast¦pnym zagadnieniem byªy badania
nad teori¡ miary i jej miejscem w innych dziedzinach wiedzy. Najwa»niejszym w ramach tych bada« byªa matem-
atyzacja teorii prawdopodobie«stwa przy pomocy teorii mnogo±ci i teorii miary. Te badania doprowadziªy do
sformuªowania poj¦cia funkcji niezale»nych stochastycznie i badanie ich miejsca i znaczenia w ró»nych obszarach
matematyki (nie tylko w teorii prawdopodobie«stwa). Te badania podj¡ª i rozwijaª jego ucze« Mark Kac. Stein-
haus rozpocz¡ª równie» prace nad matematyzacj¡ teorii gier. W roku 1925 wydaje prac¦ De�nicje potrzebne do
teorii gry i po±cigu, w której podaje formaln¡ de�nicj¦ poj¦cia strategii oraz rozwa»a abstrakcyjn¡ form¦ funkcji
zapªaty. Wraz z B. Knasterem i S. Banachem rozwa»aj¡ problem �sprawiedliwego podziaªu� w pracy The problem
of fair division. We wspomnianych pracach (i wielu innych) wykorzystuje metod¦ �analogii matematycznej� do
ukazania zwi¡zków mi¦dzy czasem bardzo odlegªymi intuicyjnie dziedzinami. W ten sposób pokazuje zwi¡zki
przykªadowo pomi¦dzy teori¡ miary, topologi¡, teori¡ mnogo±ci i wspomnian¡ teori¡ gier. Charakterystycznym
przykªadem jest praca A mathematical axiom contradicting the axiom of choice (1962, wspólna z J. Mycielskm),
która pokazuje mo»liwo±¢ wykorzystania �aksjomatu determinacji� (sformuªowanego w ramach pomocy teorii gier)
do budowania alternatywnej (�sªabszej�, lecz nie generuj¡cej istnienia zbiorów niemierzalnych) teorii mnogo±ci.

Józef ZAJ�C

Pa«stwowa Wy»sza Szkoªa Zawodowa w Cheªmie (Cheªm)

Odwzorowania harmoniczne w aerodynamice

Przedstawiona b¦dzie metoda badania pewnych zjawisk jakie wyst¦puj¡ w czasie przepªywu gazu w rurze.
Polega ona na zastosowaniu dwuwymiarowych odwzorowa« harmonicznych do opisu zmian pozycji cz¡steczki no-
towanych na stosownie dobranych przekrojach poprzecznych rury. Uzasadnione powy»sz¡ konieczno±ci¡ wprowa-
dzenie unormowanych brzegowo odwzorowa« harmonicznych koªa jednostkowego na siebie otworzyªo list¦ nowych
problemów badawczych. Ich posta¢ ma niekiedy form¦ charakterystyczn¡ tylko dla tej klasy i mo»e stanowi¢
motywacj¦ nowych bada« zaczynaj¡c od tych najbardziej elementarnych. Prace takie prowadzone s¡ od kilku lat
w ramach Cheªmskiego Seminarium Matematycznego. Niektóre z otrzymanych tam wyników b¦d¡ prezentowane
w trakcie niniejszej prezentacji.

Mykhaylo ZARICHNYY

University of Rzeszów (Rzeszów)

Topology of spaces of persistence diagrams

Topological Data Analysis (TDA) is a part of applied mathematics concentrated around investigations of large
data sets by means of topological and metric methods. Persistent homology is one of the most important tools in
DNA.

The persistence homology can be uniquely represented by the persistence diagrams [1]. There are natural
metrics (e.g., bottleneck metric and Wasserstein metrics) and topologies on the set of persistence diagrams and
one of the aims of the talk is to consider topological and metric properties of the obtained spaces.

We apply methods of in�nite-dimensional topology to the metric spaces of persistence diagrams. In particular,
we detect some pairs homeomorphic to (`2, `2f ) in the topology of (completed) spaces of persistence diagrams.

We also consider some recent publications concerning coarse geometric properties of the metric spaces of
persistence diagrams (see, e.g., [2]) and formulate some new results in this direction.

References

[1] A. Zomorodian, G. Carlsson, Computing persistent homology, Discrete Comput. Geom. 33 (2005), no. 2,
249�274.

[2] G. Bell, A. Lawson, C. Neil Pritchard, D. Yasaki, The space of persistence diagrams fails to have Yu's property
A, arXiv:1902.02288.



41

Mirosªawa ZIMA

Uniwersytet Rzeszowski (Rzeszów)

Stabilno±¢ rozwi¡za« okresowego zagadnienia brzegowego

Omówimy stabilno±¢ w sensie Lapunowa rozwi¡za« nast¦puj¡cego zagadnienia brzegowego{
x′′(t) = r(t)xα(t)− s(t)xβ(t), t ∈ [0, T ],

x(0) = x(T ), x′(0) = x′(T ).

Przedstawimy gªówne wyniki zawarte w pracy [1], uzyskane w oparciu o metod¦ u±redniania i metod¦ aproksymacji
trzeciego rz¦du.
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