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Wstep: Czym jest tomografia?

Ogdlnie

Tomografia jest nauka o tym, ,jak mozna dowiedzie¢ sie co jest w srodku
obiektu, nie otwierajac go” (Andrew Markoe, "Analytic Tomography”,
Cambridge University Press, 2006).




Wstep: Czym jest tomografia?

Ogdlnie

Tomografia jest nauka o tym, ,jak mozna dowiedzie¢ sie co jest w srodku
obiektu, nie otwierajac go” (Andrew Markoe, "Analytic Tomography”,
Cambridge University Press, 2006).

Matematycznie

Tomografia jest dziedzing zajmujaca sie odtworzeniem informacji o obiekcie
geometrycznym na podstawie jego przekrojow (greckie Touoo oznacza
przekrdj, ciecie) lub rzutéw.




Wstep: Narzedzia techniczne tomografii

Gtéwnie s3 to tzw. skanery TK (tomografii komputerowej) uzywajace
promeniowania rentgenowskiego do przeswietlenia obiektu oraz algorytmdw
analizujacych dane przeswietlenia i stosujacyh tomografie matematyczna do
odtworzenia struktury wewnetrznej obiektu.

Typowy skaner TK:




Wstep: Niedoskonatos¢ ,zwyktego” przeswietlenia
rentgenowskiego
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Wstep: Jak dziata skaner TK?

Etap |: przeswietlenie obiektu we ,wszystkich” kierunkach i rejestracja
danych przeswietlenia




Wstep: Jak dziata skaner TK?

Etap |: przeswietlenie obiektu we ,wszystkich” kierunkach i rejestracja
danych przeswietlenia

Etap Il: rekonstrukcja wewnetrznej struktury obiektu na podstawie
danych otrzymanych na | etapie




Matematyczny opis zagadnienia: Reprezentacja

obiektu wyjSciowego

Obiekt wyjsciowy reprezentujemy w postaci diagramu gestosci lub funkcji
na ptaszczyznie

wykres funkgji f : R? — R
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Reprezentacja obiektu wyjsciowego




Matematyczny opis zagadnienia: Reprezentacja
promienia rentgenowskiego




Matematyczny opis zagadnienia: Reprezentacja
procesu przedwietlenia - transformata Radona

Transformata Radona Ryf funkcji f w kierunku 6 = %:
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Matematyczny opis zagadnienia: Reprezentacja
procesu przedwietlenia - transformata Radona




Matematyczny opis zagadnienia: Reprezentacja
procesu przedwietlenia - transformata Radona

Transformata Radona jako funkcja 2 zmiennych Ryf(s) = Rf(0,s)
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Matematyczny opis zagadnienia: Cel tomografii
matematyczne;

Cel: odtworzy¢ funkcje f wedtug jej transformaty Radona Rf
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Johann Radon
(1887-1956)
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Dygresja |: catkowanie funkcji

Funkcja jednej zmiennej f : R — R
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wykres funkgcji J f(x)dx =,pole pod wykresem”
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Dygresja |: catkowanie funkcji

Funkcja jednej zmiennej f : R — R

wykres funkgcji

&
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J f(x)dx =,pole pod wykresem”

Funkcja 2 zmiennych f : R2 — R

wykres funkgji

J f(x)dx =,0bjetos¢ pod wykresem”




Transformata Radona w sposéb | bardziej zaawansowany”

Transformata Radona przeksztafca funkcje f : R? — R w funkcje
RF(0,s) = / F(x)dx
(8,x)=s

okreslong na walcu Z> = S' x R (tutaj S! jest okregiem jednostkowym ).

Réwnanie (0, x) = s okresla prosta w R? prostopadta do wektora § € St i
odlegty na s od zera.




»Rzut odwrotny” lub transformata dualna

Definicja

Rzut odwrotny przeksztatca funkcje g : Z?> = S' x R — R w funkcje

f X) = X
Rig(x) = [ (0. (.0))ds

okreslong na R2.

Przy ustalonym 6 funkcja g(0, (x, 6)) jest przedtuzeniem funkgji jednej
zmiennej g(#, s) do funkcji na R?, statej wzdtuz prostej prostopadtej do 6 i
odlegtej na s od zera



»Rzut odwrotny": realizacja techniczna
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Réznica pomiedzy obiektem a jego odtworzeniem




Réznica pomiedzy obiektem a jego odtworzeniem

Inny obiekt:




Réznica pomiedzy obiektem a jego odtworzeniem

Inny obiekt:

Przyczyna matematyczna:

Twierdzenie: Jesli f jest nieujemna funkcja na R? taka, ze funkcja
(1 + |x])"1f(x) jest catkowalna, to

R*Rf = T * f,

dzie T(x) = & dla pewnej statej ¢ nie zalezacej od f.
g Ix] 9




Dygresja |I: splot funkgji

frg(r) = /f(t)g(T ~ t)de

Przyktad
f(t) g(t) g(-t)
1 1 il
- 0,5 0,5 - 0,5 0,5 -051 05
1 1 1
=t 1
g{‘[ _t) D pole pod f * g

f(t)8(t-t)



Interpretacja réznicy pomiedzy obiektem a jego

odtworzeniem: szum
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,Filtrowanie szumu” |

Twierdzenie o aproksymatywnej jedynce ¢

Niech funkcja ¢ bedzie nieujemna i spetnia [ ¢(x)dx = 1. Na przyktad

Dla kazdego n =1,2,3,... potézmy ¢p(x) := nwymiar¢(nx)_ Na przyktad

il

Wtedy dla ,kazdej” funkgcji f ciag funkgji

fxon(x),n=1,2,3,...

przybliza funkcje f.




Filtrowanie szumu” Il

Twierdzenie o ,odfiltrowanym rzucie odwrotnym”

Niech f bedzie catkowalna funkcja na R?, a v funkcja na walcu
7% = S' x R. Wtedy

R¥(v) * f = R¥(v = Rf).

Funkcje A = R¥(v) nazywamy filtrem, a v funkcja odtwarzajaca.
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Twierdzenie o ,odfiltrowanym rzucie odwrotnym”

Niech f bedzie catkowalna funkcja na R?, a v funkcja na walcu
7% = S' x R. Wtedy

R¥(v) * f = R¥(v = Rf).

Funkcje A = R¥(v) nazywamy filtrem, a v funkcja odtwarzajaca.

Dalej szukamy funkcji odtwarzajacych v takich, ze odpowiedni filtr
A = RY%(v) stanowi aproksymatywna jedynke i korzystamy z poprzedniego
lematu, przyblizajac funkcje f przez A, * f, gdzie A,(x) = n?A(nx).



Filtrowanie szumu” Il

Twierdzenie o ,odfiltrowanym rzucie odwrotnym”

Niech f bedzie catkowalna funkcja na R?, a v funkcja na walcu
7% = S' x R. Wtedy

R¥(v) * f = R¥(v = Rf).

Funkcje A = R¥(v) nazywamy filtrem, a v funkcja odtwarzajaca.

Dalej szukamy funkgji odtwarzajacych v takich, ze odpowiedni filtr
A = RY%(v) stanowi aproksymatywna jedynke i korzystamy z poprzedniego
lematu, przyblizajac funkcje f przez A, * f, gdzie A,(x) = n?A(nx).

~Praktyczne stosowanie metody ,odfiltrowanego rzutu odwrotnego” jest
rodzajem sztuki. Odpowiedni wybdr filtru ... oraz (koniecznie skoriczonej)
liczby kierunkéw jest istotny do otrzymania optymalnej rekonstrukcji”
(Andrew Markoe, "Analytic Tomography”, Cambridge University Press,
2006).



Przyktady funkcji odtwarzajacych

Funkcja Nivergelta

Bl dla |s| < b
N . b2 B
vp (0,5) = { = (1 _ sl ) dla |s| > b

s2_p2

Funkcja Lakshminarayana—Ramachandrana

LR(g 5= & (Cos(bs)—l_l_sin(bs))

Ax2 b2s2 bs
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Funkcja Sheppa-Logana

2 _ .
vlfL(Q,s):b—W/z bs sin(bs)

273 (m/2)? — b2s2

v

Funkcja ¢b = R*vp, nie jest aproksymatywna jedynka ani dla v, = v,fR, ani

dla vy = v L Niemniej jednak, funkcje vLR oraz va daja lepszy wynik
przybliz'enla w ,szumnych warunkach”.



Troche o relacji ,,matematyka - informatyka”

1917 - artykut J. Radona o rekonstrukgji funkcji f na podstawie jej
transformaty Rf

1958 - pierwszy eksperyment dotyczacy TK (Korenblum, Telebaum, Tyutin,
Politechnika Kijowska): rekonstrukcja obrazu za pomoca zdje¢
rentgenowskich z r6znych kierunkéw, produkowania sygnatéw
elektrycznych na ich podstawie oraz procesowania za pomoca
komputera analogowego

1979 - nagroda Nobla w dziedzinie fizjologii i medycyny dla Cormacka i
Hounsfielda.

o Cormack (1963-64): rekonstrukcja przekroju obiektu niejednorodnego -

pierwsze ,tomogramy komputerowe” (wykorzystany ,komputer” to
kalkulator)

o Hounsfield (1972): zaprojektowat pierwszy komercyjnie dostepny
skaner TK dla firmy EMI



Na zakonczenie: o innych zastosowaniach transformaty

Radona

Iastosowania
matematycne
Réwnania
roiniczkowe

Tastosowania
fizyane

Transformata .
e ]
Radona Astronomia
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